
KomAlg Notater 1.1

Notater

1. Hilbert-polynomium.

(1.1) Definition. Lad et øjeblikA være en kommutativ (additivt skrevet) gruppe (i anvendel-
serne erA oftest lig medZ). Betragt funktionerϕ : Z → A. For sådanne funktioner defineres
differensoperatoren 1 ved

1ϕ(n) := ϕ(n + 1) − ϕ(n).

Differensligningen1ϕ = 0 har som løsninger øjensynlig netop de konstante funktioner.
En højreinvers til1 er summationsoperatoren6. For værdiern > 0 er den defineret ved
summen,

6ϕ(n) :=
∑

06i<n

ϕ(i).

Bemærk, at6ϕ(0) = 0. Det er klart, at forn > 0 gælder ligningen,

16ϕ(n) = ϕ(n).

Det er ikke svært at udvide definitionen af6ϕ(n) til negative værdier afn således at den
sidste ligning gælder for alle værdier afn.

(1.2) Observation. For et givet elementa i A defineres fori > 0 funktionerneϕi,a ved

ϕi,a(n) :=

(

n

i

)

a.

Funktionenϕ0,a er den konstante funktiona og for i = 1 fås funktionenn 7→ na (her og i
det følgende betegnerna = an denn’te potens afa i gruppenA).

For i > 0 gælder ligningen1ϕi,a = ϕi−1,a, idet binomialkoefficienterne som bekendt
opfylder ligningen

(

n+1
i

)

−
(

n
i

)

=
(

n
i−1

)

. Heraf følger ligningen,

6ϕi,a = ϕi+1,a.

Funktionerne på ligningens to sider giver nemlig samme funktion når1 anvendes, nemlig
funktionenϕi,a . Desuden har de begge værdien 0 forn = 0. Følgelig er de to funktioner
identiske.
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(1.3) Eksempel.Funktionenσ2(n) := 12+22+· · ·+ (n−1)2 fås ved at anvende operatoren
6 på funktionenn2. Øjensynlig ern2 = 2

(

n
2

)

+
(

n
1

)

. Følgelig udledes ligningenσ2(n) =

2
(

n
3

)

+
(

n
2

)

, og altså den velkendte formel,

12 + 22 + · · · + n2 = 2

(

n + 1

3

)

+

(

n + 1

2

)

.

(1.4) Definition. I det følgende vil vi kun interessere os for funktionsværdierneϕ(n) for store
værdier afn. Vi vil her sige, at funktionenϕ : Z → A er enpolynomial funktion, hvis der
findes et talr > 0, således at1r+1ϕ(n) = 0 for n ≫ 0.

Ved graden af en polynomial funktionϕ forstås det største talr for hvilket funktionen
1rϕ(n) for n ≫ 0 ikke er identisk 0. Hvisϕ(n) = 0 for n ≫ 0 findes ingen sådanne talr;
en sådan funktion tillægges graden−∞.

En funktionϕ er øjensynlig polynomial af grad6 r, hvis og kun hvis1r+1ϕ(n) = 0 for
n ≫ 0. At ϕ er polynomial af grad 0 betyder, at funktionsværdienϕ(n) for store værdier af
n er en konstant forskellig fra nul-elementet iA.

(1.5) Sætning.For funktionerϕ : Z → A og et givet talr > 0 er følgende betingelser
ækvivalente:

(i) Funktionenϕ er polynomial af grad6 r.
(ii) Funktionen1ϕ er polynomial af grad6 r − 1.
(iii) Der findesr + 1 elementera0, . . . , ar i A således at

ϕ(n) = ar

(

n

r

)

+ · · · + a1

(

n

1

)

+ a0 for n ≫ 0.

(iv) (Når A er en undergruppe iC:) Der findes et polynomiumf af grad6 r således at
ϕ(n) = f (n) for n ≫ 0.

Hvis betingelserne er opfyldt, så gælder yderligere, at koefficienterneai i (iii) er entydigt
bestemt vedϕ, og atϕ har gradr, hvis og kun hvisar 6= 0.

Bevis. Det følger umiddelbart af definitionen, at (i) og (ii) er ækvivalente. I (iii) er funktionen
på højresiden summen af funktionerneϕi,ai

for i = 0, . . . , r. Af udregningen i Observation
(1.2) følger, at denne sum er polynomial af grad6 r. Altså vil (iii) medføre (i). Binomial-
koefficienten

(

n
i

)

er, som funktion afn, et polynomium af gradi. Heraf ses, at (iii) medfører
(iv). Når operatoren1 anvendes på monomietnr fås øjensynlig et polynomium af gradr − 1
med ledende koefficientr. Heraf ses, at når1r anvendes på et polynomium af gradr med
ledende koefficienta fås konstantenr!a. Herefter er det klart, at (iv) medfører (i).

Vi mangler at vise, at (i) medfører (iii). Denne påstand vises ved induktion efterr. Den
er sand forr = 0, idet begge betingelser udtrykker, atϕ(n) er konstant forn ≫ 0. Antag
r > 0. Funktionen1ϕ er polynomial af grad6 r − 1, så induktivt findes altsår elementer
a1, . . . , ar i A således at de to funktioner1ϕ og ϕar ,r−1 + · · · + ϕa2,1 + ϕa1,0 har samme
værdi in, nårn ≫ 0 . Disse to funktioner fås ved at anvende operatoren1 på funtionerneϕ
ogϕar ,r + · · · + ϕa1,1. Heraf ses, at når1 anvendes på differensen,

ϕ −
(

ϕar ,r + · · · + ϕa1,1
)

,
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så fås en funktion, der er 0 for store værdier afn. Differensen selv må derfor være en
konstant for store værdier afn. Betegnes denne konstant meda0, gælder øjensynlig den
ønskede relation i (iii).

Hermed er vist, at betingelserne er ækvivalente. Entydigheden af koefficienterne (iii) vises
ved et lignende induktivt argument. Endelig følger det af relationen i (iii), at1rϕ(n) = ar

for n ≫ 0. Graden afϕ er altsår (og ikke mindre endr), netop nårar 6= 0.

(1.6) Setup. I det følgende betragtes en noethersk ringR, og polynomiumsringenG :=
R[X1, . . . , Xr ] i r variable. Som bekendt er ogsåG en noethersk ring. RingenG ergradueret:
IdetGi er undermodulen af homogene polynomier af gradi, kan ethvert polynomiumf ∈ G

skrives som summen af sine homogene led:

f = f0 + f1 + f2 + · · ·

(summen er naturligvis endelig:fi 6= 0 gælder kun for endelig mangei).
Videre betragtes en endeligt frembragt, gradueretG-modulN . At N er gradueret, betyder,

at der iN er givetR-undermodulerN0, N1, N2, . . . således, atN somR-modul er den direkte
sum af undermodulerneNj :

N = N0 ⊕ N1 ⊕ N2 ⊕ · · · ;

det betyder, at hvert elementx ∈ N entydigt kan skrives som en sum af sinehomogene led:

x = x0 + x1 + x2 + · · · , medxj ∈ Nj for j = 0, 1, . . . ,

og at multiplikation med en skalar, der er homogen af gradi i G, afbilderNj → Ni+j . Med
andre ord, hvisf ∈ Gi ogx ∈ Nj , så erf x ∈ Ni+j .

DaN er endeligt frembragt, erN også frembragt af endelig mange homogene elementer
vα; lad nα være graden afvα. Hvert polynomiumf er enR-linearkombination af endelig
mangemonomier mβ . Hvis dβ er graden af monomietmβ , så harmβvα gradendβ + nα.
Derfor erNn frembragt af de produktermβvα for hvilkedβ +ξα = n, og det giver kun endelig
mange muligheder forβ. Specielt erNn en endeligt frembragtR-modul.

Vi vil interessere os for følgende betingelse:

(∗) Hver af de homogene komponenterNn har endelig længde somR-modul.

Da hvertNn er endeligt frembragt somR-modul, er betingelsen (∗) fx opfyldt, når ringen
R har endelig længde.

Observation. Betingelsen (∗) er opfyldt, når blot hver af de endelig mange cykliske undermo-
dulerRvα af Nnα har endelig længde. For hvert monomiummβ i G definerer multiplikation
medmβ nemlig en surjektiv homomorfi afRvα påRmβvα. Hvis alle undermodulerneRvα

har endelig længde, så følger det, at også undermodulerneRmβvα har endelig længde, og da
Nn var en sum af endelig mange sådanne undermoduler, har ogsåNn endelig længde.
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(1.7) Sætning.Antag setup’et i(1.6), og at betingelsen(∗) er opfyldt. Da er funktionen,

λN (n) := longNn,

en polynomial funktion med værdier iZ af grad mindre endr (hvor r var antallet af variable
i polynomiumsringenG).

Bevis. Sætningen vises ved induktion efterr. For r = 0, erG = G0 = R og Gi = 0 for
i 6= 0. Der er kun ét homogent monomium iG, nemlig konstanten 1, og den største grad af
et produktmβvα er derfor den største grad af frembringernevα. Derfor erNn = 0, nårn er
større end denne grad. Forn ≫ 0 er altsåλN (n) = 0, og følgelig erλN polynomial af grad
6 −1.

Antag, atr > 1, og betragt multiplikation med skalarenXr i modulenN . Denne multi-
plikation er en lineær afbildning afN ind i N , og den er homogen af grad 1. LadK være
kernen og ladL være kokernen. Da erK ogL graduerede moduler, idetKn blot er kernen for
multiplikationenXr : Nn → Nn+1 og Ln defineres som kokernen for denne multiplikation.
Vi har da for hvertn en eksakt følge,

0 → Kn → Nn
-

Xr
Nn+1 → Ln → 0.

ModulenL er en kvotient afN , og derfor endeligt frembragt. DaG som nævnt er noethersk,
er også undermodulenK i N endeligt frembragt. Videre erKn, som undermodul afNn, og
Ln, som kvotientmodul afNn+1, af endelig længde somR-moduler. ModulerneK og L

opfylder altså betingelsen (∗). Af den eksakte følge sluttes videre, at den alternerende sum af
de indgående modulers længde er lig med 0. Da longNn+1−longNn = λN (n+1)−λN(n) =

1λN (n), gælder altså ligningen,
1λN = λL − λK . (1.7.1)

De to modulerL ogK annulleres af skalarenXr , og de kan derfor opfattes som moduler over
kvotientringenG/XrG, som vi kan identificere med polynomiumsringenR[X1, . . . , Xr−1] i
r −1 variable. ModulerneL ogK, som moduler overG/GXr , opfylder altså forudsætningen
medr − 1 i stedet forr. Induktivt sluttes derfor, at de to funktioner på højresiden af (1.7.1)
er polynomiale af grad mindre endr − 1. Altså er1λN polynomial af grad mindre enr − 1.
Af Sætning (1.5) følger så, atλN er polynomial af grad mindre endr, som påstået.

(1.8) Definition. Antag, at betingelserne i Sætning (1.7) er opfyldt. FunktionenλN er da
polynomial af en gradd, der er mindre end eller lig medr − 1. Antag først, atd = −∞.
I dette tilfælde er altså longNn = 0 for n ≫ 0, altsåNn = 0 for n ≫ 0. Da ogsåNn = 0
for n ≪ 0 (dette følger af atN er endeligt frembragt), er altså kun endelig mangeNn’er
forskellige fra 0. ModulenN er den direkte sum afNn’erne, såN har derfor endelig længde
somR-modul. Omvendt er det klart, at hvisN har endelig længde somR-modul, så er kun
endelig mangeNn’er forskellige fra 0. Betingelsend = −∞ gælder altså hvis og kun hvis
N har endelig længde somR-modul.
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Antag dernæst, atd > 0. Af Sætning (1.5), anvendt medA = Z, følger så, at der findes
d + 1 hele tale0, . . . , ed , så at

longNn = ed

(

n

d

)

+ · · · + e1

(

n

1

)

+ e0 for n ≫ 0. (1.8.1)

Polynomiet på højresiden af ovenstående ligning kaldes forHilbert-polynomiet hørende til
den givne modulN , og det betegnesχN . Graden af Hilbert-polynomiet, altså talletd, kaldes
også denhomogene dimension afN , og koefficientened kaldesmultipliciteten afN . Bemærk,
at multiplicitetened er positiv. Multipliciteten er nemlig forskellig fra 0, og var den negativ
ville højresiden i (1.8.1) være negativ nårn ≫ 0, i modstrid med at venstresiden i (1.8.1) er
en længde, og dermed ikke-negativ.

(1.9) Bemærkning. Betragt, under forudsætningerne i Sætning (1.7), den akkumulerede
sum,

σN (n) :=
∑

i<n
longNi,

Den herved definerede funktionσN opfylder øjensynlig1σN = λN . DaλN er polynomial
af grad6 r − 1, erσN polynomial af grad6 r. Hvis d > 0, så harσN gradend + 1. Hvis
d = −∞, så er kun endelig mangeNn forskellige fra 0, så nårn er stor erσN (n) = longN ,
jfr diskussionen i (1.8). I dette tilfælde, dvs nårN har endelig længde somR-modul, er altså
graden afσN lig med 0 nårN 6= 0 og lig med−∞ nårN = 0. Bemærk, at vi (nårN 6= 0)
har følgende ligning for den akkumulerede funktion (med en konstantl):

∑

i<n
longNi = ed

(

n

d + 1

)

+ · · · + e0

(

n

1

)

+ l nårn ≫ 0

(1.10) Sætning.Antag, atN opfylder betingelserne i Sætning(1.7). LadN ′ være en homogen
undermodul iN , og ladN ′′ = N/N ′ være den tilhørende kvotientmodul. Da vil ogsåN ′ og
N ′′ opfylde betingelserne, og for Hilbert-polynomierne gælder ligningen,

χN = χN ′ + χN ′′ .

Bevis. Da G som nævnt er noethersk, er undermodulenN ′ endeligt frembragt, og trivielt er
kvotientenN ′′ endeligt frembragt. For hvertn findes en eksakt følge,

0 → N ′
n → Nn → N ′′

n → 0.

Specielt følger heraf, atN ′
n og N ′′

n har endelig længde. Altså er betingelsen (∗) opfyldt for
bådeN ′ ogN ′′. Af den eksakte følge fås ligningen,

λN (n) = λN ′(n) + λN ′′(n).

DifferensfunktionenλN ′ +λN ′′ −λN er altså 0. Funktionerneλ stemmer for store værdier afn

overens med de tilsvarende polynomierχ . Værdien inaf differenspolynomietχN ′+χN ′′−χN

er altså lig med 0, nårn ≫ 0. Heraf følger, at differenspolynomiet er lig med 0 for allen,
hvormed den søgte ligning er bevist.
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(1.11) Bemærkning.Som nævnt (1.6) er betingelsen (∗) opfyldt, når ringenR selv har endelig
længde. Den mest oplagte anvendelse er på polynomiumsringen G = k[X1, . . . , Xr ], hvor
R = k er et legeme. Længden af enk-modulV er vektorrumsdimensionen, som vi betegner
rk V . Til enhver endeligt frembragt, gradueretG-modulN vil HilbertpolynomietχN altså
opfylde, at rkNn = χN (n) for n ≫ 0. Graden afχN og koefficienternee0, . . . , ed er
invarianter for modulenN ; de spiller en vigtig rolle i algebraisk geometri.

Betragt fxN = G. Her bestårNn af de homogene polynomier af gradn. Monomierne
af gradn er enk-basis, og der er

(

n+r−1
r−1

)

sådanne polynomier (idet vi antagerr > 1). Altså
gælder ligningen,

rk Gn =

(

n + r − 1

r − 1

)

for n > 0.

Her er højresiden et polynomium af gradr − 1, og dette polynomium er altså Hilbert poly-
nomietχG. Det er ikke svært at skrive dette polynomium som linearkombination af polyno-
mierne

(

n
i

)

for i = 1, . . . , r − 1, og det er i hvert fald klart, at multipliciteten erer−1 = 1.
Betragt videre et homogent polynomiumf forskelligt fra 0, af gradh. Lad N være

kvotientenG/Gf . Multiplikation medf giver da for allen en eksakt følge,

0 → Gn−h
-
f

Gn → Nn → 0.

(Idet vi sætterGn := 0 for n < 0.) Altså erλN (n) = λG(n) − λG(n − h). Forn > h slutter
vi, at λN (n) = χG(n) − χG(n − h). Her er højresidenχG(n) − χG(n − h) et polynomium
for allen, og dette polynomium er derfor Hilbert-polynomietχN . Altså er

χG/f G(n) =

(

n + r − 1

r − 1

)

−

(

n − h + r − 1

r − 1

)

.

Det er klart, at Hilbert-polynomietχG/fG har gradr − 2 (her antager vi atr > 2), og at
multipliciteten er gradenh af polynomietf .

(1.12) Opgaver.
1. Eftervis formlen

(

n+r
p

)

=
∑

i+j=p

(

n
i

)(

r
j

)

. [Vink: brug binomialformlen på(1+ x)n+r =U9
(1+ x)n(1+ x)r .] Udtryk binomialkoefficienten

(

n+r
r

)

som linearkombination af binomial-
koefficienterne

(

n
i

)

for i = 0, 1, . . . , r.
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2. Samuel-Polynomium.

(2.1) Setup. Betragt en noethersk ringR, et ideala i R, og en endeligt frembragtR-modul
M. Rees-ringen R̃ og Rees-modulen M̃ er de direkte summer,

R̃ = R ⊕ a ⊕ a
2 ⊕ · · · ,

M̃ = M ⊕ aM ⊕ a
2M ⊕ · · · .

Rees-ringenR̃ er en gradueret ring. Det er bekvemt at tænke på den som delringen af
polynomiumsringenR[T ] bestående af de polynomier, hvor koefficienten tilT i tilhørerai for
allei. Alternativt erR̃ frembragt somR-algebra af alle homogene førstegradspolynomieraT

meda ∈ a. Hvis idealeta er frembragt afr elementer,a = (a1, . . . , ar), så erR̃ frembragt
som R-algebra af elementernea1T , . . . , arT , der er homogene af grad 1. Når et sådant
frembringersystem fora er givet, kan vi opfatteR̃ som en kvotient af polynomiumsringen
G = R[X1, . . . , Xr ] modulo et homogent ideal.

Rees-modulen er en gradueretR̃-modul. Hvis (vα) er et endeligt frembringersystem
for M, så vil vα ’erne, opfattet som homogene elementer af grad 0 iM̃0 = M, udgøre et
frembringersystem for̃M somR̃-modul.

Betragt nu undermodulenaM̃ i M̃. Elementerne ia opfattes her som homogene skalarer
af grad 0 iR̃, såaM̃ er den homogene undermodul,

aM̃ = aM ⊕ a
2M ⊕ a

3M ⊕ · · · .

KvotientmodulenM̃/aM̃ er derfor den graduerede modul,

M̃/aM̃ = M/aM ⊕ aM/a2M ⊕ a
2M/a3M ⊕ · · · .

Den betegnes også udførligt Gra(M). DaR̃-modulenM̃ er endeligt frembragt afvα ’erne, vil
restklasserne afvα ’erne i Gra(M)0 = M/aM være etR̃-frembringersystem for kvotienten
Gra(M).

(2.2) Definition. Antag, at kvotientenM/aM har endelig længde. Som bekendt har enR-
modul endelig længde, hvis og kun hvis alle primidealer i støtten er maximalidealer. Støtten
for M består af de primidealer, der omfatter annullatoren AnnM, og støtten forM/aM er
delmængden heraf bestående af de primidealer, som desuden omfatter omfattera. Antagelsen
er altså, at alle sådanne primidealer, dvs alle primidealerder indeholdera + AnnM, er
maksimalidealer. Specielt er antagelsen opfyldt, hvisR/a har endelig længde.

Det påstås, hvis vi opfatter̃R som en kvotient af polynomiumsringenG = R[X1, . . . , Xr ],
så er betingelsen (∗) i (1.6), medN := Gra(M) somG-modul, opfyldt. Dette følger af, atN
som nævnt er frembragt af de endelig mange restklasser iN0 = M/aM af vα moduloaM,
ogN0 har derfor ifølge antagelsen endelig længde. Af Sætning (1.7) fås derfor følgende:
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Resultat. For allen har kvotientenanM/an+1M endelig længde, og funktionen,

n 7→ longa
nM/an+1M,

er polynomial af grad mindre endr, og dermed af grad mindre end det minimale antal
elementer, der frembringer idealeta.

Betragt nu den akkumulerede sum af længderne
∑

i<n longa
iM/ai+1M, ligesom i Be-

mærkning (1.9). De enkelte modulera
iM/ai+1M er de successive kvotienter i filtrationen af

M/anM defineret ved kæden,

a
nM ⊆ · · · ⊆ aM ⊆ M.

Summen af længderne er derfor lig med længden afM/anM. Som bemærket i (1.9) fås derfor
følgende:

Sætning. For allen har kvotientenM/anM endelig længde, og funktionen,

σa,M (n) = longM/anM,

er polynomial af grad mindre end eller lig med det minimale antal elementer, der frembringer
idealeta.

Polynomiet hørende til den polynomiale funktionσ = σa,M kaldesHilbert-Samuel-
polynomiet eller blot Samuel-polynomiet, og vi vil betegne detχa,M . Graden af Samuel-
polynomiet betegnesd = da(M). Hvis M = aM, er øjensynligσ(n) = 0 for alle n. I
dette tilfælde er Samuel-polynomiet altså nul-polynomietogd = −∞. Antag, ataM ⊂ M.
Funktionenσ(n) er øjensynlig voksende, så det følger, atσ(n) > 0 for allen > 1. Samuel-
polynomiet er derfor ikke nul-polynomiet, og gradend er derfor større end eller lig med 0.
Af Sætning (1.5) følger, at der findesd + 1 hele tale0, . . . , ed således at

longM/anM = ed

(

n

d

)

+ · · · + e1

(

n

1

)

+ e0 for n ≫ 0.

Med e = ea(M) betegnes koefficientened . Den er positiv, idet polynomiet forn ≫ 0 har
ikke-negative værdier.

(2.3) Bemærkning. Antag, atM/aM har endelig længde. Af resultaterne i (2.2) følger, at
gradenda(M) er mindre end eller lig med det mindste antal elementer der frembringer idealet
a. ModulenM er en modul over kvotientringen̄R := R/ AnnM. Ladā betegne billedet afa
i kvotientringenR̄. Det er klart, at længden af kvotientenM/anM, der definerer funktionen
σa,M , ikke ændres, hvisM opfattes somR̄-modul oga erstattes med̄a. Heraf følger, atda,M

er mindre end eller lig med det mindste antal elementer, der frembringer idealet̄a i R̄.
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(2.4) Eksempel. BetragtR = Z, og lada = (a) være hovedidealet frembragt af et positivt
helt tala. Da erZ/(a) en endelig ring, og specielt af endelig længde, så resultatet i (2.2) kan
anvendes på enhver endeligt frembragt kommutativ gruppeM. Da idealet er frembragt af ét
element får Samuel-polynomietχ(a),M grad højst 1. Lada = p

α1
1 · · ·p

αt
t være primopløs-

ningen afa. Længden afZ/(a) er da summenα := α1 +· · ·+αt , og mere generelt, længden
af Z/(a)n er lig medαn. Samuel-polynomietχ(a),Z er altså førstegradspolynomietαn, og
e(a)(Z) = α. Betragt videre en cyklisk gruppeM = Z/(qε), hvorq er et primtal. Hvisq er
forskelligt frapi ’erne, vil multiplikation meda være bijektiv påM. Er derimodq lig med
et afpi ’erne, vil multiplikation medan påM være nul-afbildningen nårn ≫ 0. I det første
tilfælde er longM/anM = 0 for allen, så Samuel-polynomiet er nulpolynomiet. I det andet
tilfælde er longM/anM = longM = ε nårn ≫ 0, så Samuel-polynomiet er det konstante
polynomiumε.

(2.5) Sætning.Antag, atM/aM har endelig længde. LadM ′ være en undermodul iM og
lad M ′′ = M/M ′ være den tilhørende kvotientmodul. Da har begge kvotienterM ′/aM ′ og
M ′′/aM ′′ endelig længde. Videre gælder ligningen,

da(M) = max{da(M
′), da(M

′′)}. (2.5.1)

Endelig gælder, at funktionen,
σa,M ′ + σa,M ′′ − σa,M , (2.5.2)

overalt er ikke-negativ, og den er polynomial af en grad, derer 6 da(M
′) − 1 og dermed

6 da(M) − 1.

Bevis. At M/aM har endelig længde er som nævnt enbetydende med at alle primidealer, som
omfattera + AnnM er maksimalidealer. For både undermodulenM ′ og kvotientmodulen
M ′′ gælder, at annullatoren omfatter AnnM. Heraf sluttes, at bådeM ′/anM ′ ogM ′′/anM ′′

har endelig længde.
FunktionerneσM ′(n) = longM ′/anM ′ og σM ′′(n) = longM ′′/anM ′′ er altså polyno-

miale. Ladd ′ ogd ′′ betegne deres grader, og ladδ betegne funktionen i (2.5.2), altså

δ(n) = σM ′(n) + σM ′′(n) − σM (n). (2.5.3)

Da erδ en polynomial funktion, idet de tre indgående funktionerσ i (2.5.2) er polynomiale.
Nu findes som bekendt for hvertn en eksakt følge,

M ′/anM ′ → M/anM → M ′′/anM ′′ → 0.

Da homomorfienM/anM → M ′′/anM ′′ er surjektiv, sluttes at 06 σM ′′(n) 6 σM(n). Heraf
ses, at der for graderne gælder ulighedend ′′ 6 d. I den eksakte følge er kernen for den første
homomorfi undermodulen iM ′/anM ′ bestemt vedKn/a

nM ′, hvor

Kn := M ′ ∩ a
nM.
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Af den eksakte følge suppleret med denne kerne sluttes, at den alternerende sum af længderne
af de indgående moduler er lig med 0. Denne relation kan skrives

δ(n) = σM ′ + σM ′′(n) − σM (n) = longKn/a
nM ′.

Heraf følger først, atδ(n) > 0, som påstået. Øjensynlig era
nM ′ ⊆ Kn. Af Artin–Rees’

Lemma følger, at der findes et naturligt talh, således at der for allen > h gælderKn ⊆

a
n−hM ′. Forn > h er altså

a
nM ′ ⊆ Kn ⊆ a

n−hM ′ ⊆ M ′,

og heraf fås uligheden,

δ(n) = longKn/a
nM ′ = longM ′/anM ′ − longM ′/Kn

6 longM ′/anM ′ − longM ′/an−hM ′ = σM ′(n) − σM ′(n − h).

Da funktionenσM ′ er polynomial af gradd ′ sluttes, at differensenσM ′(n) − σM ′(n − h),
som funktion afn, er polynomial af gradd ′ − 1. Denne differens majorisererδ(n), og da
δ(n) > 0 følger det, atδ er polynomial af grad6 d ′ − 1. Ligningen (2.5.3) er, nårn ≫ 0,
en ligning mellem polynomier. Venstresiden har grad6 d ′ − 1. Polynomierne på højresiden
har graderd ′, d ′′ og d, og vi har vist, atd ′′ 6 d. Det ses, at ligningen kun kan være
opfyldt, nård = max{d ′, d ′′} (og yderligere ses nård > 0, at koefficienternee′, e′′ og e til
d-tegradsleddene på højresiden må opfylde, ate′ + e′′ = e).

Hermed er sætningens påstande eftervist.

(2.6) Korollar. Antag, atM/aM har endelig længde. Da gælder for enhver homomorfi
f : M → M, at differensen,

σa,Cokerf − σa,Kerf ,

er polynomial af grad6 da(M) − 1. Specielt gælder, hvis homomorfienf er injektiv, at
da(Cokerf ) 6 da(M) − 1.

Bevis. Korollaret fås ved at anvende sætningens sidste del først med M ′ := Kerf ogM ′′ :=
f (M) og dernæst medM ′ := f (M) og M ′′ := Cokerf . Korollarets sidste påstand er blot
specialtilfældet, hvor Kerf = 0.

(2.7) Bemærkning.Antag, atR/a har endelig længde. Sætningen kan da anvendes på enhver
(endeligt frembragt)R-modulM, og specielt påM = R. Yderligere er

da(M) 6 da(R),

thi da M er endeligt frembragt, erM homomorft billede af en fri modulRr , og gentagen
anvendelse af Sætning (2.5) giver relationerneda(M) 6 da(R

r) = da(R).

(2.8) Opgaver.
1. Bestem forR = Z og a = (24) Hilbert–Samuel-polynomietχa,M for M = Z. – Og forH4
M = Z/9Z, ogM = Z/10Z ogM = Z/11Z.


