KomAlg Notater 1.1

Notater

1. Hilbert-polynomium.

(1.1) Definition. Lad et gjeblikA veere en kommutativ (additivt skrevet) gruppe (i anvendel-
serne ed oftest lig medz). Betragt funktionep: Z — A. For sadanne funktioner defineres
differensoperatoren A ved

Ap(n) =¢pn+1) — ).

DifferensligningenA¢ = 0 har som lgsninger gjensynlig netop de konstante funktione
En hgjreinvers tilA er summationsoperatorei. For veerdiem > 0 er den defineret ved
summen,

Sem) = Y ¢).

O<i<n

Bemaerk, ak¢(0) = 0. Det er klart, at for. > 0 geelder ligningen,

AXp(n) = ¢(n).
Det er ikke sveert at udvide definitionen Bfp(n) til negative veerdier afi sdledes at den
sidste ligning geelder for alle veerdierraf

(1.2) Observation. For et givet elemend i A defineres fo¥ > 0 funktionernep; , ved

Gia(n) = (’f)a

Funktionengg , er den konstante funktiom og fori = 1 fas funktionem + na (her og i
det fglgende betegnen = an denn’te potens at i gruppenA).

Fori > O geelder ligningemy; , = ¢;—1.4, idet binomialkoefficienterne som bekendt
opfylder Iigningen(”fl) — (1) = (;",). Heraf falger ligningen,

Eﬁoi,a = Qi+la-

Funktionerne pa ligningens to sider giver nemlig samme tionknar A anvendes, nemlig
funktionengy; ,. Desuden har de begge veerdien Odoe 0. Fglgelig er de to funktioner
identiske.

“llocal/notes/komalg/notl.tex 17-11-05 15:55:26



KomAlg Notater 1.2
30. marts 2007

(1.3) Eksempel.Funktionens(n) := 12422+ ...+ (n — 1)? fas ved at anvende operatoren
n

T pa funktionem?. @jensynlig em? = 2(5) + (}). Folgelig udledes ligningesy(n) =
2(3) + (5), og altsd den velkendte formel,

3
1 1
12+22+---+n2=2("; >+(anL )

(1.4) Definition. | det fglgende vil vi kun interessere os for funktionsveanue () for store
veerdier afn. Vi vil her sige, at funktionerp: Z — A er enpolynomial funktion, hvis der
findes et tal > 0, séledes ah"t1p(n) = 0 forn > 0.

Ved graden af en polynomial funktiony forstas det starste talfor hvilket funktionen
AT @(n) for n > 0 ikke er identisk 0. Hvig(n) = 0 forn > 0 findes ingen sadanne tgl
en sadan funktion tilleegges gradenc.

En funktiong er gjensynlig polynomial af grad r, hvis og kun hvisA” g (n) = 0 for
n > 0. At ¢ er polynomial af grad O betyder, at funktionsveerdign) for store veerdier af
n er en konstant forskellig fra nul-elementet

(1.5) Seetning.For funktionerg: 7. — A o0g et givet talr > 0 er falgende betingelser
&kvivalente:
(i) Funktioneny er polynomial af gradk r.
(i) FunktionenAg er polynomial af gradk r — 1.
(iii) Der findes- + 1 elementeny, ..., a, i A sdledes at

n n
@(n) =ar(r> —|—~-~—|—a1(1) + ag forn > 0.

(iv) (Nar A er en undergruppe@:) Der findes et polynomiunf af grad< r saledes at
¢(n) = f(n) forn > 0.
Hvis betingelserne er opfyldt, sa geelder yderligere, affiadenternea; i (iii) er entydigt
bestemt ve@, og aty har grad-, hvis og kun hvisi,. # 0.

Bevis. Det fglger umiddelbart af definitionen, at (i) og (ii) er sakalente. |1 (iii) er funktionen
pa hgjresiden summen af funktioneipe, fori =0, ..., r. Af udregningen i Observation
(1.2) falger, at denne sum er polynomial af gkad-. Altsa vil (i) medfgre (i). Binomial-
koefficienten('l?) er, som funktion afi, et polynomium af grad. Heraf ses, at (iii) medfarer
(iv). Nar operatorem\ anvendes pa monomiet fas gjensynlig et polynomium af grad- 1
med ledende koefficient Heraf ses, at naA” anvendes péa et polynomium af gradned
ledende koefficient fas konstanten!a. Herefter er det klart, at (iv) medfarer (i).

Vi mangler at vise, at (i) medfarer (iii). Denne pastand siged induktion efter. Den
er sand forr = 0, idet begge betingelser udtrykker,@at:) er konstant for > 0. Antag
r > 0. FunktionemA¢ er polynomial af grack » — 1, sa induktivt findes altséelementer
ai, ...,ar i A sdledes at de to funktion@tp 09 @4, ,—1 + - - + @a,.1 + @ay.0 har samme
veerdiin, ndrn > 0 . Disse to funktioner fas ved at anvende operatayeyd funtionerney
00 @4, r + -+ + waqp.1. Heraf ses, at nds anvendes pa differensen,

2 (‘Par,r + 4+ @al,l),
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sa fas en funktion, der er 0 for store veerdiemaf Differensen selv ma derfor veere en
konstant for store veerdier af Betegnes denne konstant meg] geelder gjensynlig den
gnskede relation i (iii).

Hermed er vist, at betingelserne er aekvivalente. Entydighaf koefficienterne (iii) vises
ved et lignende induktivt argument. Endelig fglger det &dtrenen i (iii), atA" ¢ (n) = a,
for n > 0. Graden ab er alts& (og ikke mindre end), netop naw, # 0. a

(1.6) Setup. | det falgende betragtes en noethersk rigog polynomiumsringeiG =
R[X1, ..., X,]irvariable. Som bekendt er og62&n noethersk ring. Ringeh ergradueret:
IdetG; er undermodulen af homogene polynomier af grddan ethvert polynomiunt € G
skrives som summen af sine homogene led:

f=f+fitfat--

(summen er naturligvis endelig; # 0 gaelder kun for endelig mangg

Videre betragtes en endeligt frembragt, graduéretodul N. At N er gradueret, betyder,
atderiN er givetR-undermoduleNg, N1, No, ... sdledes, aV somR-modul er den direkte
sum af undermodulerng;:

N=No®N1®SN2D---;
det betyder, at hvert elemente N entydigt kan skrives som en sum af sim@mogene led:
X=x0+x1+x2+---, medx;jeN;forj=0,1,...,

og at multiplikation med en skalar, der er homogen af griad, afbilderv; — N;;. Med
andre ord, hvis' € G; ogx € Nj, sderfx € Ni ;.

Da N er endeligt frembragt, e¥ ogsa frembragt af endelig mange homogene elementer
vy, lad n, veere graden af,. Hvert polynomiumf er enR-linearkombination af endelig
mangemonomier mg. Hvis dg er graden af monomiet g, s& harmgv, gradends + ng.
Derfor erN, frembragt af de produktet gv, for hvilke dg +-£, = n, og det giver kun endelig
mange muligheder fg8. Specielt etV,, en endeligt frembragk-modul.

Vi vil interessere os for fglgende betingelse:

(x) Hver af de homogene komponentéy har endelig leengde soR-modul.

Da hvertN,, er endeligt frembragt som-modul, er betingelsen] fx opfyldt, nar ringen
R har endelig leengde.

Observation. Betingelsen<£) er opfyldt, nar blot hver af de endelig mange cykliske unuter
dulerRv, af N, har endelig leengde. For hvert monomiurp i G definerer multiplikation
medmg nemlig en surjektiv homomorfi akv, péRmﬂvO,. Hvis alle undermodulerngv,,
har endelig leengde, sa falger det, at ogs& undermodukenne,, har endelig laengde, og da
N, var en sum af endelig mange sadanne undermoduler, hanggsadelig leengde.
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(1.7) Seetning.Antag setup’et (1.6), og at betingelsetx) er opfyldt. Da er funktionen,
An(n) :=longN,,

en polynomial funktion med veerdieti af grad mindre end (hvorr var antallet af variable
i polynomiumsringers ).

Bevis. Saetningen vises ved induktion efter Forr = 0, erG = Gg = R 0og G; = O for
i # 0. Der er kun ét homogent monomiungi nemlig konstanten 1, og den stgrste grad af
et produktm g, er derfor den starste grad af frembringerge Derfor erN, = 0, narn er
starre end denne grad. Fors> 0 er altsd.y (n) = 0, og falgelig ey polynomial af grad
< -1

Antag, atr > 1, og betragt multiplikation med skalaréfy i modulenN. Denne multi-
plikation er en lineaer afbildning &/ ind i N, og den er homogen af grad 1. L&dveere
kernen og lad. veere kokernen. Da & og L graduerede moduler, id&t, blot er kernen for
multiplikationenX,: N, — N,+1 0g L, defineres som kokernen for denne multiplikation.
Vi har da for hvertz en eksakt fglge,

0— K,,—)N,,LN,,JA—)L”—)O.

ModulenL er en kvotient aiV, og derfor endeligt frembragt. D@ som naevnt er noethersk,
er ogsa undermoduleki i N endeligt frembragt. Videre &k,,, som undermodul a¥,,, og
L,, som kvotientmodul aiV, 1, af endelig leengde somR-moduler. Modulernek og L
opfylder altsa betingelsen). Af den eksakte falge sluttes videre, at den alternereniess
de indgaende modulers leengde er ligmed 0. Dalpg —longN,, = Ay (n+1) —Ay(n) =
AMy(n), geelder altsa ligningen,

Ady = AL — Ak . (1.7.1)

De to modulet. og K annulleres af skalareX,, og de kan derfor opfattes som moduler over
kvotientringenG/ X, G, som vi kan identificere med polynomiumsringepX, ..., X,_1]i

r — 1 variable. Modulern& og K, som moduler ovet /G X ., opfylder altsa forudseetningen
medr — 1 i stedet forr. Induktivt sluttes derfor, at de to funktioner pa hgjresidé (1.7.1)

er polynomiale af grad mindre emd- 1. Altsa erAiy polynomial af grad mindre en— 1.

Af Saetning (1.5) falger sa, aty er polynomial af grad mindre end som pastaet. i

(1.8) Definition. Antag, at betingelserne i Seaetning (1.7) er opfyldt. Fumidiory er da
polynomial af en grad/, der er mindre end eller lig med— 1. Antag farst, ati = —oc.

| dette tilfeelde er altsé londy, = 0 forn > 0, altsan, = 0 forn > 0. Da ogsav, = 0
for n <« 0 (dette falger af atv er endeligt frembragt), er altsa kun endelig mangeer
forskellige fra 0. ModulenV er den direkte sum a¥,’erne, sV har derfor endelig laengde
som R-modul. Omvendt er det klart, at hvié har endelig le&engde so®-modul, sé er kun
endelig mangeV,,'er forskellige fra 0. Betingelsed = —oo geelder altsa hvis og kun hvis
N har endelig laeengde soR-modul.
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Antag dernzest, at > 0. Af Saetning (1.5), anvendt metl = Z, falger s3, at der findes
d + 1 hele taleo, ..., ey, sa at

n

longN, = ¢4 (d

) +---+el<7]l_) + eg forn > 0. (1.8.1)
Polynomiet pa hgjresiden af ovenstaende ligning kaldesiitiert-polynomiet hagrende til
den givne modul, og det betegnegy. Graden af Hilbert-polynomiet, altsa tallétkaldes
ogsa demomogenedimensionaf N, og koefficienter, kaldesmultiplicitetenaf N. Bemeerk,

at multiplicitetene, er positiv. Multipliciteten er nemlig forskellig fra 0, ogav den negativ
ville hgjresiden i (1.8.1) veere negativ nars> 0, i modstrid med at venstresiden i (1.8.1) er
en leengde, og dermed ikke-negativ.

(1.9) Bemeerkning. Betragt, under forudsaetningerne i Seetning (1.7), den aulenede
sum,

onN(n) = an longN;,

Den herved definerede funktier, opfylder gjensynlighoy = Ay. Daiy er polynomial
af grad< r — 1, eroy polynomial af grad< r. Hvisd > 0, sa hawy gradend + 1. Hvis
d = —oo, sé er kun endelig mangé, forskellige fra 0, s& nat er stor eroy (n) = longN,
jfr diskussionen i (1.8). | dette tilfeelde, dvs n#irhar endelig leengde soR+modul, er altsa
graden aby lig med 0 narN ## 0 og lig med—oo ndrN = 0. Bemeerk, at vi (NN # 0)
har falgende ligning for den akkumulerede funktion (med enstant):

n n o
an longN; = ed(d+1) +---+eo(1> +1 narn>0

(1.10) Seetning.Antag, atN opfylder betingelserne i Saetniffg7). LadN’ veere en homogen
undermodul iN, og ladN"” = N /N’ veere den tilhgrende kvotientmodul. Da vil ogédog
N’ opfylde betingelserne, og for Hilbert-polynomierne gaeldmingen,

XN = XN+ XN”-

Bevis. Da G som naevnt er noethersk, er undermodutérendeligt frembragt, og trivielt er
kvotientenN” endeligt frembragt. For hvertfindes en eksakt falge,

0— N, —> N, > N, — 0.

Specielt fglger heraf, av/ og N/ har endelig leengde. Altsé er betingelsehdpfyldt for
badeN’ og N”. Af den eksakte falge fas ligningen,

An(n) = Ay (n) + Ayr(n).

Differensfunktionen. - + Ay~ — Ay er altsd 0. Funktionerriestemmer for store veerdier af
overens med de tilsvarende polynomjeiNeerdien in af differenspolynomiet y'+ xn7 — xn
er altsa lig med 0, nar > 0. Heraf falger, at differenspolynomiet er lig med 0 for alle
hvormed den sggte ligning er bevist. a
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(1.11) Bemeerkning.Som naevnt (1.6) er betingelses) 6pfyldt, nar ringenk selv har endelig
laengde. Den mest oplagte anvendelse er pa polynomiumsréige k[ X1, ..., X,], hvor
R = k er et legeme. Laengden af eamodul V er vektorrumsdimensionen, som vi betegner
rk V. Til enhver endeligt frembragt, gradue@tmodul N vil Hilbertpolynomiet xy altsa
opfylde, at rkN, = xny(n) for n > 0. Graden afyy og koefficienternee, ..., e; er
invarianter for modulemv; de spiller en vigtig rolle i algebraisk geometri.

Betragt fx N = G. Her bestamw, af de homogene polynomier af grad Monomierne
af gradn er enk-basis, og der e(”j:l) sadanne polynomier (idet vi antagep 1). Altsa

geelder ligningen,
rk G, = <n+r_1) forn > 0.

r —

Her er hgjresiden et polynomium af grad- 1, og dette polynomium er altsa Hilbert poly-
nomiety. Det er ikke sveert at skrive dette polynomium som linearkimaoon af polyno-
mierne(’;) fori =1,...,r — 1, 0g deterihvert fald klart, at multipliciteten er_, = 1.
Betragt videre et homogent polynomiughforskelligt fra O, af gradh. Lad N veere
kvotientenG /G f. Multiplikation med f giver da for allen en eksakt fglge,

0— Gn_h—f>Gn—>Nn—>O.

(Idet vi seetteiG,, ;= 0forn < 0.) Altsd eriy (n) = Ag(n) — Ag(n — h). Forn > h slutter
Vi, atAy(n) = xg(n) — xg(n — h). Her er hgjresideng(n) — xg(n — h) et polynomium
for allen, og dette polynomium er derfor Hilbert-polynomigy. Altsa er

() = n+r—1 n—h+r—-1

XG/rGH = r—1 r—1 ’

Det er klart, at Hilbert-polynomiexg,rc har gradr — 2 (her antager vi at > 2), og at
multipliciteten er graden af polynomietf.

(1.12) Opgaver.

1. Eftervis formlen(”;’) = itiep ('Z)(;) [Vink: brug binomialformlen p&1 + x)"+" =

(14 x)" (14 x)".] Udtryk binomialkoefficienter(”f’) som linearkombination af binomial-
koefficienterng() fori = 0,1, ..., r.
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2. Samuel-Polynomium.

(2.1) Setup. Betragt en noethersk ring, et ideala i R, og en endeligt frembragt-modul
M. Rees-ringen R og Reessmodulen M er de direkte summer,

Ié:REBaGBaZEB---,
M=M®aMD*MOD---.

Rees-ringenk er en gradueret ring. Det er bekvemt at teenke pa den som ghiriaf
polynomiumsringe®[ 7] bestdende af de polynomier, hvor koefficientedtitilharera’ for
allei. Alternativt erR frembragt sonR-algebra af alle homogene farstegradspolynomriier
meda € a. Hvis idealeta er frembragt af- elementera = (ag, ..., a,), sa erR frembragt
som R-algebra af elementerng 7, ..., a, T, der er homogene af grad 1. Nar et sadant
frembringersystem foa er givet, kan vi opfatteR som en kvotient af polynomiumsringen
G = R[X4, ..., X,;] modulo et homogent ideal.

Rees-modulen er en gradue®tmodul. Huvis (vy) er et endeligt frembringersystem
for M, s& vil v,'erne, opfattet som homogene elementer af gradMpi= M, udggre et
frembringersystem fo#/ som R-modul.

Betragt nu undermodulen! i M. Elementerne & opfattes her som homogene skalarer
af grad 0 iR, s&aM er den homogene undermodul,

aM=aM&a’MSMS--- .
Kvotientmodulen /aM er derfor den graduerede modul,
M/aM =M/aM & aM/azMeB aZM/a3M D---.

Den betegnes ogsa udferligt&M). Da R-modulenM er endeligt frembragt af, 'erne, vil
restklasserne af,’erne i Gr,(M)o = M/aM veere etR-frembringersystem for kvotienten
Gr,(M).

(2.2) Definition. Antag, at kvotienterd/ /aM har endelig leengde. Som bekendt harRen
modul endelig leengde, hvis og kun hvis alle primidealer ftetser maximalidealer. Stgtten
for M bestar af de primidealer, der omfatter annullatoren Ahrog stetten forM /aM er
delmaengden heraf bestaende af de primidealer, som desudattes omfatter. Antagelsen
er altsd, at alle sddanne primidealer, dvs alle primideddéerindeholdem + AnnM, er
maksimalidealer. Specielt er antagelsen opfyldt, iR/is har endelig leengde.

Det pastas, hvis vi opfatté& som en kvotient af polynomiumsringéh= R[X1, ..., X,],
sa er betingelsern i (1.6), medN := Gr,(M) somG-modul, opfyldt. Dette falger af, a¥
som naevnt er frembragt af de endelig mange restklasggr=+ M /aM af v, moduloaM,
0g Ny har derfor ifglge antagelsen endelig leengde. Af Saetni {as derfor falgende:

“llocal/notes/komalg/not2.tex 17-11-05 15:56:40



KomAlg Notater 2.2
30. marts 2007

Resultat. For allen har kvotienten’” M /o™t M endelig laengde, og funktionen,
n > longa"M/a" 1M,

er polynomial af grad mindre end og dermed af grad mindre end det minimale antal
elementer, der frembringer ideatet

Betragt nu den akkumulerede sum af leengdérije, longa’ M/ai+1M, ligesom i Be-
maerkning (1.9). De enkelte modutén//a’ T2 M er de successive kvotienter i filtrationen af
M /a" M defineret ved keeden,

a'M C---CaM C M.

Summen af laengderne er derfor lig med laengdev a4 M. Som bemeerket i (1.9) fas derfor
folgende:

Seetning. For allen har kvotienterM /o™ M endelig leengde, og funktionen,
oam(n) =longM/a"M,

er polynomial af grad mindre end eller lig med det minimalabelementer, der frembringer
idealeta.

Polynomiet hgrende til den polynomiale funktion = o, s kaldesHilbert-Samuel-
polynomiet eller blot Samuel-polynomiet, og vi vil betegne dej, . Graden af Samuel-
polynomiet betegneg = d,(M). Hvis M = aM, er gjensynligp(n) = O for allen. |
dette tilfeelde er Samuel-polynomiet altsa nul-polynorogtl = —oco. Antag, ataM C M.
Funktioneno (n) er gjensynlig voksende, sa det falgersét) > O for allen > 1. Samuel-
polynomiet er derfor ikke nul-polynomiet, og gradérer derfor starre end eller lig med 0.
Af Seetning (1.5) felger, at der findés+ 1 hele tale, . . ., ¢; sdledes at

n

n
longM/a"M = ed(d) +--- 4+ 6’1(1

)+eo forn > 0.

Med e = e,(M) betegnes koefficientesy;. Den er positiv, idet polynomiet for > 0 har
ikke-negative veerdier.

(2.3) Bemeerkning. Antag, atM/aM har endelig leengde. Af resultaterne i (2.2) fglger, at
gradend, (M) er mindre end eller lig med det mindste antal elementer detlfringer idealet

a. ModulenM er en modul over kvotientringeR := R/ Ann M. Lada betegne billedet af

i kvotientringenR. Det er klart, at laengden af kvotientdfi/a” M, der definerer funktionen
oa. M, ikke @ndres, hvis/ opfattes sonR-modul oga erstattes med. Heraf fglger, atl,_

er mindre end eller lig med det mindste antal elementer,réeniiringer idealed i R.
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(2.4) Eksempel. BetragtR = Z, og lada = (a) veere hovedidealet frembragt af et positivt
helttala. Da erZ/(a) en endelig ring, og specielt af endelig leengde, sa restit@e) kan
anvendes pa enhver endeligt frembragt kommutativ griagpp®a idealet er frembragt af ét
element far Samuel-polynomigt,) » grad hgjst 1. Lad = p7* - -- p;* veere primoplgs-
ningen atz. Leengden a%/(a) er dasummen := a1+ - - - + «;, 0g mere generelt, leengden
af Z/(a)" er lig medan. Samuel-polynomiek ).z er altsa farstegradspolynomiet, og
ew)(Z) = o. Betragt videre en cyklisk gruppe = Z/(¢°), hvorgq er et primtal. Hvisg er
forskelligt fra p;’erne, vil multiplikation meda veere bijektiv paM. Er derimodyg lig med

et af p;’erne, vil multiplikation medz” pa M vaere nul-afbildningen nar > 0. | det farste
tilfeelde er longVf /a" M = 0 for allen, s& Samuel-polynomiet er nulpolynomiet. | det andet
tilfeelde er longM /a" M = longM = ¢ narn > 0, s& Samuel-polynomiet er det konstante
polynomiume.

(2.5) Seetning.Antag, atM /aM har endelig laengde. Lad’ vaere en undermodulM og
ladM” = M /M’ veere den tilharende kvotientmodul. Da har begge kvotievitgn M’ og
M"/aM" endelig leengde. Videre gaelder ligningen,

do(M) = max{d, (M), dg(M"). (2.5.1)

Endelig geelder, at funktionen,
Oa, M +Ga,M” — Oa,M, (252)

overalt er ikke-negativ, og den er polynomial af en grad, etet d,(M') — 1 og dermed
<ds(M) — 1.

Bevis. At M /aM har endelig leengde er som naevnt enbetydende med at allelpatar, som
omfattera + Ann M er maksimalidealer. For bade undermodulé¢hog kvotientmodulen
M" geelder, at annullatoren omfatter Alh Heraf sluttes, at bad®’/a" M’ og M" /o M"
har endelig lsengde.

Funktionerneo,, (n) = longM’/a"M' og oy (n) = longM” /a"M" er altsa polyno-
miale. Ladd” ogd” betegne deres grader, og abtetegne funktionen i (2.5.2), altsa

S(n) = oy (n) +oyr(n) —oy(n). (2.5.3)

Da ers en polynomial funktion, idet de tre indgéende funktioadr(2.5.2) er polynomiale.
Nu findes som bekendt for hverten eksakt fglge,

M /"M — M/d"M — M"/d"M"” — 0.
Da homomorfierM /a" M — M" /a" M" er surjektiv, sluttes at & o7 (n) < oy (n). Heraf
ses, at der for graderne geelder ulighedénr< d. | den eksakte fglge er kernen for den farste

homomorfi undermoduleni’/a" M’ bestemt ved,, /a" M’, hvor

K, =M Na'M.
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Af den eksakte fglge suppleret med denne kerne sluttespatienerende sum af leengderne
af de indgadende moduler er lig med 0. Denne relation kanekriv

S(n) = oy +opyr(n) —oy(n) =longK,/a" M .

Heraf fglger farst, aé(n) > 0, som pastaet. Jjensynlig etM’ C K,. Af Artin—Rees’
Lemma folger, at der findes et naturligt fal sdledes at der for alle > h geelderk,, <
a""M’. Forn > h er altsd

'M' C K, Cd" "M M,
og heraf fas uligheden,

§(n) =longK,/a"M’ =longM’/a"M' —longM'/K,,
<longM’'/a"M' —longM'/a" "M’ = o3y (n) — opp(n — h).

Da funktioneno, er polynomial af grad!’ sluttes, at differenseay, (n) — oy (n — h),
som funktion afn, er polynomial af gradl’ — 1. Denne differens majoriseré(n), og da
8(n) > 0 falger det, a er polynomial af grad< 4’ — 1. Ligningen (2.5.3) er, nar > 0,
en ligning mellem polynomier. Venstresiden har grad’ — 1. Polynomierne pa hgjresiden
har graderd’, d” og d, og vi har vist, atd” < d. Det ses, at ligningen kun kan veere
opfyldt, nard = max{d’, d"} (og yderligere ses nafr > 0, at koefficienterne’, ¢” og e til
d-tegradsleddene pa hgjresiden ma opfylde, ate” = e).

Hermed er saetningens pastande eftervist. a

(2.6) Korollar. Antag, atM/aM har endelig leengde. Da geelder for enhver homomorfi
f:M — M, at differensen,

Oqa,Cokerf — Oqa,Ker f»

er polynomial af grad< d,(M) — 1. Specielt geelder, hvis homomorfigner injektiv, at
d.(Cokerf) < d.(M) — 1.

Bevis. Korollaret fas ved at anvende szetningens sidste del faibtuie= Ker f ogM” =
f(M) og dernaest metll’ := f(M) og M" := Cokerf. Korollarets sidste pastand er blot
specialtilfeeldet, hvor Key’ = 0. a

(2.7) Bemeerkning. Antag, atR /a har endelig leengde. Saetningen kan da anvendes paenhver
(endeligt frembragtR-modul M, og specielt pa/ = R. Yderligere er

da(M) < du(R),
thi da M er endeligt frembragt, et/ homomorft billede af en fri moduR”, og gentagen
anvendelse af Saetning (2.5) giver relationatp@) < d,(R") = d,(R).

(2.8) Opgaver.
1. Bestem forR = Z og a = (24) Hilbert—-Samuel-polynomiet, s for M = Z. — Og for
M =17/9Z,09M = Z/10Z ogM = Z/11Z.



