KomAlg Noether 5.1

5. Artin—Rees’ saetninger.
(5.1) Definition. Lad a veere et fastidealR. Det er klart, at polynomierner|[T'] af formen,
ao+ arT + -+ +a,T", hvorg; € d for allei,

udger en delring. Denne delring kaldBses-ringen for idealeta, og den betegnes i det
fglgendeR. ldet monomierne af formeaT, hvora € o, udger undergruppeai T af
R[T], er altsa

R=R®aT ®a°T?’® - .

Rees-ringerR er gjensynlig en positivt gradueret ring m@geo = R.
Lad M veere enR-modul. Det er klart hvorledes den direkte sum,

MY =MeMEMSD -,

kan organiseres som en gradueret modul over polynomiugestR[7']. Multiplikation med
T i M* forskyder blot graden: elementete M opfattet som homogent element af gead
M* afbildes pa sig selv opfattet som homogent element af grad i M*.
Den graduerede modM * kan specielt opfattes som en gradueret modul over delringen
R. Videre er det klart, at fglgende undergruppei:

M::M@aMEBaZMEB---

er en homoge®-modul. Den kaldes ogees-modulen for M (mht det faste ideal i R).

(5.2) Lemma. Hvis idealet er frembragt af endelig mange elemeuntgr. . . , ay, Sa er Rees-
ringenR frembragt sonR-algebra af elementerngT, ..., aq,T (der er homogene af grad
1i R). Hvis R-modulenM er frembragt af elementey, . .., v,, S& er Rees-moduler
frembragt sonR-modul afvy, . . ., v, opfattet som homogene elementer af gddd\ .

Bevis. Begge pastande eftervises umiddelbart. a

(5.3) Observation. Den farste pastand udsiger, at algebra-homomorfien
R[Ty,...,Tj] — R,

defineret vedf — f(a1T,...,ayT), er surjektiv. Denne homomorfi er gjensynlig en ho-
mogen homomorfi af graduerede ringe, og resultatet medézdor at Rees-ringerR er
isomorf med en kvotient af polynomiumsring&f7y, . .., T;] modulo et homogent ideal.

(5.4) Bemeerkning. Ingen af de foregaende definitioner og resultater har ueihgén stilti-
ende forudsaetning, a& er en noethersk ring. Indrages denne forudseetning, fokegeafd
Hilbert's Basissaetning og det fgrste resultat i Lemma (5a8)Rees-ringerR er en noet-
hersk ring, og af det andet resultat, at Rees-modulen fondeligt frembragtkR-modul er
en noethersiR-modul.
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(5.5) Artin—Rees’ Lemma. Lad a veere et ideal R og lad M veere en endeligt frembragt
R-modul. Lad videreN veere en undermodub . Da findes et naturligt tal, saledes at

'MNN =a"(a’MNN) forallen > d.

Specieltes”M NN < o*~¢N forallen > d.

Bevis. Ifalge definitionen er Rees-moduléd en homogen undermodulR-modulenM*.
Det er klart, at ogsav* er en homogen undermoduld*. Faellesmaengden af disse to
undermoduler er gjensynlig den homogene undermodul,

N=NodN1BNoP---, hvorN,, :=a"M N N.

Af Lemma (5.2), jfr Bemaerkning (5.4), falger, &t er en noethersk-modul. DaN er en
undermodul iM, fglger det, at\" er en endeligt frembragt-modul. Heraf fglger, at er
frembragt somR-modul af endelig mange homogene elementer. Vider® iéslge Lemma
(5.2) frembragt sonR-algebra af homogene elementer af grad 1. Vealget®rre end eller
lig med graderne af de homogene elementer, der frembrikgetan man derfor slutte, at
den homogene undermod\l,; er frembragt sonk-modul af elementerneN;. Med andre
ord er hvert homogent element, for n > d er en sum af produktére, hvori € R,_4 0g

e € Ny. DaN, = d"M N N, geelder altsa for > d ligningen,

"M NN =d"4aMnNN).

Hermed er Lemma’ets farste pastand bevist. Den anden péastajensynlig en konsekvens
af den farste. a

(5.6) Krull's Snitseetning. Antag, atR er lokal med maksimalideal. Da gaelder for enhver
endeligt frembragR-modulM , at
m m"M = 0.

Bevis. Lad N betegne feellesmaengden ovenfor. Ifglge Artin—-Rees’ Lenmdaséi et naturligt
tal d saledes at inklusionen,
m"MNNCm" 9N,

er opfyldt forn > d. Undermodulerne” M er en dalende fglge af undermodulé?| med
feellesmaengd®’. Feellesmaengden, far> d, af modulerne pa venstresiden af inklusionen,
er derfor er lig medV. Hgjresiden af inklusionen, far > d, er gjensynlig indeholdtiN.
Det fglger derfor, alv € mN. Altsd erN = mN. Af Nakayama’s Lemma fglger derfor, at
N =0. i



