KomAlg Noether 3.1

3. Dekomposition.

(3.1) Definition. Lad M veere erR-modul. En undermoduV i M siges da at veere gmimeer
undermodulhvis der er netop ét primideal associeret til kvotientredw//N. At p er det
eneste primideal associeretM/N, altsa at As&V/N) = {p}, udtrykkes ved at sige, &
er enp-primaerundermodul iM.

Betragt en endeligt frembragt-modul Q # 0, og de associerede primideager . . ., p,
for Q. Foreningsmeaengden af idealemeer da maengde# z (Q) af nuldivisorer paQ:

ZR(Q) =p1U---Up,.

De minimale blandt idealerng er netop de minimale blandt primidealerne, der omfatter
annullatoren forQ. Fglgelig er feellesmaengden af idealeppdig med radikalet af annulla-
toren:

RadAnn Q) =p1N---Np,.

Feellesmaengden er skarpt indeholdt i foreningsmeengden rmeltey = 1. Med andre
ord: Der er netop ét associeret primideal @y hvis og kun hvisQ # 0 og der for enhver
nuldivisor f pa Q geelder, at en potens @fannullererQ.

Nar M er endeligt frembragt fas herved en karakterisering af degre undermoduler i
M. Fx fas for idealer R falgende:
Karakterisering. Idealetq er et primaert ideal R, hvis og kun hvis falgende betingelse er
opfyldt: ¢ C R og for allef, g € R geelder, at hvigg € q ogg ¢ q, sd erf € Radq).

Betingelsernefg € q og g ¢ q udtrykker jo netop, ay er nuldivisor paR/q, og konklu-
sionen,f € Radq), udtrykker, at en potens gf annullererr/qg.

En undermodul i M siges at veergreducibel hvisN ¢ M og N ikke kan skrives som
en feellesmaengd¥ = N1 N No, hvorN € N1 ogN C Nos.

(3.2) Lemma. (1) En irreducibel undermodul er primaer.
(2) En feellesmaengde af toprimaere undermoduler er sglyprimeer.

Bevis.(1) Lad N veere en irreducibel undermodulM. Specielt er s&4/N # 0. Der
findes derfor associerede primidealer fdi/ N, jfr Seetning (2.1). Det skal nu vises, at
kvotientmodulenM /N kun har ét associeret primideal. Antag, indirektepatog po er
associerede primidealer faf /N, og at de er forskellige. Far= 1, 2 har kvotienten\/ /N
da en undermoduV; isomorf medR /p;. Specielt ep; det eneste primideal associeret\jl.
Feellesmaengdevi;N N, erindeholdtivy. Etprimideal, der er associerettil feellesmaengden er
derfor ogsé associeret iy, jfr Lemma (1.7), og det mé falgelig veere lig med Med samme
begrundelse matte det veere lig med Dap; # p, konkluderes derfor, at faellesmaengden
N1N N> ikke har associerede primidealer. Af Seetning (2.1) folgefad, atN, N N = (0).
Ifglge Noether's anden Isomorfisaetning svarer undermouakel; i M /N til undermo-
dulerN; © N. Af det viste falger atv, N N> = N. Yderligere ertN; > N, daN; # 0. Da
N var irreducibel, har antagelsen saledes fart til en matistdm gnsket.
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(2) Lad N = N1 N N> veere en feellesmaengdeaprimeere moduleN; og N». Det er
klart, atM /N # 0, s& det skal vises, ater det eneste associerede primidealdbfN. Lad
hertil q veere et associeret primideal fof/ N. Betragt homomorfien

M — M/N1& M/No, (*)

der til et element iM knytter parret af restklasser modulMy og moduloN,. Kernen for
denne homomorfi er gjensynlig feellesmaenglien N, altsanN, sa ifglge Isomorfisaetningen
er kvotientenM /N isomorf med en undermodul af den direkte sum pa hgjresidei i (
Primidealetq er derfor associeret til en undermodel af den direkte sundesgned ogsa
associeret til den direkte sum, jfr (1.7.2). Af den anderusion i (1.7.2), anvendt pa en
af summanderne i den direkte sum, fglger, at et primidealcast til summen ma veere
associeret til en af summanderng/N;. Ifglge forudsaetningen gr det eneste primideal
associeret tiM /N;. Altsd maq veere lig med, som gnsket. i

(3.3) Eksempel. (1) Et primidealp er enp-primaer undermodul R. Som vist i Eksempel
(1.6) er nemlig As&R/p) = {p}.

(2) Lad m veere et maksimalideal. Enhver poten, hvorm > 1, og mere generelt,
ethvert ideah saledes at

m” CaCm,

vil da veere etn-primeert ideal iR. Ifglge Eksempel (1.6) bestar statten fofa nemlig af de
primidealerp, som omfatten. Af a C p fglger, at potensem™ er indeholdt ip. Dap er et
primideal, fglger det videre, at en af faktorerne i produkt®, dvsm, er indeholdt ip. Da

m er et maksimalideal fglger det endelig,pat= m. Det er saledes godtgjort, at stagtten for
R/a bestar af det ene primideal. Og sa em ogsa det eneste associerede primidedt tit
ifalge Seetning (2.1).

(3.4) Primaerdekomposition. Lad N veere en undermodul i modulé#. Ved enprimaerde-
kompositioraf N forstas en fremstilling av som en feellesmaengde,

N=NiNn---NN,,

hvor N;’erne er primaere undermoduler. Antag\jter p;-primaer. Dekompositionen siges
da at veerauforkortelig hvisp;’erne er forskellige og ingen a¥;’erne i feellesmaengden er
overfladige.

Det fglger af Lemma (3.2), at man ud fra en primaerdekomposifav kan opna en
uforkortelig dekomposition: Fgrst erstattes for hvertrpdealp de N;’er, der erp-primeere,
med deres feellesmaengde, og dernegest bortkastes overfigcige

(3.5) DekompositionsseetningLad M veere en endeligt frembragt-modul. Da har hver
undermodulN en primeerdekomposition,

N=Nin---NN,. (3.5.1)
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Antag, at en sddan dekomposition er uforkortelig, odVater p;-primeer. Da ep;’erne
netop primidealerne associeredeMi/ N. Yderligere geelder, at de undermodubér, for
hvilkep; er et minimalt primideal foM /N, er entydigt bestemte, idét; er kernen for den
sammensatte homomoMf — M/N — (M/N)y,.

Bevis.For at vise eksistensen af fremstillingen er det ifglge Leni®i2) nok at vise, at enhver
undermodulN er en endelig feellesmaengde af irreducible undermodulenn®@astand
vises ved noethersk induktion: Antag, indirekte, at padtarer gal, og betragt maengdgn
af de undermoduler v, der ikke er en endelig feellesmaengde af irreducible undeuahea
Ifglge antagelsen e$ ikke tom. DaM er endeligt frembragt over en noethersk ring)er
noethersk. Fglgelig findesd en undermodulN, der er maksimal blandt undermodulerne i
S. UndermodulemV tilhgrerS, og specielt kan den derfor ikke veere irreducibel. Yderbge
erN C M, idet M har en fremstilling af den gnskede form, nemlig som feellesgue af
ingen irreducible moduler. D& c M og N ikke er irreducibel, etV en feellesmangde,
N = Nj N No, af undermodulelN; D N. Da N var maksimal blandt undermodulerné,i
kan ingen af undermodulermé tilhgre S. Fglgelig er begge undermoduld® og N2 en
endelig feellesmaengde af irreducible undermoduler, og &&kesmaengde det ogsa, i
modstrid med alV var element iS.

Antag nu, at fremstillingen (3.5.1) er uforkortelig. Begtdhomomaorfien,

M/N - M/N1®---® M/N,, (*)

der afbilder restklassen.aimoduloN i g-seettet hvig'te koordinat er restklassen.afmodulo
Nj. Denne homomorfi er veldefineret, ¥ac N;, og den er injektiv, d& er feellesmaengden
af N;’erne. Ladp veere et primideal associeret m&J N. Af Lemma (1.7) falger nu farst,
atp er associeret med den direkte sum pa hgjresider) abg dernaest at er associeret med
en af addendern&//N;. DaM/N; eryp;-primeer, ewp; det eneste primideal associeret med
M/N;. Altsa erp lig med et afp;’erne.

Betragt omvendt et af primidealerpe. Lad M veere feellesmaengden af dg’er, hvor
Ny ikke medtages, og la@ veere kvotientmodule® := M;/N. Af Noether’'s anden
Isomorfiseetning felger, a@ = M;/N er isomorf med en undermoduld//N. Pa den
anden side er gjensynliy = M; N N, sé af Noether’s farste Isomorfisaetning falger, at
0 = My/(M; N Ny) er isomorf med en undermodul/N;. Af Lemma (1.7) fas derfor
inklusionerne,

AssQ C AsSIM/N), AssQ C AsS(M/Ny).

ModulenM /Ny erpy-primaer, sa maengden pa hgjresiden af den sidste inklusiehatder
ét element, nemlig primidealg. ModulenM; opfylder atM; > N, thi ellers var joNy
overfladig i fremstillingen (3.5.1). Kvotiente@ = My /N er derfor forskellig fra 0, og
AssQ er derfor ikke tom ifglge Seetning (2.1). Den anden inklusieenfor medfgrer derfor,
at AssQ bestar alene af primidealgt. Den farste inklusion ovenfor medfarer derforpat
er associeret tiM/N.

Hermed er det vist, at;’erne er de associerede primidealemi) N .
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For at bevise den sidste del af entydighedsudsagnet betrémyst en vilkarlig endeligt
frembragt modulQ, med den egenskab at A@sbestar af netop et primidepl Det pastas,
at den kanoniske homomorfi,

0 — Qp,

da er injektiv. Antag nemlig, at er et element forskelligt fra O i homomorfiens kerne.
Da bragkeny/1 er lig med 0 iM,, er Ann(y) ikke indeholdt ig. Men det er i modstrid
med at Anriy) er indeholdt i et associeret primideal ifglge Saetning (8dly er det eneste
associerede primideal fap.

Lad nup; veere et minimalt primideal fo¥//N. Betragt homomorfien, der fremkommer
af (x) ved lokalisering ;. Fork # j bestar statten fav// Ny af de primidealer, der omfatter
pk, 0gp; er ikke et sddant primideal, gaer minimalt blandp;'erne. Altséel(M/Nk)pj =0
for k # j. Den lokaliserede homomorfi er derfor faglgende homomorfi,

(M/N)p; = (M/Nj)y;. ()

Homomorfien §) var injektiv, s& det falger af Isomorfisaetning for Brgkmleduat den
lokaliserede homomorfi) er injektiv. Pa den anden side falger det af pastanden owenf
anvendt p&) := M/N; ogp := p;, at homomorfien /N; — (M/Nj)y; erinjektiv. Det er
klart, at falgende diagram er kommutativt,

M M/N;

| |

(M/N)p; — (M/Nj)y;.

De to homomorfier der ender(M/N;),,; er ifalge det viste injektive. De to homomorfier
der begynder M har derfor samme kerne. Heraf fglger gjensynlig Seetningéstand om
entydigheden a¥;. a

(3.6) Eksempel. (1) Lada veere en feellesmaengde af primidealer,
a=p1N---Npy. (3.6.1)

Det fglger af Eksempel (3.3)(1), at fremstillingen (3.6Len primaerdekomposition. Antag,
at der ikke er inklusioner mellepy’erne, altsd at intei; er indeholdt i et af de gvrige. Da er
dekompositionen uforkortelig, tipi;’erne er specielt forskellige, og var etgferne, fxypy,
overflgdigt, sa ville primidealgt; indeholde faellesmaengden af de @vrige, og heraf falger
som bekendt, gi; ville indeholde et af de gvrige. Det fglger af Dekomposisiseetningen,
atp;’erne er de associerede primideale®tjla.

(2) Ladmg, ..., m, veere forskellige maksimalidealeRi, og betragt en feellesmaengde,

a=mitn--Nmy?, (3.6.2)

hvor eksponenterne; er positive. Da er (3.6.2) en uforkortelig primeerdekomposiaf
a. Det falger nemlig farst af Eksempel (3.3)(2), at idea:lg”? er m;-primaert. Videre er
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ingen af idealernm;”j overflgdige i feellesmaengden. Antag nemlig, indirekte, anfx er

overfladig. Daviim}'* indeholde feellesmeengden afdeﬂvﬁg"é’er. Specieltvil primidealet
m1 indeholde denne feellesmaengde. Som bekendtfalger herafirrdeholder et afidealerne
m;.”j for j > 1, 0gvidere, at; indeholdern;. Dette eren modstrid, da; er et maksimalideal
ogmj # m;.

Af Dekompositionssaetningen fremgar nu,naterne er de associerede primidealer til
R/a. Af korollaret til Filtrationssaetningen fglger videre,Rta har endelig leengde.

(3) Antag, at ringernR er faktoriel, og betragt et elemerit med primoplgsningerf =
prte pqm" (hvor altsép;’erne er irreducible og ikke associerede @derne positive). Ved
brug af den entydige primoplgsning ses det let, at

()= @iHn---n(pg . (3.6.3)

Af Eksempel (3.3)(3) falger, at fremstillingen ovenfor erw@&orkortelig primaerdekomposi-
tion af hovedidealetf).
(4) Ladm veere et maksimalideal og ladveere et primideal forskelligt fram og saledes
atp ¢ m?. Betragt feellesmaengden,
a=pnNm? (3.6.4)

Det ses ganske som under (1) eller (2), at (3.6.4) er en ufialkgp primaerdekomposition.
Primidealernan og p er altsa de associerede primideale®jla. Hvisp € m (og dette er
ikke udelukket), sa gy det eneste minimale primideal f&/a ogm er et indlejret primideal.

(3.7) Bemaerkning. Dekompositionssaetningen kan specielt anvendes pa etidéal Som
konsekvens fas en uforkortelig primaerdekomposition,

a=q1N---Nqq,

hvor idealetq; er p;-primzert. De minimale primidealgr for R/a er de minimale blandt
primidealerne, der omfatter, jfr Eksempel (1.6). Hvigp; er et sddant primideal, s& gr
entydigt bestemt, nemlig som kernen for den sammensattefmoniiR — R/a — (R/a)y,;.
Her er kvotienter{R /a),; ifalge Lokaliseringsprincippet lig me#, /aR,,. Heraf ses, af;
er kontraktionen af ekstensioner,,; .

Specielt ses, at hviser etp-primeert ideal, s& er homomorfi®yq — R, /qR, injektiv.
Hvis p = m er et maksimalideal, falger det endda af Korollar (2.5),atrte homomorfi er
en isomorfi. Specielt fremhaeves for en potetisat lokalisering im inducerer en isomorfi,

R/m' —> Ry /m' Ry,
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4. Valuationsringe og Dedekindringe.

(4.1) Lemma. Antag, atR er et (noethersk) integritetsomrade. Da har hvert elemémR,
som ikke er nul eller en enhed, en irreducibel oplasning,dibrsindes en fremstilling af
som et produkt af irreducible elementer,

a=qi--qn. (%)

Bevis.Beviset er indirekte, ved noethersk induktion. Antag, atfawles elementes, som
ikke er nul og ikke er enheder og ikke kan skrives som prodiikteducible elementer. Lad
S betegne maengden af hovedidealerfrembragt af sddanne elementerDer findes da i
S et hovedidealb), der er maksimalt blandt hovedidealerng.i Elementet kan specielt
ikke veere irreducibelt, og det er forskelligt fra nul og ikke enhed. Falgelig éret produkt
b = b1by, hvor faktorerne; ikke er enheder. Nu €b) C (b2). Ellers ville lighed nemlig
geelde, og sa villé, kunne skrive$, = ab = ab1b,; da nul-reglen gaelder, ville det fglge,
at 1= ab1, i modstrid med ab4 ikke er en enhed. Tilsvarende@) C (b1).

Af (b) C (b;) falger, at hovedidealerng;) ikke tilhgrerS. Heraf fglger videre, ab; er
et produkt af irreducible elementer. Men det er i modstridiraeh = b1b2 0g b ikke er et
produkt af irreducible elementer. a

(4.2) Seetning.Lad R veere en lokal (noethersk) ring med maksimalidealeiAntag, atR
er et integritetsomrade, men ikke et legeme. Da er falgeatiegelser sekvivalente:

(i) Maksimalidealetn er et hovedideal.
(i) Idealerne IR er totalt ordnede ved inklusion.
(iii) RingenR er et hovedidealomrade.

Bevis., (i)=(ii)*. Antag, atm = (p) er hovedidealet frembragt af et elememtrR. DaRr ikke

er et legeme, ep # 0. Videre er(p) et maksimalideal, og dermed et primideal. Altsger
et primelement. Specielt gret irreducibelt element. Det pastas papa naer multiplikation
med en enhed, er det eneste irreducible element. Betradignenirreducibelt elemen.
Specielt erg da ikke en enhed, og falgelig grelement i den lokale rings maksimalideal.
Med andre ord eg € (p), sdg kan skrives; = rp. Dag er irreducibelt, er en enhed.

Det folger af Lemma (4.1), at hvert elementsom ikke er nul og som ikke er en enhed,
har en fremstilling som produkt af irreducible elementeirdét allerede viste falger, at denne
fremstilling har formen,

a=up", (4.2.1)

hvoru er en enhed og > 1. For enhederner fas en fremstilling (4.2.1) med = 0.
Det pastas nu, at samtlige idealat er falgende:

Oc--c@p"™Hcphc---cpc@.

Af denne pastand fglger gjensynlig (ii). For at vise pastanbetragtes et vilkarligt ideal
a # (0) i R. Der findes da elementeri a som er forskellige fra 0. Veelg nu blandt alle
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sadanne elementeret, for hvilket fremstillingen (4.2.1) har det mindst mdig. Daa er
valgtia, erp” = u~ta element ia. Folgelig er

(p") C a.

Omvendt har ethvert elemebt# 0 i a en fremstilling af formen (4.2.1), dvs af formen
b = vp™; valget afn sikrer, atm > n, og sa etb = vp™ " p" element i(p"). Altsa er
a = (p"). Hermed er den gnskede pastand, og specielt betingelsefteiivist.

»(i)=(ili)*. Antag, at idealerne iR er totalt ordnede. Heraf falger farst, at ethvert ideal
(a, b) frembragt af 2 elementer er et hovedideal. Af hovedidealérnog (b) vil nemlig et,
fx (b), omfatte det andet, og &) C (b) falger, at summeita, b) = (a) + (b) er lig med

(b). | almindelighed eKay, ..., a,) = (a1, ..., a,—1) + (a,), sa ved induktion falger, at
hvert endeligt frembragt ideal er et hovedideal. ®ar noethersk, er betingelsen (iii) altsa
opfyldt.

Implikationen, (iii) = (i)" er triviel. Hermed er aekvivalensen bevist. i

(4.3) Definition. En lokal (noethersk) ring, som er et integritetsomrade &g i legeme og
opfylder de aekvivalente betingelser i Saetning (4.2), la&t€diskret) valuationsring

(4.4) Note. Betingelsen (ii) har mening for enhver ikke ngdvendigvisthersk ring, og en
ring, der opfylder denne betingelse, kaldes ofte en valnating. Adjektivet,diskret‘ gar
essentielt pa forudsaetningen om at ringen i Definition (4i@¢som ellers i dette kapitel,
forudsaettes at veere noethersk.

(4.5) Bemeerkning. Antag, atR er lokal, med maksimalidealet, og ladk := R/m betegne
restklasselegemet. Kvotienteri /m’*1 er da en modul over kvotientringeR/m, dvs et
vektorrum ovek. Hvis R er en valuationsring, sa er

dimg m’ /m' ™! = 1 for allei,

thi potensem’ er hovedidealstp’), og deterklart, at — rp' inducerer enisomorfiat /(p)
pa(p')/(pi*t1). Det falger i gvrigt af Nakayama’s Lemma, at dimensionen;dittymi*+1
er lig med det minimale antal frembringere for ideatét Betingelsen (i) Saetning (4.2) kan
séledes udtrykkes ved ligningen dim/m? = 1.

(4.6) Eksempel. Antag, atR er en faktoriel ring. For hvert irreducibelt elemegnéer hoved-
idealet(p) da et primideal. BrakringeR,, der fas ved lokalisering i primidealép), er en
valuationsring, thi maksimalidealet i brgkringen er ekstenen af hovedidealép), og det
er derfor et hovedideal. Betingelsen (4.2)(i) er saleddgldip

Specielt geelder for hvert primtal, at den lokale ringZ,,), der bestar af rationale tal af
formena/s, hvors ikke er delelig medp, er en valuationsring.

PotensreekkeringeR[[ X]] bestar af uendelige falgef = (ao, a1, az, ...) organiseret
som ring med addition og multiplikation svarende til detr dendes for polynomier. Ofte
skrivesf = ag + a1X + a»X? + - - -, hvor man bedst kan opfat®& som en,pladsholder.
Det er ikke sveert at vise, at potensraekkeringgx']] med koefficienter i et legemeer en
valuationsring.
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(4.7) Definition. RingenR kaldes erDedekindring hvis R er et integritetsomorade og hvis
der for hvert maksimalideah i R geelder, at den lokale ring,, er en valuationsring.

(4.8) Observation. Et hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er en Dedekigdii et
hovedidealomrade, der ikke er et legeme, er maksimalidealeemlig hovedidealerng)
frembragt af de irreducible elementerog maksimalidealet i den lokale rirRy ), er derfor
et hovedideal, jfr Eksempel (4.6).

(4.9) Seetning.Lad R vaere en Dedekindring. Da har hvert idea# (0) en entydig frem-
stilling,
a=mi N Nmy, (4.9.1)

som en feellesmaengde af potenser af maksimalidealer.

Bevis.Ifglge Dekompositionsseetningen (3.5), jfr Eksempel (2)6)er det nok at vise, at de
primaere idealeq # (0) i R netop er potenserng” af maksimalidealem (og at eksponenten
n er entydigt bestemt).

Antag altsd, at] # (0) er etp-primeert ideal. Det fglger af Eksistenssaetningem, at
indeholdt i et maksimalideah. Yderligere en0) C q C p. Falgelig geelder inklusionerne,

0 CpCSm (*)

Det falger af forudsaetningen, at den lokale rivg er en valuationsring. R, findes derfor
netop 2 primidealer, nemlig maksimalidealet@y. P& den anden side svarer de tre primi-
dealer i §) ifalge Lokaliseringsprincippet bijektivt til tre primehler i den lokaliserede ring
R... Af disse ma de to sidste altsa veere ens. Fglgelig erm. Hermed er vist, a er
m-primaert.

Af entydighedsdelen i Dekompositionssaetningen fglgerany,er kernen for den sam-
mensatte homomor® — R,, — (R/q). ldealetq er med andre ord kontraktionen af
ekstensionenR,,. Ekstensionen er et ideal forskelligt fra nul i valuationgenR,,, og det
er derfor en potens af maksimalideale®j,. Ekstensionen har derfor formen’ R, med
en entydig betemt eksponent Det givne det givne ideaj er altsa kontraktionen afi” R,,,.
Med samme argument er denne kontraktion lig néd Falgelig erqg = m”, som pastaet.n

(4.10) Note. Det er en konsekvens af den sakaldte kinesiske restklassegaat feelles-
maengden af potenserne i (4.9.1) er lig med produktet. | destaiod udtrykker resultatet
i Seetning (4.9), at Dedekindringe tillader en faktorisgsieori, der pA mange mader er en
naturlig generalisation af teorien i hovedidealomrader.

Det skal bemaerkes, at det her givne resultat kun er et hjgtaergen for Dedekindringe.



