KomAlg Noether 2.1

| resten af dette kapitel antages, at R er en noethersk ring.
2. Filtrationseetningen.

(2.1) Seetning.Lad M veere enkR-modul. Enhver annullataknn(y), hvory er et element
forskelligt fraO i M, er indeholdt i et associeret primideal. Ethvert primideastatten for
M indeholder et associeret primideal. Specielt eksistezeadsocierede primidealer M,
hvis M ikke er nul-modulen.

Bevis. Saetningens sidste pastand er gjensynlig en konsekvens fdrdée pastand.

For at vise den farste pastand, betragtes maengden af goredlann(x) medx € M\ {0}
og Ann(x) 2 Ann(y). Da R er noethersk findes en annullator Arg), der er maksimal
blandt disse annullatorer. Det er klart, at annullatorem@g) er maksimal blandt alle
annullatorer Aniix) medx # 0. Af den fgrste pastand i Seetning (1.9) falger, at &gnher
et primideal associeret tiM, og ifglge valget er Anfy) € Ann(xp). Hermed er den farste
pastand bevist.

Seetningens anden pastand falger tilsvarende af den ansem@& Szetning (2.9). 1

(2.2) Bemaerkning. Det falger af Saetning (2.1), at hvert minimalt primidedbr M, altsa
et primidealq der er minimalt blandt primidealerne i stgtten fr, ma veere et associeret
primideal. For moduler i almindelighed kan man vise, vedipjaé Zorn’s Lemma, at hvert
primideal i statten foM indeholder et minimalt primideal fae. For modulerne behandlet her
(endeligt frembragte over en noethersk ring) er det en tirednsekvens af det efterfalgende
resultat.

(2.3) Filtrationsseetning. Lad M vaere en endeligt frembragtmodul. Da gaelder(1) Der
findes iM en filtration,
O=FCcFhnc---CF =M,

hvor de successive kvotientér/ F; _1, fori =1, ..., n, erisomorfe med moduler af formen
R/p;, hvoryp; er et primideal.
(2) For enhver sadan filtrationM geelder falgende relationer mellem maengder af primi-
dealer,
AsSsSM C {p1,...,pn} C SuppM.

Yderligere vil ethvert primideal i stotten fad indeholde et ap; ’erne, og de tre maengder
ovenfor har de samme minimale elementer.

(3) Ladyp veere et minimalt primideal favl. Da er antallet af gange/p forekommer som
kvotient i filtrationen, dvs antallet dfer for hvilke F;/ F;_1 er isomorf medR /p, entydigt
bestemt, idet antallet er lig med leengdemgy M,, af R,-modulenM,.

Bevis. (1) SeetFy := (0). Hvis M = 0, er den gnskede filtration opnaet, med: 0 (og ingen
kvotienter). Antag derfor, a# # 0. Af den sidste pastand i Seetning (2.1) falger sa/at
har en undermodut; isomorf medR/p, hvoryp er et (associeret) primideal. Hvi§ = M

er den gnskede filtration opnaet. Ellersiy F1 # 0. Af Saetning (2.1) felger sa igen, at
M/ F1 har en undermodul isomorf me&ty/po, hvorpo er et primideal. Ifglge Noether’'s anden
Isomorfisaetning svarer denne undermod i Fy til en undermodulF, O F1, 0g Fp/F1

er isomorf medR /p,. Hvis F, = M er den gnskede filtration opnaet. Ellers fortseettes
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processen megdll/ F». DaM er endeligt frembragt, og dermed noethersk, stopper pseoces
efter endelig mange skridt, med den gnskede filtration.

(2) Betragt nu en given filtration af formen i (1). Den farsiklusion vises ved induktion
eftern. Hvisn = 0 er venstresiden tom, sa inklusionen gaelder. Hvis 0 fglger det af
Seetning (1.7), at

AsSsSM C AsSSF,,_1 UASSM/F,_1).

Ifglge induktionsantagelsen er ABs 1 indeholdti{p1, ..., p,—1}, 0g ifalge Eksempel (1.6)
er AsSM/F,_1) = AsSR/p,) = {p,}. Heraf falger den farste inklusion.

Betragt nu et vilkarligt primideap i R. Ved lokalisering ip fremkommer en filtration i
M,: Ifglge Isomorfiseetningen for brakmoduler @;—1), en undermodul {(F;),, og den
tilsvarende kvotient e(F;/F;_1),. Denne sidste kvotient er ifglge antagelsen isomorf med
(R/pi)p, somligeledes kan bestemmes af Isomorfisaetningen for dikder: den erisomorf
medR, /p; R,. Her geelder ifglge Lokaliseringsprincippet, at kvotienée lig med 0, hvis og
kun hvisp; Z p. Altsa er

R,/piR, hvisp; Cp,
(Fi)p/(Fi—1)p = { 0 allers.
Deterklart, atM,, # 0, hvis og kun hvis mindst en af kvotienter(¥), /(F;—1), er forskellig
fra 0. Af udregningen ovenfor fremgar, at dette indtreeff@rs og kun hvis indeholder et
af p;,’erne. Altsa el element i statten Supl, hvis og kun hvig indeholder et af;’erne.
Heraf falger den anden inklusioni (2). Desuden faglger dethangden af;’er og maengden
af primidealer i stgtten har de samme minimale elementer.

Det skal endelig godtggres, at maengdep; & og maengden af associerede primidealer
for M har de samme minimale elementer. Da den fgrste maengde endatt anden, er det
hertil nok at vise, at hvegt; indeholder et associeret primideal far. Denne sidste pastand
falger af Seetning (2.1), idet hvart tilhgrer stgtten fons.

(3) Antag nu, atp er et minimalt primideal forM. Da p;’erne tilhgrer stgtten fons,
er det sa udelukket, at c p. Det fremgar derfor af udregningen ovenfor, at kvotienten
(Fi)p/(Fi—1), er forskellig fra O preecis ng; = p. Yderligere ses, at nar kvotienten er
forskellig fra 0, s& er den isomorf met),/pR,. Denne sidste kvotient er netop den lokale
ring R, modulo maksimalidealgtr,. | den fremkomne filtration a#/, er kvotienterne, der
er forskellige fra 0, altsa simplg,-moduler. Fglgelig ha#, endelig leengde, og da antallet
af simple kvotienter netop var antalletiaér for hvilke p; = p, falger pastanden. a

(2.4) Bemeerkning. Af Filtrationssaetningen falger for en endeligt frembragidul M, at
der kun er endelig mange associerede primidealer, og despeszielt kun endelig mange
minimale primidealer. Associerede primidealer, der ikkenénimale, siges ogsa at veere
indlgjrede primidealer for M.

(2.5) Korollar. Lad M veaere en endeligt frembrag®-modul. Da er falgende betingelser
a&ekvivalente:

(i) ModulenM har endelig laengde.
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(i) Alle primidealer i statteisuppM er maksimalidealer.
(i) Alle primidealer, der omfatteknn M, er maksimalidealer.

Er disse betingelser opfyldt, sa bestar stattenMoraf endelig mange maksimalidealer
my, ..., my, og afbildningen, som afbilder e M péq-seettet med brakery1i My, pa den
j 'te plads, er en isomorfi,

M — Mgy, X -+ X My,

Bevis. Betingelserne (i) og (iii) er eekvivalente ifglge (1.5).
At M har endelig leengde betyder, at dé¢ifindes en filtration,

O=FCcCFc--CFH=M, ()

hvor de successive kvotientgr/ F; _1 er simple moduler, dvs isomorfe med kvotienitp;
hvoryp;’erne er maksimalidealer®. Hvis (i) er opfyldt, findes altsa en filtration som i Filtra-
tionssaetningen, hvar;’erne er maksimalidealer. Da ethvert primideal i stgttedehmolder
et af dissep;’er, ma hvert primideal i stgtten vaere lig med et af digser. Altsa geelder (ii),
og yderligere ses, at stgtten bestar af disse endelig maaksimmalidealer.

Antag omvendet, at (ii) geelder, og betragt en filtratiodasom i Filtrationssaetningen. De
tilsvarendep; ‘er tilhgrer statten foM, s af antagelsen falger,aterne er maksimalidealer.
Den betragtede filtration har derfor simple kvotienter. getig harM endelig leengde, dvs
(i) er opfyldt.

Antag nu at betingelserne er opfyldt, altsa at der findes &atfdn () med kvotienter
F;/F;_1 = R/p;, hvorp;’erne er maksimalidealer. Betragt den angivne afbildnidgn er
gjensynligR-lineeer.

Farst vises, at afbildningen er injektiv. Lad/eere et element i kernen, og antagy a# 0.
Det fglger da af Saetning (2.1), at annullatoren Anrer indeholdt i et associeret primideal
til M. De associerede primidealer er netogerne, sa Anity) er indeholdt i et ain;’erne.
Men dette strider mod at/1 = 0 i M, for alle ;. Altsa ery = 0. Falgelig er afbildningen
injektiv.

Dernaest vises for hvert maksimalideal stgtten forM, at brakmoduler/,,, der ifglge
Filtrationssaetningen er &t -modul af endelig leengde, ogsa er af endelig laengde (og endda
af samme laengde) soR-modul. Denne pastand falger af, at der ved lokaliserimg i
fremkommer en filtration M., hvor kvotienterne forskellige fra O er af formeé®y, /mR,,,.
Dam er et maksimalideal R, er den sidste kvotient ifglge Lokaliseringsprincippeniorf
med R /m, sa kvotienterne er simple soRrmoduler.

Nu kan bijektiviteten af afbildningen vises ved et leengdgpienent. Laengden af venstre-
siden er laengden aff, altsa lig med:, hvorn er antallet af kvotienter i filtrationen. Pa den
anden side em;’erne netop de forskellige blangt’erne, sé af Filtrationssaetningen falger,
at talletn netop er summen af leengderne lavig; . Altsa har homomorfiens venstre- og
hgjreside samme leengde. Da homomorfien er injektiv, fglgeatdden er en isomorfi. 0

(2.6) Opgaver.
1. Antag, atR er noethersk og/ er endeligt frembragt. Lagh, ..., q, veere de associerede
primidealer forM (i en vilkarlig given reekkefalge). Vis, at der findes en filiva (0) =
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Fo C F1 C --- C F, = M, hvor de successive kvotienter har formerp; med primidealer
p; sdledes, ai; =qgjforj=1,...,q.

2. Lad M veere en endeligt frembragtmodul. Vis, at hvis AnnV/ er et primideap, sa erp
associeret tiM. [Vink: Hvis ey, . .., e, frembringerM, sa ep = Ann(e1) N---NANN(e,).]

3. Antag, atM er en endeligt frembragk-modul. Vis, at hvert primideal associeret til
R/AnnM er associeret tiM. [Vink: Lad r € R og ladr veere restklassen afmodulo
Ann M. Vis, at Annr) = Ann(r M).

4. Lad M veere en endeligt frembragt modul over en noethersk Rngg ladp, ..., p,

veere de associerede primidealer. Vis, at den naturlige hrfoM — M, x --- x M, er
injektiv. [Vink: Overvej, at intet primideal kan veere asset til homomorfiens kerne.]



