KomAlg Ringe og moduler 1.1

Om ringe og moduler

1. Nogle grundbegreber.

(1.1). | det falgende betegnet en ring. Her, som overalt i dette kursus, forudseettes, at
ringen etkommutatiydvs at multiplikationen er kommutativs = sr for alle elementer, s

i ringen. Videre forudseettes overalt, at ringen hagtedlementdvs at der findes et element
1iringen, sa atd = r for alle elementer i ringen. Et-elementet er med andre ord neutralt
element for multiplikationen. Ringenaul-elementer det neutrale element for additionen.
Det betegnes 0, og det er karakteriseret ¥el0 = r. Hvert element i R har et inverst
med hensyn til additionen: det er dabdsatte elemefibetegnet-r. Det er ikke udelukket,

at nul-elementet og et-elementer er det samme element. Hvis90 1, s sluttes imidlertid,
atr = 1r = Or = 0; ringen indeholder altsa sa kun ét element, nemlig nuhetget, og den
kaldes ogsaul-ringenog betegnes 0.

Et element iR, der har et inverst med hensyn til multiplikationen, sigkx bt veere et
invertibelti R. Et sddant element kaldes ogséeahed R. At r er invertibelt iR betyder, at
der findes et element i R, sdledes atr’ = 1. Elementet’ er detinverseelement, betegnet
r~1. De invertible elementer R udger, med multiplikation som komposition, en gruppe
betegneiR*.

Et element- i R kaldesnilpotent hvis der findes en eksponensaledes at” = 0, det
kaldesidempotenthvis 2 = r, og det kaldefnvolutorisk hvisr? = 1.

(1.2) Definition. Et element- i R kaldes emuldivisor, hvis der findes et element=#£ O i

R, saledes ata = 0, og det kaldeseguleert hvis det ikke er en nuldivisor. Bemeerk, at der
ikke findes nogen nuldivisorer i nul-ringen. | alle andregerer nulelementet en nul-divisor.
Ringen kaldes entegritetsomradghvis ringen ikke er nul-ringen og den eneste nuldivisor
er nul-elementet. Den sidste betingelse kan udtrykkeswideglen af ra = 0 faglger at

r =0ellerata = 0.

RingenR kaldes etegeme hvis R ikke er nul-ringen og hvis alle elementer forskellige
fra O er invertible iR. Bemeerk, at et legeme er et integritetsomrade. Af en ligning: 0,
hvorr = 0, f&s nemlig ved multiplikation med-! ata = 0.

RingenZ af hele tal er et integritetsomrade. RingéheR og C af henholdsvis rationale,
reelle og komplekse tal er legemer.

(1.3) Karakteristik. Lad 1 veere et-elementetR. Det er ikke udelukket, at der findes
naturlige taln saledes at

n

1+---+1=0. (1.3.1)
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Hvis der findes sadanne ta) sa kaldes det mindste af disse ogsa for rindemakteristik
Alle tal n, for hvilke (1.3.1) er opfyldt, vil sa veere multipla af katakistikken. Hvis ligningen
(1.3.1) ikke er opfyldt for noget tad, siges ringen at have karakteristik 0.

(1.4) Ringhomomorfi. En afbildningd: S — R mellem ringe kaldes enifig-)homomorfi
hvisé bevarer addition og multiplikation og afbilder et-elenantsS over i et-elementetR.
Betingelserne kan udtrykkes ved ligningegm@ + 1) = ¢(s) + ¢ (1), ¢(st) = ¢(s)p(t) 09
(1) = 1. Homomorfien kaldes esomorfi hvis den er bijektiv.

En delmeengd®’ af R, som er stabil under addition og multiplikation, og som s&len
ring med samme et-element sdtmkaldes erdelringaf R. Bemeerk, at den sidste betingelse
er ngdvendig for at sikre, at inklusionsafbildningen> s er en ringhomomorfR’ — R.

(1.5) Ideal. En delmaengde af R kaldes etdeal, hvisa er en undergruppe i ringens additive
gruppe og: desuden er stabil med hensyn til multiplikation med et viigielement frar.
Den sidste betingelse betyder, at der for alle elementerogr i R geelder, at produktetz
tilhgrera.

De trivielle idealer er delmaengderng®} og R. Idealer, der er forskellige fr&, kaldes
ogsazegte idealerBemeerk, at et ideali R er et segte ideal, hvis og kun hvis et-elementet 1
ikke tilhgrera. Er nemlig 1€ a, sa fglger for hvert elementi R, atr =r1 € a.

Etideala kaldes ehovedidealhvis der ia findes et element, sdledes at bestar af alle
multiplaafa, dvsa = Ra = {ra | r € R}. Idealet siges da at veere frembragtabg det
betegnes ogs@). Ringen kaldes ehovedidealringhvis alle idealer er hovedidealer, og et
hovedidealomradéeller etPID), hvis den desuden er et integritetsomrade.

De trivielle idealer er hovedidealer: hovedidealet bestar kun af nul-elementet, og
hovedidealetl) bestar af alle elementer. Bemeerk videre, at hovedidealet er et aegte
ideal, hvis og kun hvig ikke er et invertibelt element. Er nemlig) = R, sa er specielt 1
element i(a). Falgelig er 1= sa, hvors € R, og sa ew invertibel. Antag omvendt, at er
invertibel, altsa at der findesi R sa atsa = 1. Da geelder for hvert elementatr = rsa
tilharer (a).

(1.6) Faktorielle ringe. Antag, atR er et integritetsomrade. Et elemenmi R, som ikke
er 0 og ikke er en enhed, kaldeseducibelt hvis det kun pa triviel made kan skrives som
et produktp = rs. Det kaldes eprimelementhvis det opfylder falgende: hvis gar op i

et produktrs, sa garp op i en af faktorerne ogs. Det er let at vise, at et primelement er
irreducibelt.

RingenR siges at veertaktoriel(eller etUFD), hvis hvert elementR, der ikke er 0 og ikke
er en enhed, kan skrives som produkt af primelementer. Alenter betingelsen, at hvert
element, som ikke er 0 og ikke er en enhed, entydigt kan skowve produkt af irreducible
elementer. En faktoriel ring siges ogsa at veere en ring emégblig primoplasningDet er
velkendt, at et hovedidealomrade er en faktoriel rijfigt PID er et UFD"). To elementer i en
faktoriel ring kaldegrimiske hvis deres feelles divisorer kun er enhederne.

(1.7) Idealoperationerne.Lad a og b veere idealer R. Det er klart, at feellesmaengdem b
igen er etideal. Vedummem + b forstas idealet bestaende af summer b, hvora € a og
b € b. Vedproduktetab forstas idealet bestaende af alle endelige summer af precik
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hvora € a ogb € b. VedradikaletRada forstas idealet bestdende af de elementeR, der
har en poteng”, som tilhgrefa.

Bemaerk, at produktetb er indeholdt i feellesmaengdam b. Bemaerk videre, at radikalet
Rad(0) af det trivielle ideak0) bestar af de nilpotente elementek.i

(1.8) Kvotientring. Til hvert ideala i R hgrer som bekendt en kongruensrelation: To ele-
menterr ogr’ erkongruente module, hvis differensem’ — r tilhgrera. Kongruens modulo
a er en aekvivalensrelation, og sekvivalensklasserne kalgedrestklasser(eller sideklas-
sen. Den tilhgrende&votientring dvs meaengden af restklasser, betegR¢s. Restklasser
komponeres ved regning megpraesentanter

RinghomomorfielR — R/a, der afbilder et elementi R over i den aekvivalensklasse,
der indeholder, kaldes derkanoniskenomomorfi, og den betegnes— .

Ladf: R — Sveere enringhomomorfi. Da udsigeomorfisaetning for ringeom bekendt
falgende: Kernen foro, dvs originalmaengdefi—1(0), er et ideal iR, billedetd(R) er en
delring afS, ogé inducerer en naturlig isomorfi fra kvotientring®6 —1(0) p& billedringen
O(R).

(1.9) Polynomiumsringen.Med R[ X] betegnes ringen gdolynomiemmed koefficienter R.
Elementerne R[ X] er endelige summer,

f=ro+rnX+- - +rX"

Hvis polynomiet ikke enul-polynomietdvs hvis et af;’erne er forskelligt fra 0, defineres
polynomietsgrad som det starstefor hvilket r; # 0. Den tilsvarende koefficiemf kaldes
hgjestegradskoefficientetler denledende koefficientHvis den er lig med 1, siges polyno-
miet at vaere ehormeret polynomiungeller et monisk polynomium). Nar nul-polynomiet
tilleegges en grad, forudseettes altid, at denne grad er engmir alle andre grader, og specielt,
at denne grad er mindre end 0. Graden af et polynonjyiuretegnes deg’). Polynomierne
af grad mindre end eller lig med 0 kaldesnstante polynomieiDe udger iR[ X] en delring,
der er isomorf medr.

Ved multiplikation af polynomier multipliceres specielsjestegradskoefficienterne. Det
ses specielt, atvis R er et integritetsomrade, sa er ogsa polynomiumsrirjedi et inte-
gritetsomrdde, og graden af et produkt er summen af graderne

(1.10) Division med rest. Lad der i R[ X] veere givet et normeret polynomiwdaf gradn.
Seetningen ordivision med restidsiger da, at hvert polynomiughhar en entydig fremstilling,

f=qd+r,

hvor polynomiet- er af lavere grad end, dvs af grad hgjst — 1.

Polynomier af formegd udger hovedidealét/). Alternativt udtrykker ssetningen derfor,
at hvert polynomiumf modulo (d) er kongruent med et entydigt bestemt polynomium af
formen,

ro+riX +- -4+ X"
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Elementerne i kvotientringeR[ X]/(d) er restklassef af polynomierf. Seetteg := X, er
saetningen aekvivalent med fglgende resuktbter restklasseR[X]/(d) har en fremstilling,

ro+ri€ 4+ -+ rp_16"L

hvorr;’erne er entydigt bestemte elemente.i

(1.11) Radder. Et elementz i R siges at veereod i polynomietf, hvis f(a) = 0. For et
givet element: i R kan saetningen om division med rest anvendes pa fgrstegigdsmiet
X — a. Som resultat fas en fremstilling, = g (X — a) + r, hvor graden af restpolynomiet
r er mindre end 1. Restpolynomietr altsa et konstant polynomium. Ved indszettelse af
ses, at konstanten ¢i(a). Fremstillingen har altsa formen,

f=qX—a)+ f(a).

Specielt afleeses herafagrrodif, hvis og kun hvisf er delelig med farstegradspolynomiet
X —a.

Hvis polynomiely har en rod kan processen gentages. Det er let herved at migsade:
Hvis R er et integritetsomrade, sa har hvert polynomifing: 0 en entydig fremstilling af
formen,

f=qgX —ap)" - (X —a)", (1.11.1)

hvorgqg er et polynomium uden raddeRI.

(1.12). Det er velkendt, at polynomiumsringéfX], med koefficienter i et legemg er et
hovedidealomrade. Specielt ErX] en faktoriel ring. Ethvert ikke-konstant polynomium
kan altsa skrives entydigt som produkt af irreducible polpier. Enhederne er de kon-
stante polynomier forskellige fra 0, og ofte antages (imifli at irreducible polynomier er
normerede.

Legemetk siges at veere etlgebraisk afsluttet legemavis hvert ikke-konstant polyno-
mium i k[ X] har en rod k. En eekvivalent betingelse er, at de irreducible polynoifri@dmaer
multiplikation med en konstant) netop er fgrstegradspaiyierneX — a for a € k (dette
folger fx ved at betragte fremstillingen (1.11.1)). Ydgelie geelder fglgende resultat:

Antag, atk er et algebraisk afsluttet legeme. LEdveere et legeme, som indeholdeog
antag atk er af endelig dimension som vektorrum okerDa erk = K .

Bevis.Lad « veere et elementKk. Det skal vises, at tilhgrerk. Betragt hertil potenserne
1, a,0?, ... i K. DakK er af endelig dimension ovér findes blandt disse uendelig mange
potenser en ikke-triviel lineger relation, dvs en ligninfpamenage” +a1e” 1+ - 4a, = 0,
hvora; € k og ikke alleq; er lig med nul. Elementet er med andre ord rod i et ikke-trivielt
polynomium £ i k[X]. Skriv nu f som produkt af irreducible polynomief, = p1--- p,.
Ved indsaettelse af fas ligningen 0= f(«) = pi(a)--- p-(x). DaK er et legeme, og
specielt et integritetsomrade, falger det af ligningeremiaf faktorernep; («) er lig med

0. Elementetr er saledes rod i et (normeret) irreducibelt polynomium. kDa algebraisk
afsluttet, er dette irreducible polynomium af formEn- a, hvora € k. Ata errodiX —a
betyder, atr = a. Altsa era element ik, som gnsket. i
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(1.13) Algebraens fundamentalsaetning.udsiger, at legemef af komplekse tal er et al-
gebraisk afsluttet legeme. De irreducible (normeredeymumhier i C[X] er altsd netop
farstegradspolynomierné — a for a € C. Som konsekvens fas falgende resultat om ringen
af polynomierR[ X] med reelle koefficienter:

De irreducible (normerede) polynomieR[X] er netop polynomiern¥ —a fora € R og
andengradspolynomierne uden (reelle) redder, dvs poligramaf formenX — a)? + b2,
hvorb # 0.

Bevis.Antag nemlig, atf er et irreducibelt (normeret) polynomiun®R{ X]. Hvis f har en
reel roda, sa erf delelig medX — a, jfr (1.11), og falgelig erf = X —a, daf erirreducibel.
Antag derfor, atf ikke har reelle radder. Da hgren kompleks rod, og medx er ogséa det
komplekst konjugerede tairod i f. Disse tal er forskellige, s& inden f&f X] er 7 delelig
med produktep = (X — @)(X — @). Polynomietp har reelle koefficienter, og er af den
gnskede form. | ringe®@[X] gar p op i f; det falger s3, fx af Seetningen om division med
rest, atp ogsa i ringeriR[X] garop i f. Da f er irreducibelt, falger det endeligt #t= p,
som gnsket. i

Yderligere fas falgende resultdtad K vaere et legeme, som indeholdferog antag ak
har endelig dimension som vektorrum olerDa er enterK = R ellerK er isomorf medC

Bevis.Antag, atR C K, og betragt et elementi overskudsmaengden. Som i (1.12) indses,
ata er rod i etirreducibelt polynomium i R[X]. Da« ¢ R, kanp ikke veere et farstegrads-
polynomium. Af det foregdende resultat falger derforpagr et andengradspolynomium
p = (X —a)? +b? hvora, b erreelle ogh # 0. Saet nuj := (@ — a)/b. Af ligningen
p(a) = 0folgerda, af2+ 1 = 0. Det er herefter klart, at elementerni af formenx + yj,
hvorx, y € R, udger et med_ isomorft dellegeme aK. Af resultatet i (1.12), anvendt for
k = C, falger nu, atk er lig med dette dellegeme. Hermed er resultatet bevist. a

(1.14) Flere variable. Polynomiumsringe®[ X1, ..., X,] i n variable defineres ganske som
for én variabel. ElementerneR[ X1, ..., X,] er endelige summer,

= D i X{ e X0 (1.14.1)

altsd en sum af endelige mange led af forrméfijll ... X;". De specielle polynomier af
formenX? - - - X, kaldesmonomierog summer +- - - +i, er monomiets grad. Monomiet
Xil . -Xﬁ,” siges atforekomme polynomiet F, hvis den tilhgrende koefficient,  ; er
forskellig fra 0. HvisF ikke er nul-polynomiet, defineregadenaf F som den stgrste grad
af et monomium, der forekommetfi.

Et polynomiumH kaldeshomogenthvis alle monomier, der forekommeti, har samme
grad. Ethvert polynomiuni kan fremstilles som en sum hbmogene led’,: LeddetF;, er

Et polynomiumF kan,ordnes* efter en af de variable, fx eft&r,: Hermed menes, at
man omordner summen (1.14.1) saledes:

B S ST
i

i1,.00s0p—1
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den indre sum, for en fastveerdi af= 0, 1, ..., har formenf; X!, sa via omformningen
bliver F et polynomium i den ene variablg,, med koefficienterf;, der er polynomier i de
resterende variabl¥q, ..., X,_1. Specielt fas falgende induktive definition af polynomier:

R[X1,..., Xn] = R[X1, ..., Xn_a][Xa]. (1.14.2)

Gauss’ Seetningudsiger, at hvisk er en faktoriel ring, sa er ogsa polynomiumsrindgix]
en faktoriel ring. Ved induktion falger sa, at nArer faktoriel, s& er ogsa polynomium-
sringenR[X1, ..., X,,] i n variable en faktoriel ring. Specielt falger det ved indokti
at polynomiumsringe®[ X1, ..., X,] med koefficienter i et legemk er en faktoriel ring.
[Induktionsstarten er her, at polynomiumsring¢X | er faktoriel, jfr (1.12).]

Over en faktoriel ringk kan man, ogsa i flere variable via (1.14.2), bruge

Eisenstein’s Irreducibilitetskriterium. Antagomf = apX" +a1X" 1+ -+a, € R[X],
at f er primitivt (dvs intet primelement fr& gar op i alles;) og at der findes et primelement
p € Rséledes, ap | a; fori =1,...,n 09 p?1ta,. Daerf irreducibel iR[X].

(1.15) Moduler. Ved enmodul M over ringenR (ogsa kaldet ek-modu) forstas en kom-
mutativ (additivt skrevet) grupp#/, i hvilken der yderligere er givet emultiplikation med
elementer frar, dvs en afbildningk x M — M betegneir, x) — rx, som opfylder de
linearitetskrav, der kendes fra vektorrum. Disse krav &gefiade, for elementer s € R 0og
x,y e M:

r(x+y)=rx+ry, r+s)x=rx—+sx, (rs)x =r(sx), Ix=x.

| denne forbindelse kaldes elementerne i ringen skalarer Modulen, der har netop ét
element, kaldeaul-modulenog den betegnes 0.

For moduler kan det af og til veere bekvemt at bruge en udfextitation af formen
(M, 4+, R), som indikerer navnet, additionen, og multiplikationeronskalarer frak.

(1.16) Eksempler. Moduler over et legeme er blot vektorrum over dette legempecielt er
moduler overC (ellerR) er blot komplekse (eller reelle) vektorrum.

Moduler overZ er blot kommutative grupper i den forstand, er der for entdieenmutativ
gruppeM er en entydig made hvorpa man kan definere multiplikation siedarer fraZ:
Er der nemlig givet en sddan multiplikation, sa falger af den anden og den sidste ligning
ovenfor, forn € Z,n > 1, at

n n

nx=>0A4+---+Dx=x+---4+x);

multiplikationen afc medn er altsa dem’te (additive) potens af i gruppenM. Heraf fglger
let, at ogsa multiplikation med negative tal er bestemt ved ddditive potens. Omvendt
falger det af de tre potensregler, for en given kommutatiypge M, at med additiv potens
som multiplikation med skalarer & enZ-modul.

For en vilkarlig givet ringR er det mest oplagte eksempel paRmodul meengder”
af sgjler afn-saet med koefficienter R. Additionen og multiplikation med skalarer fia
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er koordinatvise. Forn = 1 fas specielt ringemR opfattet som modul over sig selv. Hvis

M, ..., M, er givneR-moduler, defineres mere generelt direkte sum
Ml DD Mn»
som maengden af alkgjleraf n-saetx = (x1, ..., x,)", hvorx; € M;. Addition og multi-

plikation med skalarer fr® defineres koordinatvis.

(1.17) Definition. En afbildningg: M — N mellem moduler kaldes etmodul) homo-
morfi eller enR-lineaer afbildning, hvis den bevarer addition og multiplikation anekalar.
Betingelsen kan udtrykkes ved ligningerpéx + y) = ¢(x) + ¢(y) 09 ¢o(rx) = re(x).
Homomorfien kaldes elsomorfi hvis den er bijektiv.

En modulM siges at veerendeligt frembragthvis der iM findes endelig mange elementer
e1, ..., e, saledes, at hvert elemeni M kan skrives som elinearkombination

X =rie1+---+rpey,

hvorr;’erne tilhgrerR. Hvis sadanne fremstillinger er entydige, siges modMeat vaere en
fri modul, og seettet, . .., ¢, kaldes erbasisfor modulen. Det er let at se, & er endeligt
frembragt, hvis og kun hvis der findes en surjektiv homon®ffi—~ M, og atM er fri, hvis

og kun hvis der findes en isomoi* — M.

(1.18) Undermodul. Lad M veere enR-modul. EnundermodulV er da en delmaengdé
af M, som er stabil over for addition og multiplikation med skelafra R, og indeholder
modulens nul-element. Divielle undermodulerer heleM og undermodulen bestaende
alene af nul-elementetl; den sidste undermodul betegnes 0 el®r

For givne elementexy, ..., x,, i M udger maengden af alle linearkombinationer,

Rx1+- -+ Rxyy ={rixa+---+rmx,|r1,...,ry € R},

en undermodul; det er undermoduleambragtaf x4, ..., x,.
Bemeerk, at i moduleR er undermodulerne netop idealerne i ringendealet frembragt
af endelig mange elementey, ..., a, € R betegnes naesten alfiah, ..., a,).

Lad N og P veere undermodulerR-modulenM. Det er Kklart, at feellesmaengd@éhn P
igen er en undermodul. VedimmenV + P forstads undermodulen bestaende af surmmep,
hvorn € N ogp € P. Lada veere et ideal R. Ved produktetaN forstds undermodulen
bestdende af alle endelige summer af produktehvora € a ogn € N. Hvis idealet er et
hovedideala), sa er produktet lig med undermoduleN = {an | n € N}.

(1.19) Kvotientmodul. Til hver undermodulNV i M hgrer erkvotientmodulM /N: Elemen-
terne iM/N errestklassefeller sideklassermoduloN, dvs aekvivalensklasser svarende til
falgende aekvivalensrelation:

DEF
x=x & x'—xeN.
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Relationen kaldes ogdngruens modul@V. Klassen, der indeholder, er delmaengden
x+ N = {x+n|n e N}. Nar denne klasse opfattes som elemeuyiv betegnes def, og

x siges at veere enepraesentanfor klassen. Kvotienten, dvs maengden af restklasser modulo
N, organiseres somR-modul ved regning med repraesentanter: Ladg V veere klasser, og
veelg repraesentantarfor U ogv for V. Summerl + V er da klassen, der indeholde#- v,

og produktet U (for r € R) er klassen, der indeholder produkitet Det falger umiddelbart

af disse definitioner, at der for alle y i M ogr i R geelder,

X+y=x+y, rx=rx.

Afbildningenx +— x er altsd en homomorlif — M/N, kaldet derkanoniske homomorfi

Isomorfisaetning for moduler. Lad ¢: M — N vaere en modulhomomorfi. Da geelder:
Kernen forg, dvs originalmaengdep—1(0), er en undermodul M, og billedeto M er en
undermodul IN. Videre bestemmes ved

X = ¢(x)

en veldefineret isomorfi fra kvotientmoduléty o —1(0) p& billedmodule M.

Bevis.Det vides allerede, fra Isomorfisaetning for grupper, atkigiten bestemmer en vel-
defineret isomorfi fra kvotientgruppen til billedgrupperet3kal altsa blot tilfgjes, at denne
isomorfi ogsa bevarer multiplikation med skalarer. Og dkgtefizaf, atp er linezer. a

(1.20) Annullator og nuldivisor; cyklisk modul. Ladx veere et element i modulev. Ved
r — rx defineres da en homomoRi— M. Kernen for denne homomorfi er en undermodul
i R, altsa et ideal. Dette ideal bestar af de skalaresomannullererx, dvs opfylder, at
rx = 0, og det kaldes ogsénnullatorenfor elementet:, og det betegnes Arin).

Hvis ligningenrx = 0 er opfyldt medx # 0, kaldesr en nuldivisor paVf. Maengden
af nul-divisorer, betegnet (M), er altsa foreningsmaengden af annullatorerne(Anfor
allex # 0. De elementer R, der ikke er nuldivisorer pa/, siges ogsa at veereguleere
paM. Er ligningenrx = 0 opfyldt med en skalar, som ikke er nuldivisor R, kaldesx et
torsionselement

De skalarer, der annullerer alle elementét j udger et ideal iR, kaldet modulenan-
nulllator, og betegnet AniM .

Billedet ved homomorfien — rx bestar af elementerneif af formenrx forr € R, og
det betegnes oggéx. Isomorfisaetningen er her en isomorfi,

R/Ann(x) —> Rx.

ModulenM kaldescyklisk hvis der iM findes et elementsaledes, a/ = Re. Det fremgar
af det foregdende, & er cyklisk, hvis og kun hvig/ er isomorf med en kvotientmodi&l/a
af R modulo et ideal.
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(1.21) Strukturseetning for endeligt frembragte moduler ower et PID. Hvis R er et ho-
vedidealomradéet PID), sa geelder, at enhver endelig frembr&gmodul M er en direkte
sum af cykliske moduler. Der findes med andre ord en isomoRFafoduler,

M>~R/a1®---® R/ay,

hvora;’erne erlhovedjidealer iR.

For R = Z og en endelig kommutativ grupp® som modulen, er resultatet blot den
velkendte Strukturseetning for endelige kommutative geupp’i viser ikke det generelle
resultat.

(1.22) Determinant. For en (kvadratiskjn x n)-matrixa = («;;) med koefficientew;; i R
betegnes med; denj’'te sgjle og medo deni'te raekke ie. Videre defineredeterminanten
af o ved udtrykket,

dete = ) SIgN©O) Aoy1 -+ oy - (1.22.1)
oesS,
hvor der summeres over alle permutatioset (o1, ..., 0,) i den symmetriske grupps,.

Der ern! led i summen, og hvert led bestar ud over et fortegn af etykbaf» af matricens
elementer udvalgt ved hjeelp af permutatiosemed ét element fra hver sgjle og ét fra hver
raekke.

Det er let ud fra definitionen at vise de simple regler. Deteamten er alternerende
som funktion af sgjlerne, dvR-lineaer som funktion af dek'te sgjle (nar de gvrige sgijler
fastholdes) og lig med 0 nar to sgjler er ens. Det er en komsek\at nar matricens sgjler
permuteres, sa multipliceres determinanten med perrontats fortegn. Desuden sendres
determinanten ikke, hvis matricen transponeres. Hergkfalidere, at determinanten ogséa
er alternerende som funktion af reekkerne.

Endelig erdeterminanten multiplikativ:Er 8 endnu en(n x n)-matrix, sa er déBa) =
det(8) det(w). Mere generelt betragte®-modulerM og N og en alternerende afbildning
v: M" — N. Betragt to seett = (u1,...,u,) 0Qv = (v1,...,v,) af n elementer iM.
Antag, at elementerng i det andet saet er bestemt som linearkombinationer af e lemmen
ui, ..., u, i det fgrste seet; det svarer til en matrixligning,

(v1, ..., vy) = (U1, ..., uy)e, (eller kort: v = ux)

som udtrykker, at deiite koordinaty; pa venstresiden er det produkt, der fas ved pa hgjresiden
at gange reekkefuy, . .., u,) med den’te sgjle ia. Med denne antagelse geelder, at

V(ua) = det(a) ¥ (u). (1.22.2)
Udregningen er umiddelbar: Med = ua har viv; = ZZ,-:l o, illo,, hvor vi har ladet

navnet pa summationsindex afheenge. dda W er lineaer i hver variabel, falger det, at

n n
Wue) =Y Y o1 oy nWley. . ... Ug,). (*)

o1=1 o,=1
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De mulige seet afindicesn, . . ., 0,) svarertil afbildningerne: {1, ...,n} — {1,...,n},sd
summen i (*) er over alle sadanne afbildninger. {par alternerende, er leddet pa hgjresiden
0, hvis to argumenter er ens. Det er derfor nok at summered®vafbildningero, der er
injektive (og dermed bijektive), dvs over permutationesne S,,. For en permutation

har vi, daw er alternerende, ab (uq,, ..., ug,) = SIQNC)W (u1, ..., u,). Udtrykketi (*)
reduceres altsa til fglgende:

V(ua) = Z sign(o) Aoyl Uy VW (U);

€S,

det er, ifglge definitionen af determinanten, den gnskeahedb(1.22.2). Formlen for deter-
minanten af et matrixprodukt, i formen dgtr) = det(«) det(B), falger af (1.22.2) ved at
bemaerke, at i matrixproduktet = B er deni’te sgjle iy preecis den linearkombination
af sgjlerne i8, hvis koefficienter er er deiite sgjle ia. Ligningeny = Ba svarer altsa til
v =ux, medv =y ogu = f.

(1.23) Cramer’s formler. Betragt nu for en given matrix den matrix, der fas ved at erstatte
denk’te sgjle i« med en sgjlec. Determinanten af denne matnixvikles efter dert’te
sgjle Det betyder falgende: | hvertled i summen i (1.22.1) er denfaktor efter fortegnet
et element fra matriceniste sgjle. For den betragtede matrix er déte faktor altsa en af
koordinaterne; i x. Nu samles i summen alle led, hvor dete faktor erx; (ogx; seettes
uden for parentes), dernaest samles alle led hvokterfiaktor erx, (og x2 seettes uden for
parentes), osv. Herved fremkommer et udtryk for deternigrarder gjensynlig har formen,

def(aq, ..., x, ..., 0p) = Qr1x1 + - - - + AkpXn, (12.23.1)

hvor faktorerneq,; kun afheenger af matricem og ikke af sgjlenx. Fglgelig kanay;
bestemmes ved i udtrykket (1.23.1) at indseette den sgfler har 1 pa deri'te plads og 0
pé de gvrige pladser. Det fglger,da er determinanten af den matrix, der fasdraed at
erstatte elementet pa plagk med 1 og erstatte de gvrige elementer i i@ sgjle med 0.
Determinanten af denne sidste matrix sendres gjensynlgy ks man yderligere erstatter
de gvrige elementerji'te reekke med O.

Elementety;; er uafhaengigt af elementerne i de'te sgjle og denj'te raekke. Derfor
giver et tilsvarende argumentlvikling efterl’te raekke:

detie, ..., x", ..., 00" = x16u + - - + X @i, (1.23.2)

med dersammanmatrix af koefficientety; ;.

Matricena = &;; kaldtes klassisk deadjugereddil matricenc; vi vil oftest kalde den for
kofaktormatricerfor . Definitionen indeholder en slaggansponering®. Kofaktored;; er
determinanten af den matrix, der f&s ved at erstgtened 1 og de gvrige elementey'te
raeekke og'te sgjle med 0. Sammenlignet med determinanten afderl) x (n — 1)-matrix,
der fas frax ved at fiernej'te raekke og'te sgjle, er der ogsiindbygget* et fortegn &;; .
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Bemaerk, at hgjresiderne i formlerne (1.23.1) og (1.23.2) kadirykkes ved raekker og
s@jler i matricer& som, henholdsvis, produkterpéx ogx"&;. Formlerne kan altsd bruges
til at beregne matrixprodukterraer ogx"a. Specielt, ved at anvende formlerne, naog x"
er sgjler og reekker i matricen udlede<Cramer’s formler

aa = aa = det(a)l,,

hvor 1, er enhedsmatricen i MatR).

(1.24) Algebra. Ved engenerel algebraver R forstas enR-modul A, i hvilken der er givet
en multiplikation(x, y) — x % y, som erR-lineeer i hver variabel. Af lineariteten fglger
specielt at multiplikationen er additiv i hver variabel,sdat derdistributive lovgeelder.

Specielle krav til multiplikationen giver specielle klassaf algebraer. Fx fastleegges en
Lie-algebraved fglgende krav:

xxx =0, xxk(yx2)+y*x(z*xx)+zxx*xy)=0 x,y,z€A.
Enassociativ algebra med et-elemdastleegges ved faglgende krav:
xx(y*z)=((xx%xYy)*z, Ipxx=xx%x1y, x,y,z€A

hvor 1, er algebraens et-element. Vi betragter udelukkende sédassociative algebraer
med et-element, og vi reserverer betegnelResigebra for denne type. | eR-algebraA
er der altsa tre operationer: En addition y) — x + y som g@r(A, +) til en kommutativ
gruppe, en multiplikation med skalarer Ra(r, x) — rx, somggarA, +, R) tilen R-modul,
og en multiplikation(x, y) — x * y, som g@r A, +, =) til en ring. Det kraeves yderligere,
at multiplikation i ringenA og multiplikation med skalarer fr& harmonerer den forstand
at

r(xxy)=@x)xy=xx(y).
Saedvanligvis skrives blaty for x * y.
(1.25) Opgaver.

1. Betragt i ringenZ (hoved)idealerne = (24) og b = (32). Bestem summen + b,
produktetab, og radikalerne Ra@) og Radb).

2. Vis, at antallet af monomiex’! - .- X7 af gradd i R[X1, ..., X,] er bestemt ved bino-
mialkoefﬁcienten(”ﬁzl). [Vink: Etabler, forn-seet af ikke-negative tal, en bijektiv kor-

respondence mellem s&t, ..., i,) med sumd og strengt voksende sagt, ..., j,) med
3. Vis, at hvisR er delring af en ringd ogay, ..., a, er elementer i, sa erevaluering

_E:"il i —E:..ili
- Figosin X1 - Xt > Flag, ... o) = Fig,...in @1 """ Oy

en ringhomomorfR[ X4, ..., X,] — A.
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4. Vis, for elementer i en R-modul M, at 0x = 0 og(—1)x = —x.

5. Er det virkelig korrekt at tale om sgjlefxy, ..., x,)? Er der ikke snarere tale om en
reekke?

6. Lada € Mat,,,(R) veere enp x m-matrix. Vis, atx — ax er enR-lineger afbildning
R™ — RP?. Vis, at enhveR-lineaer afbildningr™ — RP er af denne form med en entydig
bestemt matrixx.

7. Lad der veere givet en undermodvl C M; fori =1, ..., m. Bestem en isomorfi,
Mi&---&M, -
M1/N ---® M, /N,,.
Nl@"'@Nm 1/ 16 Y m/ m
8. Vis for elementery, ..., xx 1 R, at(xq) +--- + (xx) = (x1, ..., xp).

9. Beskriv, for et naturligt tak, idealet(n, X) i Z[ X]. Vis, at idealet er kernen for goplagt*
homomorfiZ[ X] — Z/n.

10. Beskrividealet X, Y) i Q[X, Y]. Vis, at(X, Y)? = (X2, XY, Y?), og at dette ideal ikke
kan frembringes af feerre end 3 polynomier.

11. Lad d veere et normeret polynomium af grdd R[X]. Ringen R[X] og kvotienten
R[X]/(d) er specielt moduler oveR. Lad & veere restklassen & modulo(d). Vis, at den
potenser 1£, ..., £"~1 er enR-basis forR[X]/(d).

12. Beskriv de cykliskeZ-moduler. Hvilken sammenhaeng er der mellem elementorden og
annullator for elementer i kommutative grupper?

13. For hvilke elementex i R-modulenM er Ann(x) et aegte ideal?
14. Antag, atR er et integritetsomrade. Hvad kan du sige om &nrior r € R?

15. Betragt for et ideak kvotientenR /a somR-modul. Ladl € R/a betegne restklassen af
1. Vis, at Annl) = a.

16. Hvad plejer vi at kalde cykliske undermoduler af en giZemodul?

17. Hvis M er en fri modul med basis,, ..., ¢,, kaldes antallet af basiselementer ogsa
modulengang. Kan du finde et problem i denne definition? *Og lgse det?

18. Vis, at en kvadratisk matrix er invertibel i Ma}, (R), hvis og kun hvis det er invertibel
i R.
19. Vis for en given maengdég, at maengdem®! af alle afbildninger:: 7 — R pa naturlig
méade er erR-modul. For et element € R’ ogi e I skrives oftex; = x(i) for veerdien i
i; elmentetr; € R er deni'te koordinataf x. Vis, at delmaengden bestdende af de elementer
x € R, der kun har endelig mange koordinater (evt ingen) forgjelfra 0, udger en
undermodul aiR’; den betegne®®’.

Fori e I betegnes med; den karakteristiske funktion far, dvs veerdiers;; er 1 (et-
elementet R) nri = j, og 0 ellers. @jensynlig &% € R®!. Vis, at hvert element € R®!
har en entydig fremstilling som en (endelig) linearkomkima af elementernéd;, nemlig

som
X = X;0;
Ziel r
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(hvor summen er endelig i den forstand, at skalardeun er forskellig fra O i endelig mange
af leddene).

Oftest identificeres elementerhe I med de tilsvarende elementgr og/ opfattes som
delmaengde aR®’. Man kan sé taenke pa elementer$ somformelle linearkombinati-
oneraf elementerne i den givne maengde. ModukéH kaldes den frie modul med bagis
Vis, at enhver afbildning: I — M, fra maengdet til en R-modul M, entydigt kan udvides
til en lineger afbildnings: R®! — M.

20. Elementerne i en direkte sumf; & - - - ® M, er sgjler aiz-saetx, hvor deni’'te koordinat
x; tilhgrer M;. Betragt for simpelheds skyld tilfeeldet= 2, altsa en direkte su @ Q. |
overensstemmelse med denne konvention skrives homomadieP & Q som sgijler: idet
o.M — Pogy: M — Q ergivnhe homomorfier, betegner Sﬂjl({ﬁ homomorfien,

(;): M — P ® Q, bestemtved — (I/pj)x = (zi)

Tilsvarende skrives homomorfie P & Q som reekker: idek: P — N ogpB: Q — N er
givhe homomorfier, betegner raekken 8) homomorfien,

(¢ B): P®Q — N bestemt vec(j}) — (o ﬁ)(f}) =ax + By.

Betragt mere generelt to direkte summér= M1 ® --- ® M,, QN = N1 @ --- @ N,,.
Vis, at de lineaere afbildninger: M — N er afbildningernex — ax, hvora er enp x m-
matrix af lineaere afbildningefmere preecist, hvar pa pladsi, j har en lineaer afbildning
Ol,'jZ Mj —> N,').
21. Vis, at hvis(A, +, -, R) er enR-algebra (associativ, med et-element, det forudseettes
altid), sa defineres ved
re—rly

en ringhomomorfip: R — A som opfylderrx = ¢(r)x. Preeciser, hvad der menes med
falgende pastand: En kommutafi+algebraA er ,det samme som“ en kommutativ ring
med en ringhomomorfi: R — A. Og vis pastanden. Hvorfor indgar ordgbmmutativ* i
pastanden?

22. Bestem, for polynomiumsringemi + k variable, en isomorfi,
R[X1,....Xm, Y1,....Y:]/(Y1, ..., Yi) — R[X1, ..., Xn].

23. Antag, atR er et PID. Vis, at enhver undermodkil C R" er fri, og at der for rangen,
dvs elementantallet i en basis, geeldekrk n.

24. Vis for et ideala C R, at delmaengden Ré&a) faktisk er et ideal IR, og ata € Rad(a).
Vis, at for et primideap er Radp) = p; og mere generelt: Rap’) = p forn > 1.

25. Vis for et ideala i R og en modulM, at meengdenM, af alle summer af produktetr
fora € aogx € M, er en undermodul. Vis (og preeciser), at kvotiem&M naturligt er
enR/a-modul.
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26. Lad p veere et primtal og lad/ veere en endelig kommutativ gruppe (additivt skre-
vet). Vis, atM/pM naturligt er et vektorrum ovel,. Vis, at vektorrumsdimensionen af
M/pM er relateret til de cykliske grupper af primtalspotensordéer indgar iM ifglge
Strukturseetningen for endelige kommutative grupper.

27. Vis, at de lineaere afbildninger: R — M er afbildningerne af former(x) =
(e1, ..., e,) svarende til et seet afelementee, ..., e, i R-modulenM.

Vis, at seettetey, ..., ¢,) er et frembringersystem fa¥/, hvis og kun hvis: R" — M
er surjektiv. Seettetey, ..., e,) er lineaert uafhaengigthvis den enesténeaere relation
x1e1 + - -+ + x,e, = 0 er dentrivielle, hvorx; = --- = x, = 0. Vis, at saettet er lineaert
uafhaengigt, hvis og kun hvis R" — M er injektiv. Vis, at saettet er en basis i, hvis
og kune: R" — M er en isomorfi.

28. Det er et fundamentalt resultat i lineger algebra, at en lirmdbddninge: R — R< er
injektiv, hvis og kun hvis determinanten dej ikke er en nuldivisor, dvs hvis og kun hvis
multiplikation med detw) er en injektiv afbildningk — R. Vis, at, hvis® falger af Cramer’s
formler. Det generelle resultat er ikke sa let at eftervidis.resultatet for integritetsomrader
R. Vis, ved hjeelp af resultatet, at en lineger afbildnkiy— R“ kun kan vaere injektiv nar
n < d (eller narR er nulringen).

Ved rangenaf en modulM, betegnet rk, forstas det starste antal elementer, der kan
veere i et lineaert uafhaengigt systei Ved frembringerdimensionemetegnet dirgen M,
forstas det mindste antal elemeneter, der kan vaere i et firegaosystem fo/. [Bemaerk, at
notationen dirgen M ikke er en standardnotation.] Vis, ved hjeelp af resultateder generelt
geelder rkM < dimgen M. Vis yderligere, at hvis/ er endeligt frembragt, sé & fri, hvis
og kun hvis rkM = dimgen M.

29. Vis, at de cykliske moduleR/a og R/b er isomorfe, hvis og kun hvis idealeraeng
b er det sammea = b. [Vink: Overvej, hvordan du ud fr&-modulenR /a kan bestemme
idealeta.]

30. Antag, atx € R er nilpotent. Vis, at sa er % x invertibel i R.

31. Betragt polynomiumsringe6 = R[X1, ..., X,]. Vis, for idealet)t = (X1, ..., X»)
I G, atG/9M = R. Lad G, veere undergruppen af homogene polynomier af gra@et
er en fri R-modul, der som basis har monomierne af gi#adVis, atG, < 9M?. Vis, at
ome /o1 er en modul ovelG/9M = R. Beskrivin?, og bestem en naturlig-lineser
isomorfid? = G4 @ M4+L. Udled heraf erR-isomorfiG, —> 94 /omd+1,

32. Vis foren R-modulM oga € R, at(a)M = aM (hvoraM = {ax | x € M }).

33. Et elementx i R-modulenM kaldes ettorsionselementhvis der findes en skalar,
der ikke er nuldivisor iR, saledes, atx = 0. Vis, at torsionselementerne\d udgar en
undermodulMiqs af M og at kvotientmodule® / My er ,torsionsfri®,

34. Antag, atR er et PID. Antag, ap er enR-modul frembragt at, f, og at der findes
en lineeer relatiome + bf = 0 meda # 0. Ladd veere starste feelles divisor far b.
Vis, at der findest, y € R sdledes, atix + by = d, og at der sa geelder: elementerne
¢ = (a/d)e+ (b/d) f og f = —ye + xf frembringerQ ogdé = 0.
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Antag, atM er en endeligt frembragt torsionsirmodul (dvs Anrix) = (0) for x # 0).
Vis, at M fri. [Vink: Vis, ved induktion efter, at ethvert frembringersystee, . . ., ¢, for
M, hvorn er mindst mulig, er en basis.

35. Vis, at enhver surjektiv homomoidi: R” — R”" er en isomorfi. [Vink: Vis, ved hjeelp
af Cramer’s formler, at for kvadratiske matriaer8 medfarer ligningereg = 1, ata er
invertibel med8 som den inverse.]

36. Den adjugerede til en 8 2-matrix ‘;Z er matricen( _dc _ab). I matricen(éS) Star
tallene for deres restklasser modulo 24. Bestem den inneasex.

37. Betragt en(n x k)-matrix 8 og en(k x p)-matrix «, og produktmatricery = Ba.
Overvej om fglgende matrixligninger er rigtige:

Vi :(ﬂ17°"7ﬂk)aiv (yl»"'vyp):(:817”":8/()0['

38. Antag, at¥: M" — N er lineaer i hver af de variable, og alternerende, dvs lig med 0
nar to af den argumenter er ens. Vis, f@xy, ..., x,) € M" og en permutation € S, at
V(Xgys - ey Xg,) = SIGNO)W (X1, ..., Xp).

39. Hvordan lgser man ved hjeelp af Cramer’s formler, for en itivel matrixe i Mat,, (R),
et lineaert ligningssystemx = b?
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2. Kerne og kokerne. Exakte fglger.

(2.1) Kerne og kokerne. Lad der veere givet en homomorfi, dvs &Alineaer afbildning,
¢: M — N. Vedkernerfor ¢ forstds som bekendt originalmaengder(0). Kernen beteg-
nes Kerp. @jensynlig er kernen en undermodulMt Videre erbilledetp M en undermodul
af N. Vedkokernerfor ¢ forstas den tilhgrende kvotientmodul/p M. Kokernen betegnes
Cokergp.

Som bekendt ep injektiv, hvis og kun hvis Kep = 0. Af definitionen fremgar umiddel-
bart, aty er surjektiv, hvis og kun hvis Coker= 0.

(2.2) Observation. Lad der veere givet et kommutativt diagram af moduler,

Mt M

| b

N 2+~ N,

[Her, som i det falgende, siges et diagram bestaende af modglhomomorfier at veere
kommutativit hvis det for hvilkesomhelst to modul@f og P i diagrammet geelder, at alle
homorfier fraM til P, der kan fas ved sammensaetning af diagrammets homomoras ¢

| diagrammet er altsép = ¢’u. Homomorfienu vil da afbilde undermodulen Ker af
M ind i undermodulen Kep’ af M’. Antag nemlig, at tilhgrer Kerp. Sa er alts@x = 0,
og dermed ogsagx = 0. Da diagrammet er kommutativt, falger detggtix = 0. Og det
betyder jo, afux tilhagrer Kerg'.

Det kommutative diagram vil altdéducereen homomorfi mellem kernerne,

Kerp — Kerg'.

Tilsvarende vilv afbilde undermodulepM af N ind i undermodulery’ M’ af N’. Heraf fas
en veldefineret afbildningy /oM — N’/¢’ M’ mellem kvotienterne: en klass&/i/o M med
repraesentantenc N afbildes pa den klasseM’ /¢’ M’, som repreesenteresiaf € N'. Der
induceresaltsa en homomorfi mellem kokernerne,

Cokergp — Cokerg'.

(2.3) Nulfaglge og eksakt faglgelad der veere givet en fglge af moduler og homomorfier,

s Mg e My e Mg -

Falgen kan veere endelig, eller uendelig i en eller beggéngdn Falgen siges da at veere en
nulfalge hvis sammensaetningen af to pa hinanden faglgende homonwitiiker nul. Dette
betyder, at billedet ap;,1 er indeholdt i kernen fop; for allei. Fglgen kaldegksakt i
modulen);, hvis billedet afyp; 11 er lig med kernen fop,, og den kaldes eaksakt falge
hvis den er eksaktis; for allei.

| definitionen forudseettes naturligvis, af; ikke er fglgens farste eller sidste modul,
saledes at badg 1 0og ¢; er definerede.

“llocal/notes/komalg/mod2.tex 24-08-05 17:39:50
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(2.4) Observation. Betragt for en given homomorfi: M — N falgerne herunder:

0—sM -2+ N, (2.4.1)
M-+ N—0, (2.4.2)
0—M - N—»0. (2.4.3)

Folgen (2.4.1) er naturligvis en nulfglge. Billedet ved f&iste homomorfi er nul-undermo-
dulen 0 iM. Falgen er altsa eksakt, netop nar kernensf@un bestar af 0, altsa netop nar
er injektiv.

Tilsvarende ses, at falgen (2.4.2) er eksakt, netomrérrsurjektiv. Heraf ses, at fglgen
(2.4.3) eksakt netop narer bijektiv, dvs en isomorfi.

Betragt nu videre fglgerne:

0—M -~ N Vs p, (2.4.4)
M2~ NYepP o (2.4.5)

Folgen (2.4.4) er eksakdd, netop nap er injektiv, dvs nap afbilder M isomorft pa billedet
oM. Den er eksakt IV, hvis oM er lig med kernen forjy. At falgen er eksakt betyder
altsa aty afbilder M isomorft pa kernen afr. Lidt lgst betyder det, a¥/ , er‘ kernen for
homomaorfieny .

Falgen (2.4.5) er eksakt®, netop nany er surjektiv. LadK betegne kernen foy .
Ifglge isomorfisaetningen induceres da en injektiv homoniofik — P med billedety N.
Homomorfieny er altsa surjektiv, netop nar den inducerede homonork — P er en
isomorfi. At falgen er eksaktNV betyder, atk er lig med billedet afp, altsd atN /K er lig
med kokernen fop. At falgen er eksakt betyder altsavatafbilder kokernen fop isomorft
paP. Lidt lgst betyder det, aP ,er‘ kokernen for homomorfiea.

(2.5) Isomorfisaetning. Falgen,

o—M-2NLep_10,

er eksakt, hvis og kun hvis ,.erinklusionen af en undermodul &f ogyr ,er“den kanoniske
homomorfi pa den tilherende kvotient.
Bevis.Pastanden er gjensynlig et specialtilfaelde af overvejedsig2.4). a

(2.6) Slangelemma.Lad der vaere givet et kommutativt diagram med eksakte rgekker

M e 0

4

0— N >N+~ N".
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Da induceres naturligt en eksakt falge mellem kerner og ke
Kerg' — Kergp —» Ker¢” —~ Cokeryp’ — Cokerg —» Cokerg” .

Hvis homomorfien.' er injektiv, sa er den farste homomorfi mellem kernerne iijekivis
homomorfienv er surjektiv, sa er den sidste homomorfi mellem kokernerrjelstiv.

(2.7) Kerne-kokerne-fglgen. Fglgen af kerner og kokerner i Slangelemma’et kaldese-
kokerne-fglgenHomorfiens, der indgar heri, kaldes ogséa diembindende homomorfDen
defineres saledes: Ladvaere et element i kernen for’. Specielt erx s& element M”, og
da homomorfien er surjektiv findes et elementi M, sd atuw = x. Betragt billedetpw i

N. Da diagrammet er kommutativt agtilhgrer kernen for”, far vi at

vow = ¢" pw = ¢”x = 0.

Altsa vil pw tilhare kernen fow. Da diagrammets nederste raekke er eksaktfiglger det,
atow tilhgrer billedety’ N’. Altsa findes et elementi N’, sd atb’y = pw. Billedelementet
3x defineres nu som den klasse i Cokérder repreesenteres af elementet N'.

Det er naturligvis en del af Slangelemma’et, at denne defmér lovlig, dvs at billedet
3x ikke afhaenger af de valg (af og y), der indgik i definitionen.

Bevis for Slangelemmd@et skal vises, at definitionen &kr lovlig, og ats er en homomorfi.
Videre skal det vises, at fglgen er eksakt pa 4 steder. Epdkhil lemma’ets to sidste
pastande bevises. Beviserne udfgres ved en sakalgtamjagt hvor elementer fgres rundt i
diagrammet langs pilene under udnyttelse af eksakthedeftewiser kun to af pastandene,
og overlader resten til laeseren.

Falgen er eksaktCokerg: Betragt hertil en klasse i Coker, og veelg en repreesentant
for den. Det skal vises, at klassen afbildes i nul-klasseokie€y”, hvis og kun hvis klassen
kommer fra en klasse i Coker. At klassen repreesenteret vedafbildes i 0 i Cokery”
betyder atvx tilharer billedety” M”, altsa at der findes et element M” sa aty”z = vx.
Ifalge antagelsen er surjektiv, sd et sadant elemenhar formenuy. Klassen afbildes
derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et elemeritM, sa atvx = ¢”ny. Da diagrammet
er kommutativt, er”u = ve, 0g betingelsen kan derfor ogsa skrives= vgy. Klassen
afbildes derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et elementV/, sa at

v(x —¢y) =0.

Elementerne af formen — ¢y, hvory € M, er netop samtlige repraesentanter for den givne
klasse. Heraf ses, at klassen afbildes i 0, hvis og kun hvishde en repraesentant, der
tilhgrer kernen fon. Da den nederste raekke i diagrammet er eksakt, er den setsigdlse
aekvivalent med at klassen har en repraesentant, der tilbidestet forv’. Nu er det klart, at
klassen afbildes i O, hvis og kun hvis den kommer fra en kla€skery'.

Folgen er eksaktKer¢”: Lad nemligx veere et element i Ker”. Det skal vises, at
8x = 0, hvis og kun hvis der findes et elemeritKer ¢ sa atuv = x.
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,hvis“. Antag, atv € Kergp og uv = x. Som det element der indgar i definitionen pa
8x kan vi sd brugev := v. Daw sa tilhgrer Keip, erpw = 0. Som det elementder indgar
i definitionen afsx kan vi derfor veelge := 0. Da klasseidx sa er repraesenteret ved= 0,
eréx =0.

,kun hvis“. Antag omvendt, atx = 0. | definitionen a5 indgar to valgte elementer
ogw. Daédx = 0, er repraesentantgnelement ip’ M’. Der findes altsa et elementi M’
sa atp’u = y. Ifalge valget afy i definitionen afs erv’y = pw. Videre env'¢’ = ¢’ da
diagrammet er kommutativt. Altsa er

ou'u =v'o'u =v'y = puw.

Heraf ses, at elementet:= w — u/u tilh@rer kernen fokp. Yderligere erup’ = 0 ifalge
forudseetningen, og heraf fas, at

pv = pw — pp'u = pw = x,
idet den sidste ligning falger af valget af Altsa erv element i kernen fop og uv = x,

som gnsket. i

(2.9) Bemeerkning. De to ekstra antagelser i slutningen af Slangelemma’et kaleuét
udtrykkes ved at fglgende kommutative diagram har eksaikder:

0 M P oMM —0

4

/

0 ~N —+ N —"»N'"——0.

Konklusionen er sa en udvidet eksakt kerne-kokerne-fglge,
0 —» Kerg' —» Kergp —» Ker¢” —2» Cokery’ — Cokergp —» Cokerg” —» 0.

Slangelemma’et har en lang reekke anvendelser. Her indkkragnos til at vise nogle
klassiske isomorfisaetninger.

(2.10) Korollar. Lad der veere givet en homomogfi M — P og undermodulefF; C F»
afM. Fori = 1, 2 betegnes medl! kernen forp’s restriktion til F; og medF;’ billedet afF;
i P. Da induceres en eksakt falge mellem kvotienterne,

0— F}/F] —» F2/F1 — Fy /F] — 0.

Bevis.Undermodulenr! af M er blot feellesmeengden &f; og Kerg, sé det er klart, at
F] € F,. Deter ligeledes klart, ak;’ € F;. Afbildningeng definerer ved restriktion en
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surjektiv afbildningF; — F!’, og kernen for denne afbildning er gjensynlig undermodulen
F!. Vi féar derfor fglgende diagram,

0— F] —> Fy — F] — 0

ol

0— Fy—> F,— Fj —0,

hvor de lodrette pile er inklusionsafbildninger. Reekkeeneksakte ifglge Isomorfisaetning
(2.5). Det er Kklart, at diagrammet er kommutativt. Da derstgidodrette pil i diagrammet
er injektiv, er den tilsvarende kerne lig med 0. Den sggtaldesfalge af kvotienter er altsa
den sidste del af den eksakte kerne-kokerne-fglge. a

(2.11) Noether’s fgrste IsomorfissetningLad P og Q vaere undermoduler i modulevs.
Da findes en naturlig isomorfi,
P -~ P+0

PNQ Q

Bevis.Lad ¢: M — M/ P veere den kanoniske homomorfi &f pa kvotienten. Undermo-
dulen P er da kernen fo. Anvend nu Korollar (2.10) medy := Q og F> := P + Q.
@jensynligerF; = PN Q, 09 F, = P,daF, 2 P. Billedet F/ er billedet afF; i kvo-
tientenM/P. Her erFy = F;/, thi elementerne F; er jo aekvivalensklasserne moduto
med repreesentanter af formgnt ¢, hvorp € P ogq € Q, og moduloP vil p + g 0gg¢q
repraesentere samme klasse. | den eksakte folge fra (2.483&F, / F;' = 0. Exaktheden
sikrer derfor, at homomorfieR,/F; — F>/F1 er en isomorfi. Og det er netop Noether’s
farste isomorfi. i

(2.12) Noether’'s anden IsomorfisaetningLad der vaere givet en modM, og heri under-
modulerN C F. Da findes en naturlig eksakt folge,

0—+F/N—~M/N — M/F —~0.

Bevis.Ladg: M — M/ F veere den kanoniske afbildning®fpa kvotienten. Undermodulen
F er da kernen fop. Anvend nu Korollar (2.10) medy := N og F> := M. Her finder
Vi Fj, = F og F] = N. Billedet F} er billedet forg, altsdF) = M/F, og billedetF;" er
nulmoduleniM/F, daFy = N erindeholdtiF. KvotientenFy /F,' er altsa lig med//F.
Den eksakte fglge i (2.10) er altsd den gnskede. i

(2.13) Bemeerkning. Ifalge Isomorfiseetning (2.5) kan eksaktheden af falgen ithierés
anden isomorfisaetning udtrykkes saledes: Mod#lgN er en undermoduld/ /N, ogM/F
er den tilhgrende kvotientmodul. Med andre ord findes enriigigomorfi,

M/N M/F.
F/N

| anvendelserne af Noether’'s anden Isomorfisaetning vil nisnumnytte, at undermodu-
lerne i M /N netop er undermodulerne af forméiy N, hvor F O N er entydigt bestemt.
Eftervisningen heraf overlades til lseseren.
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(2.14) Kerne-kokerne-fglgen for sammensat homomorfiLadg: M — N ogy: N — P
vaere homomorfier. Da induceres naturligt en eksakt falge,

0 Kerg —» Keryrg —~ Kery —~ Cokerg —»~ Cokeryr¢ — Cokery — 0.

Bevis.Det er klart, at Ketp er indeholdt i Kerny¢. Fglgens farste homomorfi er den tilsva-
rende inklusionsafbildning. Det er ogsa klartyap M er indeholdt iy N. Disse to billeder
er undermoduler aP, og falgens sidste homomorfi er den tilsvarende surjekivedmorfi
mellem kvotienterne.

Homomorfien markereg i falgen er induceret ap: M — N: narx tilharer Kery g, vil
px tilhgre Kery. Tilsvarende er homomorfief i fglgen induceret afy: N — P: denne
homomorfi afbilder nemligpM pa v oM, sd narx € M er repraesentant for en klasse i
Cokergp, sa enyx repreesentant for en veldefineret klasse i Caker

Endelig afbildes et element: i Ker v pa aekvivalensklassen afmodulog M.

Beviset for at kerne-kokerne-fglgen er eksakt overladésseren. a

(2.15) Opgaver.
1. Lad der nu veere givet homomorfier M — N ogvy: N — P, 0g lady := ¥ ¢ betegne
den sammensatte homomorfi. Betragt falgende diagram,
1
0—m - pen ey .o
v ¢ o v

0O— N NepP- LW P,

Gor rede for hvorledes afbildningerne, specielt den mstieelodrette, er definerede. Vis,
at reekkerne er eksakte og at diagrammet er kommutativt. aViserne-kokerne-fglgen for
diagrammet kan identificeres med fglgen i (2.14), og giv ééret alternativt bevis for at
denne sidste fglge er eksakt.

2. Folgen0—> A % B "+ ¢ Y+ p %+ E — 0 er eksakt. Endvidere vides, fter
nulafbildningen. Hvad kan du sige om de gvrige afbildningetgen?
3. Betragt en nul-fglge,

0—C,—Cp.1—---—>C1—>Co—0, *)

ogladZ; C C; veere kernen fo€; — C,_1, for allei (det er underforstaet, &; = 0 nar
i ikke er et af tallené = 0O, ..., p. Gar rede for at homomorfieti; 11 — C; afbilder ind i
undermoduler¥;. Vis, at fglgen (*) er eksakt, hvis og kun hvis fglgerne hetemfor aller,
er eksakte:

0O—Z%,—Ci,—Z;_1—0.

Vis, at hvis 0— U — V — W —— 0 er en eksakt fglge af endeligdimensionale
vektorrum, sa er dinv = dimU + dim W. Vis, at hvis (*) er en eksakt fglge af endeligdi-
mensionale vektorrum, sa er den alternerende sum af diorersie lig med 0,

Zp(—l)” dimc, = 0.
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4. Betragt en korteksakt fglge& K — M — L — 0. Antag, atk og L er frie moduler.
Vis, at M er fri. [Vink: ,lgft* elementerne fra en basis far til elementer iM, og suppler
med (billederne af) en basis fé&f. Vis, at der herved fremkommer en basis Mt]

5. Lad a veere et ideal. Vis, at hvis falgen8 M’ — M — M"” — 0 er eksakt, sa er ogsa
folgenM’/aM’ — M /aM — M"/aM” — 0 eksakt. Manglede pilen &> M’/aM’ i den
sidste falge?

6. Lad N og M veere moduler, og betragt inklusionenN — N & M (bestemt ved +—
(x, 0) og projektionenp: N & M — M bestemt vedx, y) — y. Gar rede for, at falgen
0— N> Na&M-L-M—0ereksakt.

7. Lad ¢ veere en endomofi i modulet, dvs en lineeer afbildning: M — M. Vis, at

keeden af kerner er stigende: KeiC Kerg? C Kerg® C ---, og at kaeden af billeder er
dalendeipM D ¢°M D ¢3M D ---. Vis, at der findes et kommutativt diagram med exakte
reekker, )

00— Kerg" - M — "M ~0

wl )

00— Kerg"™t — > 1 £ oty — 5 0.

Slut heraf, at Kep” = Ker ¢"t1, hvis og kun hvis restriktionep: " M — ¢" M er injektiv.
Antag nu, at (mindst) et af billederng M har endelig laengde. Vis, at nar> 0, sa er
restriktioneny: ¢" M — ¢ M bijektivog M = Ker¢" & ¢" M.
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3. Brgkring og brgkmodul.

| det fglgende betegnet en multiplikativ delmaengdaf ringenR, dvs en delmeaengde, som
er stabil over for multiplikation og indeholder et-elemetnt i R.

(3.1) Definition. Lad M veere enrR-modul. Betragt produktmaengdan x S, altsd meengden
af par(x,s), hvorx € M ogs € S. Er (x,s) et sddant par og er € S, siges parret
(ux, us) at fremga af(x, s) ved atforleengemedu. To par(x, s) og (x’, s’) siges at veere
aekvivalente parhvis de kan forleenges til samme par, dvs hvis der finded < S sa at

(ux,us) = W'x',u's").

Det er ikke sveert at vise, at denne relation i maengden af pan eekvivalensrelation.
fEkvivalensklasserne kaldésgker (med teellere fraM og naevnere fra), og maengden
af broker betegneS—1. Broken medaeller x naevners, dvs den aekvivalensklasse som
indeholder parretx, s), betegnes /s.

(3.2) Observation. Det er en umiddelbar falge af definitionen, at brgker klamlsenges":
Brgkenx /s er samme brgk soix)/(us). Dette fglger af at parrene, s) og (ux, us) begge
kan forleenges tilux, us) (det farste par forleenges megddet andet par med 1). Tilsvarende
kan man,forkorte” (ux)/(us) til x/s.
Enhver afbildning defineret pa maengden af brgker er natisllgestemt ved en forskrift
af fglgende form:
x/t+— O(x,t), forx e M, t €S.

Omvendt ses, at en sadan forskrift bestemmer en veldefiafsidning pa maengden af
brgker, nar blot veerdied (x, ¢) ikke aendres ved forleengelse af pairett).

(3.3) Lemma. (1) | maengden af braket—M er additionen,
x/s+y/t=(tx +sy)/st,
en veldefineret kompositiosT M x S~M — S~M, og multiplikationen,
(r/s)(x/t) == (rx)/(st),
er en veldefineret afbildning R x S~'M — S~M. Med disse operationer 8T 'R enring,
0gS~M er enS~IR-modul. Nul-elementet i moduleSTM er brokerd/1, og et-elementet

i ringenS—R er brokerl /1.
(2) For hverR-lineaer afbildningy: M — N induceres ved forskriften,

x/s = (px)/s,

en veldefineres —R-lineaer afbildnings ~1¢: S~M — S~IN.
(3) Betragt den kanoniske afbildnindg — S~M defineret ved

xH— x/1.

“llocal/notes/komalg/mod3.tex  2-09-05 15:44:56
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Herom geelder: Den kanoniske afbildni®g— S—'R er en ringhomomorfi, og for hvert
elements i S er billedets/1 invertibelt i S~R. Videre er den kanoniske afbildning —
S~IM en R-lineger afbildning, og for hveR-linezer afbildningg: M — N er falgende
diagram kommutativt:

M—% N

| |

s 5%, o1y

Bevis.Beviset for disse pastande er langt og omstaendeligt. Megdegnskyldes alene
antallet af pastande, og de trivielle beviser overladdeesieren. a

(3.4) Lemma. (1) En brokx /1 | S~M er nul-elementet, hvis og kun hvis der findes et element
s i S, sdledes atx = 0. Specielt bestar kernen for den kanoniske homondérfi> S~M
af de elementer i M for hvilke der findes et elementi S sa atsx = 0.

(2) Den kanoniske homomoitf — S~M er injektiv (henh bijektiv), hvis og kun hvis der
for hvert element i S gaelder at multiplikation meder en injektiv (henh bijektiv) afbildning
M — M. Hvis den kanoniske homomorfi er injektiv, s& er en brpknul-elementet§—M
hvis og kun hvisc = 0, og to braker /r ogx’/t’ ens, hvis og kun hvisx = tx’.

(3) BrakringenS—1R er nul-ringen, hvis og kun hvis indeholder nul-elementéti R.

Bevis.(1) Nul-elementet i brokmodulesi-1M er brgken @1, séx /¢ er nul-elementet, hvis
og kun parrenéx, ¢) og (0, 1) er aekvivalente. Parrg¢0, 1) kan netop forleenges til parrene
af formen(0, u), hvoru € S. @jensynlig kan(x, ¢) forleenges til et par af denne form, hvis
og kun hvis der findes et element S sa atsx = 0. Hermed er den farste pastand bevist.
Kernen for den kanoniske homomorfi bestar af de elementei, for hvilke x/1 = 0/1.
Den anden pastand i (1) falger derfor umiddelbart af dertdars

(2) Den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun hvis deaeme kun bestar af nul-
elementet 0 M. Af (1) falger derfor, at den kanoniske homomorfi er injekhivis og kun
hvis der for allex i M og alles € S geelder, akx = 0 = x = 0. Og det er gjensynlig den
farste pastand i (2).

Antag nu, at den kanoniske homomorfi er injektiv. Den sidétgnd i (2) felger da af (1)
ved at betragte differensanr — x'/t’ = (t'x —tx’)/tt’. Heraf fglger videre den mellemste
pastandi (2). Brgken/ tilharer nemlig billedet ved den kanoniske homomorfi, hgjsan
hvis den har formery/1, dvs, hvis og kun hvis der findessaledes at = ry. Hermed er
pastandene i (2) bevist.

(3) Hvis SR er nul-ringen, s& er specieltl = 0/1; ifglge (1) findes sd et element §
sdatsl = 0, og sd er 0= s element iS. Antag omvendt, at @ S. Det fglger da af (1), at
enhver brgk er nul-elementet, $4'R bestér kun af nul-elementet. i

(3.5) Brgkring og brekmodul. RingenS—1R kaldesbrgkringen forR mhtsS, og den siges

at fremkomme ved dbkalisere mhtS; den betegnes ogg§[S—1]. Tilsvarende siges—m

at veerebrakmodulen forM. De to vigtigste eksempler pa multiplikative delmaengder er
folgende:
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(1) Delmaengdes bestar af potenserng af et givet elemenf iringenR. | dette tilfeelde
bruges betegnelsermy (eller R[ f~1]) for brekringen ogM ¢ for brakmodulen. Brgker har
her formenx/f. Det fglger af Lemma (3.4)(3), a er nul-ringen, hvis og kun hvis der
findes en eksponensé atf! = 0, dvs hvis og kun hvis elementgter nilpotent

(2) Delmeaengders bestar af komplementeermaengded af et givet primideap. | dette
tilfeelde bruges betegnelserig for brgkringen ogM, for brgkmodulen, og de siges at
fremkomme ved alokalisere ip. Brgker har her formen /s, hvors ¢ p. Det falger af
Lemma (3.4)(3), at brgkringeR,, aldrig er nul-ringen.

Bemeerk, at brekringef, hvor f er et helt tal forskelligt fra 0, ikke ma forveksles med
restklasseringen modulf. Den sidste betegnég/ . Bemeerk videre, at for et primtal er
brekringeneZ, ogZ, forskellige. Begge kan opfattes som delring&afDen farste bestar
af rationale tal af formen/p", den anden af tal af formerys, hvor p ikke gar op is.

(3.6) Seetning.Lad R veere et integritetsomrade. Brekring&n der fremkommer ved at
lokalisere mht alle elementer forskellige Baer da et legeme, som omfatter For enhver
multiplikativ delmaengdé, som ikke indeholder nul-elementet, er brekringefR naturligt
en delring afk ; specielt elS~IR et integritetsomréde.

Bevis.Da R er et integritetsomrade, er delmaengden bestdende af atheeter forskellige
fra 0 en multiplikativ delmaengde. Yderligere fglger detpafitiplikationenx — sx, med et
element # 0, er en injektiv afbildningk — R. Af Lemma (3.4)(2) falger, at den kanoniske
homomorfi frar til brgkringenk er injektiv. Vi kan altsa opfatt&® som delring afk .

Videre erK et legeme. Elementerneki er nemlig bragker /s, hvor r, s tilhgrer R og
s # 0. Hvis en sadan brak/'s ikke er nul-brgken, sa er# 0, og falgelig es /r en brgk iK;
denne brgk er invers til den givne braks, idet(r/s)(s/r) = (rs/rs) = 1/1 er et-elementet
i K. Altsa har enhver brgk forskellig fra nul-brgken en invers.

Lad nusS veere en multiplikativdelmeengde Rf sa at O¢ S. Det pastas, at afbildningen,

r/s v r/s,

der til en brokr/s i S~IR lader svare brgker/s i K, er en veldefineret, injektiv ringhom-
omorfi. Det er klart, at afbildningen er veldefineret (ja, tieo egentlig det?), og at den er
en ringhomomorfi. Og den er injektiv, thi hvigs i S~IR afbildes pa nul-elementetk,
sé& folger det af Lemma (3.4)(2) at= 0, og sa er broken/s nul-elementet iS—1R. Altsd
er S~1R en delring afk. Da en delring af et legeme er et integritetsomrédes, @R altsa
specielt et integritetsomrade. a

(3.7) Brgklegeme. Legemetk, der fremkommer ved at lokalisere et integritetsomr&de
mht alle elementer forskellige fra 0, kaldewklegemet forR. Bemaerk, at den multiplikative
delmangde netop er komplementaermaengde€d)tibg at idealetO) i R er et primideal, da
R er et integritetsomrade. Brgklegemet fremkommer altsé@véakalisere i primidealei),
jfr Definition (3.5)(2), og det kan betegn&so,.

Bragklegemet for ringefd af hele tal er legeméd af rationale tal.

Ringenk[ X1, ..., X,,] af polynomier im variable over et legemk er et integritetsom-
rade. Det tilhgrende brgklegeme beteges,, . . ., X,,), og det kaldes legemet adftionale
funktioner im variable
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(3.8) Saetning.Lokalisering bevarer direkte sum.

Hermed menes: For en direkte s & - - - ® M,, af R-moduler findes en naturlig isomorfi
af S~1R-moduler,

St oM)~S M@ &S M, (3.8.1)
Specielt findes en naturlig isomoffi 1(R") ~ (S~1R)".
Bevis.En brgk pa venstresiden af (3.8.1) har formem, hvorx = (x1, ..., x,,) er etn-saet
medx; € M;. Ved isomorfien svarer denne brgk ilseettet(x1/s, ..., x,,/s) af braker.

Det skal vises, at denne tilordning er veldefineret, og atriemed definerede afbildning fra
venstresiden til hgjresiden er en isomorfi.

Tilordningen er veldefineret, thi ved forleengelse medien brgk pa venstresiden aendres
n-seettet(xq, ..., x,) til t(x1,...,x,) = (tx1,...,1tx,), 0gs andres tiks. Det er derfor
klart, at forleengelsen ikke gendrer det tilordnede saet &fdorg

Deterlet at se, at tilordningen er en homomorfi. Videre eridgrktiv. Antag nemlig at en
bregkx /s, hvorx = (x1, ..., x,), ved tilordningen afbildes pa nul-elementet pa hgjresiden
Dette betyder at hver koordinat/s er nul-elementet 5-1M;. Af (3.4)(1) felger derfor, at
der for hverti findes et element € S sa atr;x; = 0. Nart er produktet af;’erne gaelder
derfor, atrx; = O for allei. Men det betyder atx = 0. Altsd erx /s = 0.

Endelig er tilordningen surjektiv. Lad der nemlig vaere gigeelement pa hgjresiden,
altsa etn-saet af brgkex; /s;. Efter forleengelse kan vi antage, at de optreederideer det
samme elementi S. Deni’te brgk kan nemlig forleenges med produktet af ajlerne for
j # i, og safarden former /s, hvors = s1 - - - 5,. Herefter er det klart, at det givmesaet
tilhgrer billedmaengden. a

(3.9) Lemma. Lad N —%» M Y. P veere en eksakt folge &-lineaere afbildninger. Da

induceres en eksakt folge $if IR -linezere afbildninger,

STV S gy SV, g-1p
Bevis.Lad der vaere givet en brgksSi- 1. Det skal vises, at broken vest 1y afbildes |
nulbrgken iS~1P, hvis og kun hvis brgken er billede ved 1y af en brgk iS—V.

,hvis“ Ifglge definitionen afbildes en brak/u i S™IN ved S~1p p& breken(py)/u i
S~IM. Antag altsa at den givne bragk har formesy)/u. Brokens billedet ved 1y er
da broken(y ¢y)/u i S~IP. Her ery ¢y = 0, da den givne falge specielt var en nulfalge.
Billedet er derfor(y¢y)/u = 0/u, som er nul-brgken$—1P.

,kun hvis*: Ladx/r vaere den givne brgk, og antag, at den §edy afbildes i nul-brgken.
Det antages altsd at brokéfix)/r er nul-braken S~1P. Ifglge Lemma (3.4)(1) findes sé& et
elements i S, sdledes at(yx) = 0. Day er lineaer, falger det at (sx) = 0. Da den givne
falge var eksakt, sluttes videre,sat tilhgrer billedet forp. Altsa findes et elementi N, sa
atoy = sx. Nu ery/st en brek iS~N, og vi far

(S7Yp)(y/st) = (py)/(st) = (sx)/(st) = x/1.

Den givne brak /7 er altsa billedet af braken/st i S~IN.
Hermed er eksaktheden bevist. a
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(3.10) Isomorfiseetning for brakmoduler. Lad N veere en undermoduR-modulenM . Da
erS—IN naturligt en undermodulS—R-modulens—M , og for den tilharende kvotientmodul
findes en isomotrfi,

(S~M/s7IN) = sTH(M/N). (3.10.1)

Lad omvendtQ vaere en undermodulS—R-modulenS—M, og lad Qg betegne original-
maengden af ved den kanoniske afbildning — S~M. Da erQ = S~1Qo.

Bevis.Faglgen0—~ N - M — M/N — 0 er eksakt. Ved gentagen anvendelse af Lemma
(3.9) fas derfor, at den lokaliserede falge er eksakt,

0— SN —5W—stMm/N) —0.

Men det betyder netop, at modulen til venstre er en underiiadodulen i midten og at
modulen til hgjre er den tilhgrende kvotientmodul.

Bemaerk, at den injektive homomosfi'N — S~ er den oplagte identifikation: braken
y/siS™IN, hvory € N ogs € S, identificeres med brakeyys i S~M.

Lad nuQ veere en undermodulS—11. Ifglge definitionen best&Po da af de elementer
x € M for hvilke x /1 tilhgrer Q. Det pastas, at

0 = S 1Qo.

,C“ Lad x /s veere en brgk 0. Da Q er en undermodul$ 1M, er produktets /1) (x /s)
ligeledes element®. Pa den anden side er produktet lig mesl) /s = x/1. Altsa erx/1
element iQ, og falgelig erx element iQq. Brakenx /s tilharer derfors—10Qg.

,2" Betragt en brak pa hgjresiden, dvs en brak af formgn hvorx € Qo. Daerx/1
element iQ. Da Q er en undermodul 5~ er produktet(1/s)(x/1) ligeledes element i
Q. Pa den anden side er produktet lig med. Altsa erx/s elementiQ.

Hermed er ligheden bevist, og beviset for Isomorfisaetnirigieiiart. a

(3.11) Bemeerkning. Det falger af Isomorfisaetningens sidste resultat, at enimeermodul
i S~IM er af formenS—IN for en passende undermodulaf M.

Yderligere fremhaeves fglgende konsekvens: Betradilteation i M, dvs en voksende
keede af undermodule(0) = Fo C F; C --- C F,, = M. Da fremkommer ved lokalisering
en filtration i brekmodulen,

O =Sscs e ..csF =5,

og for de successive kvotienter fas isomorfietF; /S~ 1F;_1 ~ S~1(F; /F;_1).

(3.12) Korollar. Lad a veere et ideal R. Da erS—%u et ideal i brekringers—'R. Videre
erS—la = S™IR, hvis og kun hvims N S # ¢. Lad endeligM vaere enR-modul. Da er
(S~ ) (S~M) = S~ L(aM) = a S~M, og der findes en naturlig isomorfi,

S™M /(S s M) =5 sTH (M /aM). (3.12.1)
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Bevis.lfalge Isomorfisaetningen (3.10) 6r'a en undermodul §~1R, altsé et ideal i brgk-
ringenS—1R. Antag farst, atn N S # @, altsa at der findes et elemensom tilhgrer bade
a 0g S. Det fglger da at A1 = a/a tilhgrer S~%u, og s& erS~a = S~1R. Antag omvendt,
at S~ = S~1R. Et-elementet A1 vil da tilhereS~™u, sd der findes € a ogs € S s& at
1/1 = a/s. Ligheden af brgkerne betyder, at patiets) kan forleenges med € S til et par

(ua, us) der er af forment, t), hvort € S. Daa er etideal er = ua € a. Altsd ert element
| feellesmaengdean S, og feellesmaengden er derfor ikke-tom, som gnsket.

Betragt nu enR-modul M. ProduktetaM betegner da undermoduled bestdende af
endelige summer af produktet, hvora € a ogx € M. | modulenS~ kan vi tilsvarende
betragte produktet—1a S~1M, og undermodules—1(aM), og videre produktetS—M. Det
pastas at disse tre undermodulérid er den samme.

Betragt et element i den fgrste undermodul. Elementet endgéelig sum af produkter
(a/s)(x/t), hvora € a ogx € M. Afligningen (a/s)(x/t) = (ax)/(st) ses, at hvert af
produkterne tilhgrer den anden undermodul. Fglgelig erfdesie undermodul indeholdt i
den anden.

Betragt et element i den anden undermodul.(Ra+ y2)/s = y1/s + y2/s, er elementet
en sum af brgker af formefax)/s, hvora € a ogx € M. Afligningen (ax)/s = a(x/s)
ses, at hver af brgkerne tilhgrer den den tredie undermddisié er den anden undermodul
indeholdt i den tredie.

Betragt et element i den tredie undermodul. Elementet endandelig sum af produkter
a(x/s), hvora € aogx € M. Afligningena(x/s) = (a/1)(x/s) ses, at hvert produkt
tilhgrer den fgrste undermodul. Fglgelig er den tredie tmdeul indeholdt i den farste.

Hermed er vist, at de tre undermoduler er ens. Isomorfier2 (B} Er nu blot isomorfien
(3.10.1) forN := aM. a

(3.13) Observation. Lad der veere givet en ringhomomaifi R — R’. Billedmaengded S
er da en multiplikativ delmaengde &f. Lad videreN vaere enk’-modul. Som sadan kan
N lokaliseres mh#S. Pa den anden side kati-modulenN opfattes somR-modul, idet
produktet defineres ved := 6(r)x. SomR-modul kanN altsa lokaliseres mhg. Her kan
man naturligt identificere,

STIN = (057N,

idet en brgke /1 pa venstresiden herved svarer til brakei®¥r) pa hgjresiden. Mere preecist
erx/t — x/(0t) en veldefineret surjektiv afbildning, og den er injektiv. iamligx /(0¢)
nulbrgken i(0S)~1N, sé& findes ifalge (3.4)(1) et elements, dvs et element af formedr,
hvors € S, sdledes atds)x = 0. Med den definerede multiplikation er altsd= 0, og sa
er den givne brgk /¢ lig med nul-brgken.

Specielt fas fotv = R’ en isomorfi,

STIR' = 6S)" 'R

Venstresiden, der a priori er en brakmodul ®modulenR’, kan altsd opfattes som en
brakring for ringenk’. Videre er det let at se, at den inducerede afbildriing: S—1R —
S~IR’" er en ringhomomorfi.
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(3.14) Bemeerkning. Isomorfien (3.12.1) skal ses i lyset af observationen i (8.13ad
0: R — R/a veere den kanoniske homomorfi ind i kvotientringen. Bé6r= R fas af
Korollar (3.12) falgende isomorfi &f~1R-moduler:

SRS =5 STY(R/a). (3.14.1)

Her kan hgjresiden ifglge (3.13) opfattes som brgkringeR /af mht til den multiplikative
delmaengdé S, og venstresiden er kvotientringen af brakringertR modulo idealets .
Deterletatse, atisomorfien er enisomorfiafringe. Isomo(Bel4.1) udtrykker, at dannelse
af kvotientring og dannelse af brgkring er ombyttelige atiener.

Ogsa isomorfien (3.12.1) udtrykker en sadan ombytteligh8dm bekendt geelder, at
kvotientenM /aM kan opfattes sonR /a-modul, og hgjresiden i (3.12.1) kan ifglge (3.13)
opfattes som lokaliseringen af denne modul m$it Hgjresiden af (3.12.1) er altsa en modul
over ringen(¥S)~1(R/a). Venstresiden kan tilsvarende opfattes som modul oveering
S~IR/5~%. Som bemzerket er de to ringe den samme ring, og isomorfieh {3 ddtrykker,
at de to sider er isomorfe som moduler over denne ring.

Billedmaengden S i R/a bestar af restklasser modul@af elementer 5. Det er derfor na-
turligt at betegne denne maengde ns¢d. Isomorfien (3.14.1) og, mere generelt, isomorfien
(3.12.1) er altsa isomorfier,

STR/S = (S/0) X(R/a), STM/(STSTIM) = (S/a)"X(M/aM).

(3.15) Opgaver.
1. Vis for et integritetsomrad® med brgklegemé& , at for enhvermellemring‘’R C 7 € K
kan man identificere brgklegemet fbrmedK .

2. Lad S veere en multiplikativ delmaengde Rf Vis for r € R, at brgken-/s er invertibel i
R[S~1], hvis og kun hvis der findes et elemént R séledes, atb € S.

3. Lad M veere en kommutativ gruppe, og altsa&modul. Ger rede for, aM g, er et
vektorrum overQ. Hvad bliverM q), hvis M er en endelig gruppe.

4. Vis, atQ = Z[p~ 1.

5. Antag, atR er et integritetsomrade og Sier en multiplikativdelmeengde med©S. Vis,
at hvisR er et PID, s& eR[S~1] et PID. Vis, at hvisR er et UFD, s& eR[S~1] et UFD.

6. En multiplikativdelmaengdé < R kan ogsa opfattes som en multiplikativdelmaengde af
R[X]. Bestem en isomorfiR[X][S~1] => R[S~[X].

Ger rede for, at hvi® er et integritetsomrade, sa er de to rimyg)[ X] og R[X] o) ikke
ens. Beskriv de to ringe udtrykt ved brgklegemketor R.

7. Lad R veere et UFD med brgklegenie LadP veere et repraesentantsystem for primele-
menterne pa naer associering, og antag, at der for pverP er valgt er repreesentantsystem
U, for restklasserne forskellige fra OR/(p). En brgk af formen:/p", hvor p € P og
u € U, (ogn > 1) kaldes da — relativt til disse valg — stambrak

Beskriv de naturlige valg af stambrgker, miér= Z, narR = C[X], nar R = R[X], og
narR = k[X] hvor k er et legeme.
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Vis, at enhver brgly i K entydigt kan skrives som et elememk iplus en endelig sum af
stambrgker med forskellige naevnere. [Vink: overvej, heordhan for et givep € P be-
stemmer den stgrste eksponemor hvilkken en stambrgl/ p”" forekommer i fremstillingen,
— 0g hvordan man dernaest bestemmer teelleriestenne stambrgk.]

8. Hvornér erM — S~1M injektiv? Kan det indtreeffe, a — S~1M er en isomorfi?

9. Lad p veere et primtal. Brgkringeng,) og Z[1/p] er delringe afQ. Bestem feelles-
meengderZ,) N Z[1/p].

10. Lad R veere et integritetsomrade med brgklegeithe= Rg). Vis for enhverR-modul
M, atrkM = dim Mgy, hvor dimensionen er dimensionen som vektorrum dger

11. Lad a 0og b veere idealer R, og ladS C R veere en multiplikativ delmaengde. Vis, at
S7l@nb) = Ss7tan s-le.

12. Betragt ringer? og heri et taln > 1. Vis, at meengdelS = {s | (s,n) = 1} er en
multiplikativ delmaengde af. Beskriv primidealerne i brgkringesi-1Z, og de tilsvarende
primidealer iZ.

13. Betragt iR en multiplikativ delmaengds og et ideak. Vis, at idealets—ta € S~1R er
extensionemS~1R af atil S71R.

14. Betragt primidealeq C p. Hvilken relation er der mellemv, og M,,?

15. Lad S veere en multiplikativ delmaengde & Vis, at homomorfienlM — S~1M er
injektiv, hvis og kun hvisZg (M) N S = @, hvor Zg (M) er maengden af nuldivisorer pd.

16. Lad q veere ep-primeert ideal i en noethersk rirgy, og ladS < R vaere en multiplikativ
delmaengde, disjunkt med Vis, atq er kontraktionen af sin extension; = R N S™1q.
[Vink: R N S~1q er kernen for den sammensatte homomBrfi> R/q — S~1(R/q).]

17. VisiringenR := Zs), at idealet0) og potensernés”) forn =0, 1, 2, ... er samtlige
idealer.

18. Lad S € R veere en multiplikativ delmaengde medt(s. Vis, at hvisR er et UFD sa er
S~1R et UFD. Hvad med PID?

19. Bestem forf € R en isomorfi (afR-algebraerR[X]/(fX — 1) ~ R[1/f]. [Vink: Lad
& veere restklassen & modulo(fX — 1). Vis, at de to afbildningeP (¢) — P(1/f) og
a/f" — a&™ er veldefinerede og hinandens inverse.]
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4. Primideal og maksimalideal.

(4.1) Definition. Etidealm i ringen R, der er maksimalt blandt de segte ideal&, ikaldes
som bekendt etnaksimalideal Dette betyder, ain selv er et segte ideal, dws C R, 0og at
der for alle idealen i R geelder folgende betingelse:

mMCaCR — m=ua.

Som bekendt geelder fglgende karakteriseriBgidealm i R er et maksimalideal, hvis og
kun hvis kvotientringerR /m er et legeme.

Et idealp i ringen R kaldes som bekendt gtimideal hvisp C R, og hvis der for alle
elementer, y i R geelder fglgende betingelse:

Xyep — xepVvyenp.

Som bekendt geelder fglgende karakterisertatydealp i R er et primideal, hvis og kun hvis
kvotientringenR /p er et integritetsomrade.

Da et legeme er et integritetsomrade, falger det af karskténgerne, at ethvert maksi-
malideal er et primideal.

(4.2) EksistenssaetningLad a veere et ideal iR saledes, at C R. Da findes iR et
maksimalideah, som omfatten.

Bevis.ldeen i beviset er falgende: Enteneet maksimalideal (og sa er vi feerdige), eller
ogsa findes et ideal forskelligt fra R sdledes at C a;. Her er entem; et maksimalideal
(og sa er vi feerdige), eller ogsa findes et idedborskelligt fraR séledes at; C a,. Saledes
fortseettes. Enten stopper processen efter endelig marige(sig sa har vi fundet det gnskede
maksimalideal), eller ogsé fas en uendelig kaede af idealer,

aCagCaxC---.

Noetherske ringe er karakteriseret ved at en saddan kaedekékkeksistere. HvisR er
noethersk, stopper processen altsa efter endelig marigersied det gnskede maksimalideal.
Hvis R ikke er noethersk, sa kreeves der yderligere axiomer fra etgegen (Zorn’s Lemma)
for at vise, atideen kan udbygges til et bevis for eksisteaseet gnskede maksimalided.

(4.3) Bemaerkning. Det fglger af Saetningen, at der i enhver riRdorskellig fra nul-ringen
findes maksimalidealer. Specielt findes altsa primideaehier ring, der ikke er nul-ringen.

(4.4) Lokal ring. En ring R kaldes enlokal ring, hvis der findes et ideah C R, som
er det stgrste blandt de aegte ideald®, idvs opfylder, at ethvert ideal forskelligt fr& er
indeholdt im. Det er klart, at et sddant ideal ma vaere et maksimalideaRi (og endda det
eneste maksimalidealR); den tilsvarende kvotienk /m kaldesrestklasselegemébr den
lokale ring R. For enR-modul M er kvotientenM /mM s& naturligt enkR /m-modul, dvs et
vektorrum over restklasselegenfetm.
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(4.5) Observation. Det falger af Seetning (4.2), & er en lokal ring, hvis og kun hviR har
preecis ét maksimalideal.

Det er klart, at et elementi en ring R er invertibelt, hvis og hvis kun hovedidealRt
er hele ringerRk. | en lokal ring med maksimalidealet geelder derfor, at alle elementer i
komplementaermaengdentiler invertible.

(4.6) Nakayama’s Lemma.Lad R veere en lokal ring med maksimalideatet Lad videre
M veere en endeligt frembragtmodul. HvisM = mM, sa ertM = 0.

Bevis.Antag, at elementerney, ..., v,, frembringerM. Hvert element i M er altsa en
R-linearkombination) = Y r;v;. Det er klart, at undermodulenM bestar af de elementer
v, der tilfredsstiller en ligning af formen = Y a;v;, hvora; € m. En sadan ligning kan
skrives som et matrixprodukt,

v=(v1,..., Uy,

hvora er en sgjle af koefficientemi. Ifglge forudseetningen findes for alle elementéf,iog
specielt for frembringerne;, en sadan ligning. Ligningerne svarende tikdérembringere
kan under ét skrives som en matrixligning,

W1, .oy Um) = (V1, . U,

hvoro nu er enm x m-matrix med koefficienteri. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,
(v1, ..., vy —a) =0,

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinaditea det(1,, — «) i R. Af
matrixligningen faglger ved hjeelp af Cramer’s formler(at, . . ., v, )d = 0. Determinanten
d annullerer derfor alle;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombination;&frne. Da
v;'erne var et frembringersystem fat, vil 4 altsa annullere alle elementef. Pa den
anden side har matricenkoefficienter im, sa determinantes = det(1,, — «) har formen

d = 1+ a, hvora € m. Heraf fglger, at/ ¢ m, thiellersvar1l= (14+a) —a € m. DaR er
lokal, falger det videre, at er invertibel iR. Dad er invertibel og annullerer alle elementer
i M, maM veere nul-modulen. i

(4.7) Korollar. LadR veere en lokal ring med maksimalideatetog ladM veere en endeligt
frembragtR-modul. Hvis et setv1, ..., v,) af elementen; | M opfylder, at restklasserne
v; modulomM frembringer kvotientmoduleiM /mM, da vilv; 'erne frembringeVl .

Bevis.SeetF := R" og ladg: F — M veere den lineaere afbildning svarendetierne, dvs
afbildningen,
(ri, ..., rp) = rivy+ - - - +ryu,.

Det skal vises, at afbildningen er surjektiv. IdetQ betegner kokernen far skal det altsa
vises, atQ = 0. DaM er endeligt frembragt, ef endeligt frembragt. Videre har vi den
eksakte fglggm — M — Q — 0, og heraf fas umiddelbart den eksakte fglge,

F/mF — M/mM — Q/mQ — 0.
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Forudseetningerne medfarer, at afbildninggmF — M /mM er surjektiv. Af eksaktheden
folger derfor, atD/mQ = 0. Af Nakayama’s Lemma fglger endelig, @t= 0. Hermed er
seaetningen bevist. a

(4.8) Lemma. Antag, at primidealegt omfatter et produkid - - - a,, afn idealera;. Da vil p
omfatte et afy; ‘erne.

Bevis.Det antages, at; - - -a, C p, og det skal vises, at der findesietd ata; C p. Antag,
indirekte, at et sadaritikke fandtes. Da findes for hvertet elements; € «a;, sa ata; ¢ p.
Betragt produktet = a; - - - a,. Pa den ene side erelement i produktet af;’erne. Pa den
anden side et ikke element ip, dap er et primideal og ingen af faktorerne tilhgpeMen
det er i modstrid med at produktet@ferne er indeholdt p. a

(4.9) Lemma. Antag, at idealed er indeholdt i en forening, U - - - U p,, afn primidealen;.
Da era indeholdt i et ap; ’erne.

Bevis.Betragt farst fglgende relationer mellem idealer:

aCprU---Upy, (1)
aNprN---Npy-1 Z pa, (2)
aZprU---Up, 1. (3)

Det pastas, at disse tre relationer ikke samtidigt kan vaamdes Antag, indirekte, at alle
tre relationer er opfyldt. Veelg sa et element a som tilhgrer venstresiden i (2) og ikke
hgjresiden, og et elemehte a, som tilhgrer venstresiden i (3) og ikke hgjresiden. Da er

aep;fori=1,...,n—109a ¢ p,, (4)
bgpfori=1...,n—10gb € p,, (5)

idet den sidste relation i (5) falger af de- 1 foregaende da (1) gaelder. Elementerog b
ervalgtia, sda+b € a. Af (1) falger derfor, at: + b tilhgrer et af,;’erne. Men nu opnas den
agnskede modstrid. Hvis nemlig-b € p; medi < n, safelgeraf(4)ab = (a+b)—a € p;,

i modstrid med (5). Og hvis + b € p,,, sa falger af (5) at = (a + b) — b € p,,, i modstrid
med (4).

Beviset for Lemma’et fgres nu ved induktion efier Pastanden er triviel for = 1,
og det kan derfor antages, mat> 1 og at pastanden geelder for— 1 primidealer. Ifglge
forudsaetningen geelder relationen (1). Af det lige vistgdgberfor, at en af relationerne (2)
og (3) er falsk.

Antag, at (3) er falsk. Det fglger da umiddelbart af induktorudsaetningen, ater
indeholdti etp; medi < n.

Antag endelig, at (2) er falsk. Faellesmaengden pa venseresi(®?) omfatter produktet
ap1---p,—1. Da (2) er antaget falsk, geelder derfor relationen:

apr---Pu—1 < pn.
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AfLemma (4.8) falger, at en af faktorerne pa venstresidémdeaholdt ip,,. Hvis faktorem er
indeholdtip,, sé er den gnskede inklusion opnaet. Hvis faktprdar i < n erindeholdt b,,,
sa karp; undveaeres i foreningsmaengden pa hgjresiden af (1); i dédtdde era indeholdtien
forening afn — 1 afp;’erne, og sé felger den gnskede inklusion af induktionsfssetningen.
Hermed er den gnskede inklusion naet i alle tilfeelde. i

(4.10) Kontraktion og ekstension.Lad6: R — R’ veere en ringhomomorfi. For hvertideal
bi R’ er originalmaengded—(b) gjensynlig et ideal R, kaldetkontraktioneraf b. Hvis 6
er inklusionen af en delring af R’, er kontraktionen blot feellesmaengdem b. Ofte bruges
betegnelse® N b for kontraktionen ogsa narikke er en inklusionsafbildning.

Lad omvendt veere et ideal R. Det er let at se, at produkteR’ sa er et ideal i ringen
R’. Det kaldeskstensionenf idealeta.

(4.11) Observation. Kontraktionend~1(b) af et idealb i R’ er gjensynlig kernen for den
sammensatte ringhomomoRfi— R’ — R’/b. Afisomorfiseetningen for ringe falger derfor,
at kvotientenr /6 ~1(b) er isomorf med en delring &’/b. Heraf falger umiddelbart, at et
primideal i R’ kontraheres til et primidealR.

Derimod er kontraktionen af et maksimalidedt'iikke nagdvendigvis et maksimalideal i
R, og ekstension af et primideal er ikke ngdvendigvis et peal.

(4.12) Kvotientprincip. Lada veere etideal R, ogladb: R — R/a betegne den kanoniske
afbildning pa kvotientringen. Da vil ekstension og kontrak,

pr>p/a og qr 071,

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa denséde de primidealgri R, som
omfattera, og pa den anden side samtlige primidealeR /a. Hvisp ogq svarer til hinanden
ved denne bijektive forbindelse, da er de tilhgrende kwattiege isomorfe. Endelig findes,
for hver modulM og hvert primideap der omfatter, en naturlig isomorfi,

My /aM, ~ (M/aM)yq . (4.12.1)

Bevis.Det er en del af Noether’s anden Isomorfisaetning, at ekstergj kontraktion, som
defineret ovenfor, er en bijektiv forbindelse mellem ideak, som indeholdet, og samtlige
idealeriR/a. Detskal altsa vises, at primideal svarer til primideal@edne forbindelse. Men
det fglger af Noether's anden Isomorfi: for idealer, der svél hinanden ved den bijektive
forbindelse, er de tilhgrende kvotientringe isomorfe. Ree er altsa et integritetsomrade,
hvis og kun hvis den anden er. Desuden fglger, at for tilsudeg@rimidealer er de tilhgrende
kvotientringe isomorfe.

Endelig er den naturlige isomorfi (4.12.1) blot isomorfierd231) anvendt p& := R \ p.
Som nzevnti Bemaerkning (3.14) kan hgjresideni (3.12.1) igeféd ved at lokaliseras /a M
somR /a-modul mht billede® S; og det er klart, at dette billede netop er komplementsermaeng
deniR/a til primidealetp/a. a
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(4.14) Lokaliseringsprincip. Lad S vaere en multiplikativ delmaengde Rf og betragt den
kanoniske homomork — S~IR. Da vil ekstension og kontraktion,

pr>S og q— RNg,

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem pa denséde de primidealgri R, som
er disjunkte med, og p& den anden side samtlige primideglés—'R. For et primideap
disjunkt medS gaelder, at kvotientes 'R / S~ er isomorf med lokaliseringen af integritets-
omradetR /p mht billedet afS i R /p. Endelig findes, for hver modl og hvert primideal
p der er disjunkt med, en naturlig isomorfi,

(™M) g1, = M, (4.14.1)

Bevis.Det er klart, at idealeS 1 netop er ekstensionensaf Det skal vises, at kontraktion af
et primidealy er et primidealp = RNqdisjunkt medS, og at ekstension af et primidgalder
er disjunkt meds, er et primidealS—%. Videre skal det vises, at kontraktion og ekstension er
,hinandens inverse®, alts& sitlyo = g og R N S~ = p. Idet S betegner billedmaengden af
S ved den kanoniske homomoRi— R/p, skal det endelig vises, &R /S~ er isomorf
medS—1(R/p).

Betragt farst i brakringes—1R et primidealq. Det er klart, at kontraktionenq er et
primideal i R. Videre fglger det af Isomorfiseetning for brekmoduler (3, Hq = S~ yo.
Af Korollar til Isomorfisaetningen (3.12) faglger nu viderégg N S = .

Betragt omvendt iR et primidealp, der er disjunkt meds. Af Isomorfiseetningen for
brgkmoduler (3.10) fas nu en naturlig isomorfi,

STIR/S™Y = STHR/p).

Som naevnt i Observation (3.13) er hgjresiden netop breémisg! (R /p), og isomorfien er
isomorfi af ringe. Hermed er den anfgrte isomorfi mellem riatgbleret. Forudsaetningen
omatSNp = @ betyder preecis, dtikke indeholder nul-elementeRi/p. Hajresiden er derfor
brgkringen af et integritetsomrade mht en multiplikativnoengde, der ikke indeholder O.
Af Seetning (3.6) falger derfor, at hgjresiden er et integsibmrade. Altsa er venstresiden et
integritetsomréde. Falgelig 6r'p et primideal i ringers—1R.

Betragt videre kontraktioneR N S~%. Kontraktionen er kernen for den sammensatte
homomorfiR — S~1R — S~1R/S~%. Det er Kklart, at denne homomorfi er den samme
som den sammensatte homom&fi-~ R/p — S~XR/p). Kontraktionen er fglgelig kernen
for denne sidste sammensatte homomorfi. Her er homomakfien— S—1(R/p) injektiv,
jfr Seetning (3.6). Kontraktionen er derfor kernen for honoofien R — R/p. Falgelig er
kontraktionen lig meg.

Hermed er vist, at kontraktion og ekstension,Bmandens inverse“ pa de betragtede
maengder af primidealer. Den anfgrte isomorfi mellem ringe btableret undervejs.
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Betragt endelig e®-modul M og et primideap disjunkt medS. Venstresiden af (4.14.1)
bestar af braker, hvor teeller og neevner er brgker, af formen

x/s1
t/s2

Teellerenx/s1 tilherer S~1M, og naevneren/ss, tilhgrer komplementaermaengden til primi-
dealetS—1p. Hagjresiden af (4.14.1) bestér af brgkeir, hvor naevneren tilhgrer komple-
mentaermaengden til Det er nu let at vise, at forskriften, der til en breks pa hgjresiden
af (4.14.1) lader svare bragkén/1)/(t/1) pa venstresiden, er en veldefineret injektiv homo-
morfi. For at vise, at denne homomorfi er surjektiv betragtebrek ). Brokensiso/1
tilharer ikke ekstensionefi—1p, thi ellers villesis, tilhgre kontraktionerp, i modstrid med
ats1so tilhgrer S som er disjunkt med. Falgelig gaelder(S—lM)Sflp ligningen,

x/s1_ (as2/Dx/s1) _ sax/1
t/s2  (s1s2/D)(t/s2)  s1t/1’
og heraf falger surjektiviteten. a

(%)

(4.15) Bemeerkning. To specialtilfeelde af Lokaliseringsprincippet skal freseNes:

(1) Lad f veere et elementR. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige pri-
midealer i brgkringerRy, og de primidealer R, som ikke indeholdey. Dette falger af at
brgkringenR er lokaliseringen ak mht meengden af potensgf; et primideal er gjensynlig
disjunkt med denne meengde, hvis og kun hvis det ikke indeingld

(2) Lad p veere et primideal iR. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige
primidealer i brgkringerR,, og de primidealer R, som er indeholdt p. Dette falger af at
brgkringenk, er lokaliseringen ak mht til komplementaermaengdén= R\ p; et primideal
er disjunkt med denne komplementaermaengde, hvis og kun éwes thdeholdt p.

Yderligere geelder, at brakringd?), er en lokal ring med maksimalidealek,. Et aegte
ideal i brgkringen, dvs et ideal forskelligt fi,, har nemlig formemR,, hvora er et ideal
i R disjunkt meds, jfr Korollar (3.12). Ata er disjunkt medS betyder ain C p. Altsa er
aR, C pR,. Ethvert aegte ideal er altsa indeholgR,,.

Endelig geelder, at restklasselegemRgty R, er isomorft med brgklegemet for integritets-
omradetR /p. Af beskrivelsen i Lokaliseringsprincippet falger nemlig restklasselegemet
er brgkringen foR /p mht til billedetS af S, og das er komplementaermaengdenjlbestar
S netop af elementerne forskellige fra ®jp.

(4.16) Seetning.Ladm vaere et maksimalideaRi. Den lokale ringR ., har da maksimalidealet
mR.., 0g dens restklasselegeme er isomorft med leg&net Mere generelt findes for hver
R-modulM ogi > 1 en naturlig isomorfi,

M/m'M > My /m' My, (4.16.1)
Bevis.Den fagrste pastand falger af LokaliseringsprincippetBgmaerkning (4.15). Restk-

lasselegemeR,,, /mR,, er nemlig isomorft med brgklegemet for kvotient®ym. Dam er et
maksimalideal, er denne sidste kvotient et legeme, og ladtsded sit braklegeme.
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Lad nu S betegne komplementeermeaengden= R \ m. Hgjresiden i (4.16.1) er da
isomorf med brgkmodules—1(M/m! M), jfr Korollar (3.12). Det er séledes pastanden, at
den kanoniske homomot /m! M — S~1(M/m’ M) er en isomorfi.

Ifglge Lemma (3.4)(2) er det nok at vise for hvert elemeat S, at multiplikation med
er bijektiv pdM /m’ M. Das ikke tilhgrerm ogm er et maksimalideal, éRs +m = R. Der
findes altsa elementerc R ogm € m sa at 1= rs + m. Oplaftrs + m til i’te potens og
anvend den distributive lov. Herved fas en sum af led, hvérédd erm’ og hvor de gvrige
led indeholdes som faktor. Idet seettes uden for parentes i disse @vrige led, fremkommer
en ligning af formen,

1=r;s + mt.

Heraf fremgér det gnskede. Potenseéntilhgrer jom’, sa ligningen viser, at der for alle
x | M geelder, a¥;sx = srix er kongruent med modulom’ M. | kvotientenM /m' M er
multiplikation medr; derfor invers til multiplikation med. a

(4.17) Komaksimale idealer. To idealera og b i R kaldeskomaksimalghvis summer + b
er hele ringerk. Jjensynlig er betingelsen aekvivalent med at et-elemédnt#iagrera + b,
altsa aekvivalent med at der eksisterer en fremstilling,

l=a+b hvoraca, beb.

(4.18) Lemma. Lad a, b og ¢ veere idealer R. (1) Hvis a ogb er komaksimale, sa er
feellesmeaengden lig med produktet, @3 b = ab.

(2) Hvis a er komaksimal metl og komaksimal med, sa em komaksimal med produktet
be.

Bevis.djensynlig geelder for idealer, b og ¢ den distributive lovg(a + b) = ca + cb.
Det er klart, at (1) er en konsekvens af fglgende relatioredlam idealer:

anNnb=(@@Nb)a+b)=((@Nbla+(aNnb)b Cabanb.

Den farste relation geelder, daog b er komaksimale, den anden fglger af den distributive
lov, den tredie er oplagt idetN b er indeholdt i bade og b, og den sidste relation geelder
for vilkarlige idealer.

Af relationerneR = (a + b)(a + ¢) = aa + ac + ab + bc € a + be fglger tilsvarende
pastandeni (2). i

(4.19) Observation. Af definitionen fglger, at to forskellige maksimalideatey og my er
komaksimale. Da idealerne er forskellige, er summegnt+ mo nemlig effektivt starre end
(fx) m1, og dam; er et maksimalideal, falger detay + m, = R. Ved gentagen anvendelse
af Lemma (4.18)(2) felger det nu, at vilkarlige poten&éiL og mgz er komaksimale.

(4.20) Den Kinesiske Restklassesaetningaday, . . ., a, vaere et saet af parvis komaksimale
idealer. Daens---a, = a1 N---Na,, 0g der findes en naturlig isomorfi,

R/ay---a,— R/a1 x --- x R/a,.
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Bevis.Fori = 1,...,r betegnes med; produktet afa;’'erne for j # i. Ved gentagen
anvendelse af Lemma (4.18)(2) folger dety;ar komaksimal med:. Videre fglger ligheden
ap---a =apN---Na, af Lemma (4.18)(1) ved induktion.

Den sggte isomorfi fas ved at betragte den kanoniske afbiglder til hvert element i
R lader svare-seettet bestadende af restklassernembdulo hvert af de idealera;. Denne
kanoniske afbildning er gjensynlig en ringhomomorfi,

R — R/ay x--- X R/a,,

hvor hgjresiden eproduktringen med koordinatvise kompositioner. Kernen for denne rin-
ghomomorfi er feellesmaengdencferne, der ifalge det allerede viste er lig med produktet
af a;’erne. For at vise, at denne ringhomorfi inducerer en isonsorfi gnsket, er det derfor
nok at vise, at den er surjektiv.

Videre er det, da afbildningen er en ringhomomorfi, nok agvem i = 1, ..., r, at det
specieller-saet, der har restklassen af 1 moduylpa deni'te plads og 0 pa de gvrige pladser,
tilharer billedet. Hertil bemzaerkes, at daog a: er komaksimale, findes elementgre q;
oga, € a, sdledes at k= g; + a/. Betragt elementei.. Det tilhgrera; og dermed alle
a;’erne for j # i. Elementets restklasse modulper derfor lig med O forj # i. Desuden
era; — 1= —a; elementia;, sa era; er kongruent med 1 modulg. Restklassen modulg
af elementet er altsa lig med restklassen af 1.

Hermed er vist, at elementef ved den kanoniske afbildning afbildes p& det specielle
r-seet, som gnsket. a

(4.21) Eksempel.Den klassiske anvendelse af den kinesiske restklassespetrpa ringen
Z af hele tal. Her er alle idealer hovedidealer, dvs af formgnhvorn > 0. To hovedidealer
(n1) 0og (n2) er komaksimale, hvis og kun hvis talleng og n, er primiske, dvs ikke har
feelles primdivisorer. Dette fglger af at idealsumnten) + (n2) gjensynlig er hovedidealet
(d), hvord er den starste feelles divisor fog ogno; idealsummen er saledes hele ringgn
hvis og kun hvisi = 1 er den starste feelles divisor for og no.

Heraf fas den klassiske restklassesaetniRgr givne parvis primiske tal1, ..., n, og
n:=mny---n,er

Z[(n) —> Z[(n1) x -+ x Z/(ny).

(4.22) Opgaver.

1. Vis, for et primtal p, at idealet(p,X) i Z[X] er et maksimalideal, og beskriv legemet
Z[X]/(p,X). [Vink: Bestem en surjektiv ringhomomorfi ind det rigtige" legeme, med det
givne ideal som kerne.]

2. Vis, atidealet X, Y) i Q[X, Y] er et maksimalideal.

3. Vis, at idealerng0) ¢ (X) Cc (X,Y) C (X,Y,Z2)i Z[X, Y, Z] er primidealer. Er der
maksimalidealer imellem dem?

4. Vis, at hvisa er en faellesmeengde af primidealer, sé er Rad(a).

5. Vis, at en endelig feellesmaenggen - - - N p, af primidealer kun kan vaere et primideal,
hvis etp; er indeholdt i de gvrige.
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6. Vis, at hvis en familie af primideales;, i € I, er totalt ordnet (dvs, at for allg j er
pi C pjellerp; € p;), sa er feellesmaengdén, p; igen et primideal.

7. Vis, at Rad0) er delmaengden bestaende af alle nilpotente elemeRtetVYis, at

Rad0) = ().

hvor hgjresiden er feellesmaengden af alle primideaker{Vink: For at vise inklusionep>*
skal det vises, at hvig ikke er nilpotent, sa findes et primidgaimed f ¢ p. Anvend hertil
eksistensen af et primideal (endda et maksimalideal) enrRy.]

8. Lad I veere en maengde. Betragt ringRn:= IF2’ af alle funktioner/ — Fo. Vis, at
ved f — f~1(0) bestemmes en bijektiv afbildning & p& maengden af alle delmaengder af
I; den inverse afbildning knytter til en delmaenglleC I den karakteristiske funktion for
komplementeermaengdenfil Herved svarer delmaengderc R til systemer af delmaengder
F C P(I). Vis, ata C R er et aegte ideal, hvis og kun hyis C P(I) er etfilter pa I, dvs
opfylder fglgende: (1 2 F e F =— G € F,09 (2)F1, Fo € F — F1NFy € F,

og 3)F # 0 ogy¥ ¢ F. Vis, at fglgende betingelser er aekvivalente:a(gr et primideal,
(i) F er etultrafilter, dvs et filter som opfylder, at for enhver delmeaenddaf I geelder:

F € Fv UF e F, (iv) Filtret F er maksimalt blandt filtre, (iv} er et maksimalideal.

9. Betragt ringerk := F)' af alle felgere: N — F». Vis, at delmesengdem € R bestdende
af de faglger, der er O fra et vist trin, er et segte ideRl iKan du bestemme et maksimalideal
m medm 2 a?

10. Bestem en kaede af tre primideaperC p; C p2 i ringenQ[X, Y]. —Og i ringenZ[ X].

11. Betragt en ringhomomor®® — R’ og for idealera € R oga’ € R’ extensionR’a 0og

kontraktionRNa'. Vis, ata € RN R'aogatR’'(RNa’) C a'. Vis, at hvisa er en kontraktion,
saera = RN R'a, og hvisa’ er en extension, sa ef = R'(RNa).

12. Antag, atrR er lokal med maksimalideat. Vis, at hvis idealetn er endeligt frembragt,
s& er entem® = (0) for et (passende stork) eller ogsd em” > m*t! for allen. Vis, at
hvis den farste mulighed indtreeffer, s&nedet eneste primidealR.
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5. Graduerede ringe og moduler.

(5.1) Gradueret ring. Lad G vaere en ring. Ved egradueringaf G forstas da en familie af
(additive) undergruppet,, for n € Z, som opfylder falgende to betingelser:

(1) Som gruppe eG den direkte sum af undergruppergg. Med andre ord, hvert
elementg i G har en entydig fremstilling som en endelig sum,

§= an”’

hvor g, tilhgrer G, for allen € Z. (At summen er endelig betyder, at kun enelig
mangeg, i fremstillingen er forskellige fra 0.)
(2) For allei, j geelder, atG;G; < G, ;.
Gradueringen siges at veere gositiv gradueringhvisG,, = 0 forn < 0. En ringG med
en given graduering kaldes gnadueret ring
Antag, atG er en gradueret ring. Elementerne i undergrup@grsiges da at veerlgomo-
gene af grad, og fremstillingeni (1) af et elemept G kaldes detnomogene dekomposition
leddeneg,, kaldes ddhomogene komponentellerhomogene led g. Nul-elementet G til-
harer naturligvis enhver af gruppers,, sa det er homogent af enhver grad. Det falger af
betingelsen (1), at elementer forskellige fra O ikke kamatik to forskellige af undergrupperne
G;; homogene elementer forskellige fra 0 har altsa en veldefiggad.
Betingelsen (2) udsiger, at produkt af to homogene elemager er et homogent element,
0g mere praecist, at et produkt af to elementer, der er honecgfegradei og j, er homogent
af gradi + j.

(5.2) Observation. Et-elementet 1 G er homogent af grad 0. Et-elementet har nemlig en
homogen dekomposition,% )", g;. Erh et homogent element af gradfar vi ligningen,

h=1h=Y.gh.

Pa venstresiden arhomogent af grad. Pa hgjresiden er leddgt: homogent af graéd+n.
Af entydigheden af dekompositionen falger nu specielt, ata veere lig med det homogene
led af gradn pa hgjresiden, altsa at der geelder ligningens goh. Denne sidste ligning
geelder altsa nar er et homogent elemend. Ved addition sluttes s, at den geelder/inar
en endelig sum af homogene elementer. Ligningen goh geelder derfor for alle elementer
hi G. Men denne ligning betyder netop,gater et-elementetd. Altsa er 1= gg homogent
af grad 0.

UndergrupperGo i G er ifglge betingelsen (2) stabil under multiplikatione®,iog den
indeholder et-elementet. Den er derfor en delringzaf En gradueret rings kan altsa
naturligt opfattes som algebra ov@g. Bemeerk desuden, at de homogene undergrugper
er Go-moduler ifglge (2).

(5.3) Eksempel.Polynomiumsringel& = R[X1, ..., X4]i d variable ovelr er en gradueret
ring, idetG,, defineres som gruppen af polynomier, der (i seedvanlig flodjtar homogene
af gradn. Gradueringen er gjensynlig positiv.
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(5.4) Gradueret modul. Lad G veere en gradueret ring. Ein-modul M siges da at veere
gradueret hvis der iM er givet en familie af undergruppé,, for n € Z, som opfylder
folgende to betingelser:

(1) Som gruppe eM den direkte sum af undergrupperng,. Med andre ord, hvert
elementx i M har en entydig fremstilling som en endelig sum,

X = ann,

hvor x,, tilhgrer M,, for allen € Z.
(2) For allei, j geelder, aG;M; € M, ;.
Fremstillingeni (1) kaldes démomogene dekompositiafx, idet der for graduerede moduler
benyttes en sprogbrug ganske svarende til den der bengttgsaiduerede ringe.
Det er klart, atG, opfattet soniG-modul, er en gradueret modul.

(5.5) Homogen undermodul. Lad M veere en gradueret modul (over en gradueret €ig
En undermodulV i M siges da at veere dromogen undermoduhvis der for hvert element
x i N geelder, at de homogene led ogsa tilhgretv. Akvivalent betyder dette, at er sum
af undermodulerne,

N, =NNM,,

og det medfarer, at disse undermoduler er en graduering &n homogen undermodul er
altsa specielt selv en gradueret modul.

(5.6) Observation. En gradueret modu¥, der er frembragt af endelig mange elementer, er
ogsa frembragt af endelig mange homogene elementer. Eighnémirembragt af endelig
mange elementer i M, sa vil de homogene ledd'erne ogsa frembringd/. Omvendt er
det klart, at homogene elemente¥ivil frembringe en homogen undermodulA.

(5.7) Lemma. Lad G veere en gradueret ring, sdlede&atom algebra oves g er frembragt
af elementer G1. Da er gradueringenG positiv. Lad videre\l vaere en graduerét-modul
frembragt af endelig mange homogene elementer. Da geeldes: nHr mindre end den
mindste grad af disse frembringere, saver = 0. Hvisd er starre end eller lig med den
starste grad af disse frembringere, saWjl frembringe hele den homogene undermodul

Mg :=Mg®Mg11OMgi2®---.

Bevis.Da G er frembragt sonGg-algebra af elementer@, er hvert elemeng i G en
Go-linearkombination af endelige produkter af element@ri Et sddant produkt er homo-
gent af grad lig med antallet af faktorer, og graden eendiesildr produktet multipliceres
med en skalar fr&; specielt er graden altsa ikke-negativ. Ud fra linearkamatibnen fas
den homogene dekomposition ved at samle led, der har sanatde Der er sdledes ingen
homogene led ¢, der far negativ grad. Altsd &, = 0 forn < 0.

Lad nuM veere en graduerét-modul, og antag, a# er frembragt af endelig mange homo-
gene elementey,. Hvertelement i M er altsa erG-linearkombination aé,’erne. Indsaettes
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i en sadan linearkombination for hver af koefficienterneli@mogene dekomposition, og vi-
dere, for hvert af disse homogene elementefiemstillingen som eid o-linearkombination
af endelige produkter af elementei, fas en fremstilling afk som en endelig sum af pro-
dukter af formeme,, hvor i er et produkt af et elementGip og endelig mange elementer
i G1. Elementet: har ikke-negativ grad, og graden af produkie} er derfor stgrre end
eller lig med graden af,. Graden af produktéte, kan derfor aldrig veere mindre end den
mindste grad aé,’erne. Nam er mindre end denne mindste grad, Maaltsa veere lig med
0.

Lad nud,, veere graden af frembringeregn. Antag, atd er starre end eller lig med hvert af
d,’erne. Betragt et elementi M,,, hvorn > d. Ifglge det foregdende haren fremstilling
som en sum af produktée,, hvorh er et produkt af et elemengip og endelig mange faktorer
I G1. Dax er homogent af grad, kan man fra fremstillingen bortkaste eventuelle produkte
he, som ikke er af grad. Det kan altsa antages, at alle produktey i fremstillingen har
gradn. Nu varh et produkt beskrevet ovenfor, dgs grad er derfor lig med antallet af
faktorer fraG;. Pa den anden side har produktet, gradenn, ogn > d > d,. Ved at
samle faktorerne i passende kah derfor skrives som et produkts” saledes ak”¢e, har
gradd. Hvert led i fremstillingen af kan altsa skrives som et produke, hvore € M,
ogh’ € G,_4. Specielt ses, at er enG-linearkombination af elementerM,;. Dax var
et vilkarligt element iM,, for n > d falger det, at hvert element i undermoduléi.; er en
G-linearkombination af elementeM,. 0

(5.8) Homogen afbildning. Lad M og N veere graduerede moduler. En lineaer afbildning
f: M — N siges da at veetgomogenhvis der geelder
f(M,) C N, for allen.

Lidt mere generelt sigeg at veerenomogen af grad, hvis f (M,,) € N,,4; for allei. Det er
klart, at kernen for en homogen homomaffiM — N er en homogen undermoduM og
at billedet er en homogen undermodw i



