
KomAlg Ringe og moduler 1.1

Om ringe og moduler

1. Nogle grundbegreber.

(1.1). I det følgende betegnerR en ring. Her, som overalt i dette kursus, forudsættes, at
ringen erkommutativ, dvs at multiplikationen er kommutativ:rs = sr for alle elementerr, s
i ringen. Videre forudsættes overalt, at ringen har etet-element, dvs at der findes et element
1 i ringen, så at 1r = r for alle elementerr i ringen. Et-elementet er med andre ord neutralt
element for multiplikationen. Ringensnul-elementer det neutrale element for additionen.
Det betegnes 0, og det er karakteriseret vedr + 0 = r. Hvert elementr i R har et inverst
med hensyn til additionen: det er detmodsatte element, betegnet−r. Det er ikke udelukket,
at nul-elementet og et-elementet iR er det samme element. Hvis 0= 1, så sluttes imidlertid,
atr = 1r = 0r = 0; ringen indeholder altså så kun ét element, nemlig nul-elementet, og den
kaldes ogsånul-ringenog betegnes 0.

Et element iR, der har et inverst med hensyn til multiplikationen, siges blot at være et
invertibelt i R. Et sådant element kaldes også enenhedi R. At r er invertibelt iR betyder, at
der findes et elementr ′ i R, således atrr ′ = 1. Elementetr ′ er detinverseelement, betegnet
r−1. De invertible elementer iR udgør, med multiplikation som komposition, en gruppe
betegnetR∗.

Et elementr i R kaldesnilpotent, hvis der findes en eksponentn således atrn = 0, det
kaldesidempotent, hvisr2 = r, og det kaldesinvolutorisk, hvisr2 = 1.

(1.2) Definition. Et elementr i R kaldes ennuldivisor, hvis der findes et elementa 6= 0 i
R, således atra = 0, og det kaldesregulært, hvis det ikke er en nuldivisor. Bemærk, at der
ikke findes nogen nuldivisorer i nul-ringen. I alle andre ringe er nulelementet en nul-divisor.
Ringen kaldes etintegritetsområde, hvis ringen ikke er nul-ringen og den eneste nuldivisor
er nul-elementet. Den sidste betingelse kan udtrykkes vednul-reglen: af ra = 0 følger at
r = 0 eller ata = 0.

RingenR kaldes etlegeme, hvisR ikke er nul-ringen og hvis alle elementer forskellige
fra 0 er invertible iR. Bemærk, at et legeme er et integritetsområde. Af en ligningra = 0,
hvor r 6= 0, fås nemlig ved multiplikation medr−1 ata = 0.

RingenZ af hele tal er et integritetsområde. RingeneQ, R ogC af henholdsvis rationale,
reelle og komplekse tal er legemer.

(1.3) Karakteristik. Lad 1 være et-elementet iR. Det er ikke udelukket, at der findes
naturlige taln således at

n
︷ ︸︸ ︷

1 + · · · + 1 = 0. (1.3.1)
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Hvis der findes sådanne taln, så kaldes det mindste af disse også for ringenskarakteristik.
Alle tal n, for hvilke (1.3.1) er opfyldt, vil så være multipla af karakteristikken. Hvis ligningen
(1.3.1) ikke er opfyldt for noget taln, siges ringen at have karakteristik 0.

(1.4) Ringhomomorfi. En afbildningθ : S → R mellem ringe kaldes en (ring-)homomorfi,
hvisθ bevarer addition og multiplikation og afbilder et-elementet i S over i et-elementet iR.
Betingelserne kan udtrykkes ved ligningerneϕ(s + t) = ϕ(s)+ ϕ(t), ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t) og
ϕ(1) = 1. Homomorfien kaldes enisomorfi, hvis den er bijektiv.

En delmængdeR′ afR, som er stabil under addition og multiplikation, og som selver en
ring med samme et-element somR, kaldes endelringafR. Bemærk, at den sidste betingelse
er nødvendig for at sikre, at inklusionsafbildningens 7→ s er en ringhomomorfiR′ → R.

(1.5) Ideal. En delmængdea afR kaldes etideal, hvisa er en undergruppe i ringens additive
gruppe oga desuden er stabil med hensyn til multiplikation med et vilkårligt element fraR.
Den sidste betingelse betyder, at der for alle elementera i a og r i R gælder, at produktetra
tilhørera.

De trivielle idealer er delmængderne{0} ogR. Idealer, der er forskellige fraR, kaldes
ogsåægte idealer. Bemærk, at et ideala i R er et ægte ideal, hvis og kun hvis et-elementet 1
ikke tilhørera. Er nemlig 1∈ a, så følger for hvert elementr i R, atr = r1 ∈ a.

Et ideala kaldes ethovedideal, hvis der ia findes et elementa, således ata består af alle
multipla af a, dvsa = Ra = {ra | r ∈ R}. Idealet siges da at være frembragt afa, og det
betegnes også(a). Ringen kaldes enhovedidealring, hvis alle idealer er hovedidealer, og et
hovedidealområde(eller etPID), hvis den desuden er et integritetsområde.

De trivielle idealer er hovedidealer: hovedidealet(0) består kun af nul-elementet, og
hovedidealet(1) består af alle elementer iR. Bemærk videre, at hovedidealet(a) er et ægte
ideal, hvis og kun hvisa ikke er et invertibelt element. Er nemlig(a) = R, så er specielt 1
element i(a). Følgelig er 1= sa, hvors ∈ R, og så era invertibel. Antag omvendt, ata er
invertibel, altså at der findess i R så atsa = 1. Da gælder for hvert elementr, at r = rsa

tilhører(a).

(1.6) Faktorielle ringe. Antag, atR er et integritetsområde. Et elementp i R, som ikke
er 0 og ikke er en enhed, kaldesirreducibelt, hvis det kun på triviel måde kan skrives som
et produktp = rs. Det kaldes etprimelement, hvis det opfylder følgende: hvisp går op i
et produktrs, så gårp op i en af faktorerner og s. Det er let at vise, at et primelement er
irreducibelt.

RingenR siges at værefaktoriel(eller etUFD), hvis hvert element iR, der ikke er 0 og ikke
er en enhed, kan skrives som produkt af primelementer. Ækvivalent er betingelsen, at hvert
element, som ikke er 0 og ikke er en enhed, entydigt kan skrivesom produkt af irreducible
elementer. En faktoriel ring siges også at være en ring medentydig primopløsning. Det er
velkendt, at et hovedidealområde er en faktoriel ring (

”
Et PID er et UFD“). To elementer i en

faktoriel ring kaldesprimiske, hvis deres fælles divisorer kun er enhederne.

(1.7) Idealoperationerne.Lada ogb være idealer iR. Det er klart, at fællesmængdena∩ b

igen er et ideal. Vedsummena + b forstås idealet bestående af summera+ b, hvora ∈ a og
b ∈ b. Vedproduktetab forstås idealet bestående af alle endelige summer af produkter ab,
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hvora ∈ a ogb ∈ b. VedradikaletRada forstås idealet bestående af de elementerr i R, der
har en potensrn, som tilhørera.

Bemærk, at produktetab er indeholdt i fællesmængdena∩b. Bemærk videre, at radikalet
Rad(0) af det trivielle ideal(0) består af de nilpotente elementer iR.

(1.8) Kvotientring. Til hvert ideala i R hører som bekendt en kongruensrelation: To ele-
menterr ogr ′ erkongruente moduloa, hvis differensenr ′ − r tilhørera. Kongruens modulo
a er en ækvivalensrelation, og ækvivalensklasserne kaldes ogsårestklasser(eller sideklas-
ser). Den tilhørendekvotientring, dvs mængden af restklasser, betegnesR/a. Restklasser
komponeres ved regning medrepræsentanter.

RinghomomorfienR → R/a, der afbilder et elementr i R over i den ækvivalensklasse,
der indeholderr, kaldes denkanoniskehomomorfi, og den betegnesr 7→ r̂.

Ladθ : R → S være en ringhomomorfi. Da udsigerIsomorfisætning for ringesom bekendt
følgende:Kernen forθ , dvs originalmængdenθ−1(0), er et ideal iR, billedetθ(R) er en
delring afS, ogθ inducerer en naturlig isomorfi fra kvotientringenR/θ−1(0) på billedringen
θ(R).

(1.9) Polynomiumsringen.MedR[X] betegnes ringen afpolynomiermed koefficienter iR.
Elementerne iR[X] er endelige summer,

f = r0 + r1X + · · · + rnX
n.

Hvis polynomiet ikke ernul-polynomiet, dvs hvis et afri ’erne er forskelligt fra 0, defineres
polynomietsgrad som det størstei for hvilket ri 6= 0. Den tilsvarende koefficientri kaldes
højestegradskoefficienteneller denledende koefficient. Hvis den er lig med 1, siges polyno-
miet at være etnormeret polynomium(eller et monisk polynomium). Når nul-polynomiet
tillægges en grad, forudsættes altid, at denne grad er mindre end alle andre grader, og specielt,
at denne grad er mindre end 0. Graden af et polynomiumf betegnes deg(f ). Polynomierne
af grad mindre end eller lig med 0 kaldeskonstante polynomier. De udgør iR[X] en delring,
der er isomorf medR.

Ved multiplikation af polynomier multipliceres specielt højestegradskoefficienterne. Det
ses specielt, athvisR er et integritetsområde, så er også polynomiumsringenR[X] et inte-
gritetsområde, og graden af et produkt er summen af graderne.

(1.10) Division med rest. Lad der iR[X] være givet et normeret polynomiumd af gradn.
Sætningen omdivision med restudsigerda, at hvert polynomiumf haren entydig fremstilling,

f = qd + r,

hvor polynomietr er af lavere grad endd, dvs af grad højstn− 1.
Polynomier af formenqd udgør hovedidealet(d). Alternativt udtrykker sætningen derfor,

at hvert polynomiumf modulo(d) er kongruent med et entydigt bestemt polynomium af
formen,

r0 + r1X + · · · + rn−1X
n−1.
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Elementerne i kvotientringenR[X]/(d) er restklasser̂f af polynomierf . Sættesξ := X̂, er
sætningen ækvivalent med følgende resultat:Hver restklasse iR[X]/(d) har en fremstilling,

r0 + r1ξ + · · · + rn−1ξ
n−1,

hvor ri ’erne er entydigt bestemte elementer iR.

(1.11) Rødder. Et elementa i R siges at værerod i polynomietf , hvisf (a) = 0. For et
givet elementa i R kan sætningen om division med rest anvendes på førstegradspolynomiet
X − a. Som resultat fås en fremstilling,f = q (X − a) + r, hvor graden af restpolynomiet
r er mindre end 1. Restpolynomietr er altså et konstant polynomium. Ved indsættelse afa

ses, at konstanten erf (a). Fremstillingen har altså formen,

f = q (X − a)+ f (a).

Specielt aflæses heraf, ata er rod if , hvis og kun hvisf er delelig med førstegradspolynomiet
X − a.

Hvis polynomietq har en rod kan processen gentages. Det er let herved at indse følgende:
Hvis R er et integritetsområde, så har hvert polynomiumf 6= 0 en entydig fremstilling af
formen,

f = q(X − a1)
n1 · · · (X − ar )

nr , (1.11.1)

hvorq er et polynomium uden rødder iR.

(1.12). Det er velkendt, at polynomiumsringenk[X], med koefficienter i et legemek, er et
hovedidealområde. Specielt erk[X] en faktoriel ring. Ethvert ikke-konstant polynomium
kan altså skrives entydigt som produkt af irreducible polynomier. Enhederne er de kon-
stante polynomier forskellige fra 0, og ofte antages (implicit), at irreducible polynomier er
normerede.

Legemetk siges at være etalgebraisk afsluttet legeme, hvis hvert ikke-konstant polyno-
mium i k[X] har en rod ik. En ækvivalent betingelse er, at de irreducible polynomier(på nær
multiplikation med en konstant) netop er førstegradspolynomierneX − a for a ∈ k (dette
følger fx ved at betragte fremstillingen (1.11.1)). Yderligere gælder følgende resultat:

Antag, atk er et algebraisk afsluttet legeme. LadK være et legeme, som indeholderk, og
antag atK er af endelig dimension som vektorrum overk. Da erk = K.

Bevis.Ladα være et element iK. Det skal vises, atα tilhørerk. Betragt hertil potenserne
1, α, α2, . . . i K. DaK er af endelig dimension overk, findes blandt disse uendelig mange
potenser en ikke-triviel lineær relation, dvs en ligning afformena0α

n+a1α
n−1+· · ·+an = 0,

hvorai ∈ k og ikke alleai er lig med nul. Elementetα er med andre ord rod i et ikke-trivielt
polynomiumf i k[X]. Skriv nu f som produkt af irreducible polynomier,f = p1 · · ·pr .
Ved indsættelse afα fås ligningen 0= f (α) = p1(α) · · ·pr (α). DaK er et legeme, og
specielt et integritetsområde, følger det af ligningen, aten af faktorernepi(α) er lig med
0. Elementetα er således rod i et (normeret) irreducibelt polynomium. Dak er algebraisk
afsluttet, er dette irreducible polynomium af formenX − a, hvora ∈ k. At α er rod iX − a

betyder, atα = a. Altså erα element ik, som ønsket.
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(1.13) Algebraens fundamentalsætning.udsiger, at legemetC af komplekse tal er et al-
gebraisk afsluttet legeme. De irreducible (normerede) polynomier i C[X] er altså netop
førstegradspolynomierneX− a for a ∈ C. Som konsekvens fås følgende resultat om ringen
af polynomierR[X] med reelle koefficienter:

De irreducible (normerede) polynomier iR[X] er netop polynomierneX−a for a ∈ R og
andengradspolynomierne uden (reelle) rødder, dvs polynomierne af formen(X − a)2 + b2,
hvorb 6= 0.

Bevis.Antag nemlig, atf er et irreducibelt (normeret) polynomium iR[X]. Hvis f har en
reel roda, så erf delelig medX−a, jfr (1.11), og følgelig erf = X−a, daf er irreducibel.
Antag derfor, atf ikke har reelle rødder. Da harf en kompleks rodα, og medα er også det
komplekst konjugerede talα rod i f . Disse tal er forskellige, så inden forC[X] er f delelig
med produktetp = (X − α)(X − α). Polynomietp har reelle koefficienter, og er af den
ønskede form. I ringenC[X] gårp op i f ; det følger så, fx af Sætningen om division med
rest, atp også i ringenR[X] går op if . Daf er irreducibelt, følger det endeligt atf = p,
som ønsket.

Yderligere fås følgende resultat:LadK være et legeme, som indeholderR, og antag atK
har endelig dimension som vektorrum overR. Da er entenK = R ellerK er isomorf medC

Bevis.Antag, atR ⊂ K, og betragt et elementα i overskudsmængden. Som i (1.12) indses,
atα er rod i et irreducibelt polynomiump i R[X]. Daα /∈ R, kanp ikke være et førstegrads-
polynomium. Af det foregående resultat følger derfor, atp er et andengradspolynomium
p = (X − a)2 + b2, hvor a, b er reelle ogb 6= 0. Sæt nuj := (α − a)/b. Af ligningen
p(α) = 0 følger da, atj2 +1 = 0. Det er herefter klart, at elementerne iK af formenx+yj ,
hvor x, y ∈ R, udgør et medC isomorft dellegeme afK. Af resultatet i (1.12), anvendt for
k = C, følger nu, atK er lig med dette dellegeme. Hermed er resultatet bevist.

(1.14) Flere variable.PolynomiumsringenR[X1, . . . , Xn] i n variable defineres ganske som
for én variabel. Elementerne iR[X1, . . . , Xn] er endelige summer,

F =
∑

i1,...,in

ri1,...,inX
i1
1 · · ·Xinn , (1.14.1)

altså en sum af endelige mange led af formenrX
i1
1 · · ·X

in
n . De specielle polynomier af

formenXi11 · · ·X
in
n kaldesmonomier, og summeni1+· · ·+ in er monomiets grad. Monomiet

X
i1
1 · · ·X

in
n siges atforekommei polynomietF , hvis den tilhørende koefficientri1,...,in er

forskellig fra 0. HvisF ikke er nul-polynomiet, defineresgradenaf F som den største grad
af et monomium, der forekommer iF .

Et polynomiumH kaldeshomogent, hvis alle monomier, der forekommer iH , har samme
grad. Ethvert polynomiumF kan fremstilles som en sum afhomogene ledFh: LeddetFh er
summen af de ledri1,...,inX

i1
1 · · ·X

in
n , der har gradenh.

Et polynomiumF kan
”
ordnes“ efter en af de variable, fx efterXn: Hermed menes, at

man omordner summen (1.14.1) således:

F =
∑

i

( ∑

i1,...,in−1

ri1,...,in−1,iX
i1
1 · · ·X

in−1
n−1

)

Xin
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den indre sum, for en fastværdi afi = 0, 1, . . . , har formenfiXin, så via omformningen
bliver F et polynomium i den ene variableXn, med koefficienterfi , der er polynomier i de
resterende variableX1, . . . , Xn−1. Specielt fås følgende induktive definition af polynomier:

R[X1, . . . , Xn] = R[X1, . . . , Xn−1][Xn]. (1.14.2)

Gauss’ Sætningudsiger, at hvisR er en faktoriel ring, så er også polynomiumsringenR[X]
en faktoriel ring. Ved induktion følger så, at nårR er faktoriel, så er også polynomium-
sringenR[X1, . . . , Xn] i n variable en faktoriel ring. Specielt følger det ved induktion,
at polynomiumsringenk[X1, . . . , Xn] med koefficienter i et legemek er en faktoriel ring.
[Induktionsstarten er her, at polynomiumsringenk[X] er faktoriel, jfr (1.12).]

Over en faktoriel ringR kan man, også i flere variable via (1.14.2), bruge

Eisenstein’s Irreducibilitetskriterium. Antag omf = a0X
n+a1X

n−1+· · ·+an ∈ R[X],
atf er primitivt (dvs intet primelement fraR går op i alleai) og at der findes et primelement
p ∈ R således, atp | ai for i = 1, . . . , n ogp2 ∤ an. Da erf irreducibel iR[X].

(1.15) Moduler. Ved enmodulM over ringenR (også kaldet enR-modul) forstås en kom-
mutativ (additivt skrevet) gruppeM, i hvilken der yderligere er givet enmultiplikation med
elementer fraR, dvs en afbildningR × M → M betegnet(r, x) 7→ rx, som opfylder de
linearitetskrav, der kendes fra vektorrum. Disse krav er følgende, for elementerr, s ∈ R og
x, y ∈ M:

r(x + y) = rx + ry, (r + s)x = rx + sx, (rs)x = r(sx), 1x = x.

I denne forbindelse kaldes elementerne i ringen ofteskalarer. Modulen, der har netop ét
element, kaldesnul-modulen, og den betegnes 0.

For moduler kan det af og til være bekvemt at bruge en udførlignotation af formen
(M,+, R), som indikerer navnet, additionen, og multiplikationen med skalarer fraR.

(1.16) Eksempler. Moduler over et legeme er blot vektorrum over dette legeme; specielt er
moduler overC (ellerR) er blot komplekse (eller reelle) vektorrum.

Moduler overZ er blot kommutative grupper i den forstand, er der for en givet kommutativ
gruppeM er en entydig måde hvorpå man kan definere multiplikation medskalarer fraZ:
Er der nemlig givet en sådan multiplikation, så følger af denden anden og den sidste ligning
ovenfor, forn ∈ Z, n > 1, at

nx = (

n
︷ ︸︸ ︷

1 + · · · + 1)x = (

n
︷ ︸︸ ︷

x + · · · + x);

multiplikationen afx medn er altså denn’te (additive) potens afx i gruppenM. Heraf følger
let, at også multiplikation med negative tal er bestemt ved den additive potens. Omvendt
følger det af de tre potensregler, for en given kommutativ gruppeM, at med additiv potens
som multiplikation med skalarer erM enZ-modul.

For en vilkårlig givet ringR er det mest oplagte eksempel på enR-modul mængdenRn

af søjler afn-sæt med koefficienter iR. Additionen og multiplikation med skalarer fraR
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er koordinatvise. Forn = 1 fås specielt ringenR opfattet som modul over sig selv. Hvis
M1, . . . ,Mn er givneR-moduler, defineres mere generelt dendirekte sum,

M1 ⊕ · · · ⊕Mn,

som mængden af allesøjleraf n-sætx = (x1, . . . , xn)
tr, hvorxi ∈ Mi . Addition og multi-

plikation med skalarer fraR defineres koordinatvis.

(1.17) Definition. En afbildningϕ : M → N mellem moduler kaldes en (modul-) homo-
morfi eller enR-lineærafbildning, hvis den bevarer addition og multiplikation med skalar.
Betingelsen kan udtrykkes ved ligningerneϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) og ϕ(rx) = rϕ(x).
Homomorfien kaldes enisomorfi, hvis den er bijektiv.

En modulM siges at væreendeligt frembragt, hvis der iM findes endelig mange elementer
e1, . . . , en således, at hvert elementx i M kan skrives som enlinearkombination,

x = r1e1 + · · · + rnen,

hvorri ’erne tilhørerR. Hvis sådanne fremstillinger er entydige, siges modulenM at være en
fri modul, og sættete1, . . . , en kaldes enbasisfor modulen. Det er let at se, atM er endeligt
frembragt, hvis og kun hvis der findes en surjektiv homomorfiRn → M, og atM er fri, hvis
og kun hvis der findes en isomorfiRn → M.

(1.18) Undermodul. LadM være enR-modul. EnundermodulN er da en delmængdeN
af M, som er stabil over for addition og multiplikation med skalarer fraR, og indeholder
modulens nul-element. Detrivielle undermodulerer heleM og undermodulen bestående
alene af nul-elementet iM; den sidste undermodul betegnes 0 eller(0).

For givne elementerx1, . . . , xm i M udgør mængden af alle linearkombinationer,

Rx1 + · · · + Rxm = { r1x1 + · · · + rnxn | r1, . . . , rn ∈ R },

en undermodul; det er undermodulenfrembragtaf x1, . . . , xn.
Bemærk, at i modulenR er undermodulerne netop idealerne i ringenR. Idealet frembragt

af endelig mange elementera1, . . . , an ∈ R betegnes næsten altid(a1, . . . , an).
LadN ogP være undermoduler iR-modulenM. Det er klart, at fællesmængdenN ∩ P

igen er en undermodul. VedsummenN+P forstås undermodulen bestående af summern+p,
hvor n ∈ N og p ∈ P . Lad a være et ideal iR. Ved produktetaN forstås undermodulen
bestående af alle endelige summer af produkteran, hvora ∈ a ogn ∈ N . Hvis idealet er et
hovedideal(a), så er produktet lig med undermodulenaN = {an | n ∈ N}.

(1.19) Kvotientmodul. Til hver undermodulN i M hører enkvotientmodulM/N : Elemen-
terne iM/N er restklasser(eller sideklasser) moduloN , dvs ækvivalensklasser svarende til
følgende ækvivalensrelation:

x ≡ x ′ DEF
⇐⇒ x ′ − x ∈ N.
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Relationen kaldes ogsåkongruens moduloN . Klassen, der indeholderx, er delmængden
x+N = {x+n | n ∈ N}. Når denne klasse opfattes som element iM/N betegnes den̄x, og
x siges at være enrepræsentantfor klassen. Kvotienten, dvs mængden af restklasser modulo
N , organiseres somR-modul ved regning med repræsentanter: LadU ogV være klasser, og
vælg repræsentanter,u forU ogv for V . SummenU+V er da klassen, der indeholderu+v,
og produktetrU (for r ∈ R) er klassen, der indeholder produktetru. Det følger umiddelbart
af disse definitioner, at der for allex, y i M og r i R gælder,

x̄ + ȳ = x+y, rx̄ = rx.

Afbildningenx 7→ x̄ er altså en homomorfiM → M/N , kaldet denkanoniske homomorfi.

Isomorfisætning for moduler. Lad ϕ : M → N være en modulhomomorfi. Da gælder:
Kernen forϕ, dvs originalmængdenϕ−1(0), er en undermodul iM, og billedetϕM er en
undermodul iN . Videre bestemmes ved

x̄ 7→ ϕ(x)

en veldefineret isomorfi fra kvotientmodulenM/ϕ−1(0) på billedmodulenϕM.

Bevis.Det vides allerede, fra Isomorfisætning for grupper, at forskriften bestemmer en vel-
defineret isomorfi fra kvotientgruppen til billedgruppen. Det skal altså blot tilføjes, at denne
isomorfi også bevarer multiplikation med skalarer. Og det følger af, atϕ er lineær.

(1.20) Annullator og nuldivisor; cyklisk modul. Ladx være et element i modulenM. Ved
r 7→ rx defineres da en homomorfiR → M. Kernen for denne homomorfi er en undermodul
i R, altså et ideal. Dette ideal består af de skalarerr, somannullererx, dvs opfylder, at
rx = 0, og det kaldes ogsåannullatorenfor elementetx, og det betegnes Ann(x).

Hvis ligningenrx = 0 er opfyldt medx 6= 0, kaldesr en nuldivisor påM. Mængden
af nul-divisorer, betegnetZR(M), er altså foreningsmængden af annullatorerne Ann(x) for
alle x 6= 0. De elementer iR, der ikke er nuldivisorer påM, siges også at væreregulære
påM. Er ligningenrx = 0 opfyldt med en skalarr, som ikke er nuldivisor iR, kaldesx et
torsionselement.

De skalarer, der annullerer alle elementer iM, udgør et ideal iR, kaldet modulensan-
nulllator, og betegnet AnnM.

Billedet ved homomorfienr 7→ rx består af elementerne iM af formenrx for r ∈ R, og
det betegnes ogsåRx. Isomorfisætningen er her en isomorfi,

R/Ann(x) ∼−→Rx.

ModulenM kaldescyklisk, hvis der iM findes et elemente således, atM = Re. Det fremgår
af det foregående, atM er cyklisk, hvis og kun hvisM er isomorf med en kvotientmodulR/a
afR modulo et ideal.
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(1.21) Struktursætning for endeligt frembragte moduler over et PID. Hvis R er et ho-
vedidealområde(et PID), så gælder, at enhver endelig frembragtR-modulM er en direkte
sum af cykliske moduler. Der findes med andre ord en isomorfi afR-moduler,

M ≃ R/a1 ⊕ · · · ⊕ R/an,

hvorai ’erne er(hoved-)idealer iR.

For R = Z og en endelig kommutativ gruppeM som modulen, er resultatet blot den
velkendte Struktursætning for endelige kommutative gruppe. Vi viser ikke det generelle
resultat.

(1.22) Determinant. For en (kvadratisk)(n× n)-matrixα = (αij )med koefficienterαij i R
betegnes medαj denj ’te søjle og mediα deni’te række iα. Videre defineresdeterminanten
af α ved udtrykket,

detα =
∑

σ∈Sn

sign(σ ) ασ1,1 · · ·ασn,n , (1.22.1)

hvor der summeres over alle permutationerσ = (σ1, . . . , σn) i den symmetriske gruppeSn.
Der ern! led i summen, og hvert led består ud over et fortegn af et produkt afn af matricens
elementer udvalgt ved hjælp af permutationenσ med ét element fra hver søjle og ét fra hver
række.

Det er let ud fra definitionen at vise de simple regler: Determinanten er alternerende
som funktion af søjlerne, dvsR-lineær som funktion af denk’te søjle (når de øvrige søjler
fastholdes) og lig med 0 når to søjler er ens. Det er en konsekvens, at når matricens søjler
permuteres, så multipliceres determinanten med permutationens fortegn. Desuden ændres
determinanten ikke, hvis matricen transponeres. Heraf følger videre, at determinanten også
er alternerende som funktion af rækkerne.

Endelig erdeterminanten multiplikativ:Er β endnu en(n× n)-matrix, så er det(βα) =

det(β) det(α). Mere generelt betragtesR-modulerM ogN og en alternerende afbildning
9 : Mn → N . Betragt to sætu = (u1, . . . , un) og v = (v1, . . . , vn) af n elementer iM.
Antag, at elementernevi i det andet sæt er bestemt som linearkombinationer af elementerne
u1, . . . , un i det første sæt; det svarer til en matrixligning,

(v1, . . . , vn) = (u1, . . . , un)α, (eller kort: v = uα)

som udtrykker, at deni’te koordinatvi på venstresiden er det produkt, der fås ved på højresiden
at gange rækken(u1, . . . , un) med deni’te søjle iα. Med denne antagelse gælder, at

9(uα) = det(α)9(u). (1.22.2)

Udregningen er umiddelbar: Medv = uα har vi vi =
∑n
σi=1 ασi ,iuσi , hvor vi har ladet

navnet på summationsindex afhænge afi. Da9 er lineær i hver variabel, følger det, at

9(uα) =

n
∑

σ1=1

· · ·

n
∑

σn=1

ασ1,1 · · ·ασn,n9(uσ1, . . . , uσn). (*)
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De mulige sæt af indices(σ1, . . . , σn)svarer til afbildningerneσ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, så
summen i (*) er over alle sådanne afbildninger. Daψ er alternerende, er leddet på højresiden
0, hvis to argumenter er ens. Det er derfor nok at summere overde afbildningerσ , der er
injektive (og dermed bijektive), dvs over permutationerneσ ∈ Sn. For en permutationσ
har vi, da9 er alternerende, at9(uσ1, . . . , uσn) = sign(σ )9(u1, . . . , un). Udtrykket i (*)
reduceres altså til følgende:

9(uα) =
∑

σ∈Sn

sign(σ ) ασ11 · · ·ασnn9(u);

det er, ifølge definitionen af determinanten, den ønskede formel (1.22.2). Formlen for deter-
minanten af et matrixprodukt, i formen det(βα) = det(α) det(β), følger af (1.22.2) ved at
bemærke, at i matrixproduktetγ = βα er deni’te søjle iγ præcis den linearkombination
af søjlerne iβ, hvis koefficienter er er deni’te søjle iα. Ligningenγ = βα svarer altså til
v = uα, medv = γ ogu = β.

(1.23) Cramer’s formler. Betragt nu for en given matrixα den matrix, der fås ved at erstatte
denk’te søjle i α med en søjlex. Determinanten af denne matrixudvikles efter denk’te
søjle. Det betyder følgende: I hvert led i summen i (1.22.1) er denk’te faktor efter fortegnet
et element fra matricensk’te søjle. For den betragtede matrix er denk’te faktor altså en af
koordinaternexj i x. Nu samles i summen alle led, hvor denk’te faktor erx1 (og x1 sættes
uden for parentes), dernæst samles alle led hvor denk’te faktor erx2 (og x2 sættes uden for
parentes), osv. Herved fremkommer et udtryk for determinanten, der øjensynlig har formen,

det(α1, . . . , x, . . . , αn) = α̃k1x1 + · · · + α̃knxn, (1.23.1)

hvor faktorerneα̃kj kun afhænger af matricenα og ikke af søjlenx. Følgelig kanα̃kj
bestemmes ved i udtrykket (1.23.1) at indsætte den søjlex, der har 1 på denj ’te plads og 0
på de øvrige pladser. Det følger, atα̃kj er determinanten af den matrix, der fås fraα ved at
erstatte elementet på pladsjk med 1 og erstatte de øvrige elementer i denk’te søjle med 0.
Determinanten af denne sidste matrix ændres øjensynlig ikke, hvis man yderligere erstatter
de øvrige elementer ij ’te række med 0.

Elementetα̃kj er uafhængigt af elementerne i denk’te søjle og denj ’te række. Derfor
giver et tilsvarende argumentudvikling efterl’te række:

det(1α, . . . , x
tr, . . . , nα)

tr = x1α̃1l + · · · + xnα̃nl, (1.23.2)

med densammematrix af koefficienter̃αij .
Matricenα̃ = α̃ij kaldtes klassisk denadjugeredetil matricenα; vi vil oftest kalde den for

kofaktormatricenfor α. Definitionen indeholder en slags
”
transponering“: Kofaktoreñαij er

determinanten af den matrix, der fås ved at erstatteαj i med 1 og de øvrige elementer ij ’te
række ogi’te søjle med 0. Sammenlignet med determinanten af den(n−1)×(n−1)-matrix,
der fås fraα ved at fjernej ’te række ogi’te søjle, er der også

”
indbygget“ et fortegn ĩαij .



KomAlg
30. marts 2007

Ringe og moduler 1.11

Bemærk, at højresiderne i formlerne (1.23.1) og (1.23.2) kan udtrykkes ved rækker og
søjler i matriceñα som, henholdsvis, produkternekα̃x ogxtrα̃l . Formlerne kan altså bruges
til at beregne matrixprodukternẽαx ogxtrα̃. Specielt, ved at anvende formlerne, nårx ogxtr

er søjler og rækker i matricenα, udledesCramer’s formler:

α̃α = αα̃ = det(α)1n,

hvor 1n er enhedsmatricen i Matn(R).

(1.24) Algebra. Ved engenerel algebraoverR forstås enR-modulA, i hvilken der er givet
en multiplikation(x, y) 7→ x ∗ y, som erR-lineær i hver variabel. Af lineariteten følger
specielt at multiplikationen er additiv i hver variabel, dvs at dendistributive lovgælder.

Specielle krav til multiplikationen giver specielle klasser af algebraer. Fx fastlægges en
Lie-algebraved følgende krav:

x ∗ x = 0, x ∗ (y ∗ z)+ y ∗ (z ∗ x)+ z ∗ (x ∗ y) = 0 x, y, z ∈ A.

Enassociativ algebra med et-elementfastlægges ved følgende krav:

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, 1A ∗ x = x ∗ 1A, x, y, z ∈ A

hvor 1A er algebraens et-element. Vi betragter udelukkende sådanne associative algebraer
med et-element, og vi reserverer betegnelsenR-algebra for denne type. I enR-algebraA
er der altså tre operationer: En addition(x, y) 7→ x + y som gør(A,+) til en kommutativ
gruppe, en multiplikation med skalarer fraR, (r, x) 7→ rx, som gør(A,+, R) til enR-modul,
og en multiplikation(x, y) 7→ x ∗ y, som gør(A,+, ∗ ) til en ring. Det kræves yderligere,
at multiplikation i ringenA og multiplikation med skalarer fraR harmonereri den forstand
at

r(x ∗ y) = (rx) ∗ y = x ∗ (ry).

Sædvanligvis skrives blotxy for x ∗ y.

(1.25) Opgaver.
1. Betragt i ringenZ (hoved)idealernea = (24) og b = (32). Bestem summena + b,U1
produktetab, og radikalerne Rad(a) og Rad(b).

2. Vis, at antallet af monomierXi11 · · ·X
in
n af gradd i R[X1, . . . , Xn] er bestemt ved bino-U1

mialkoefficienten
(
n+d−1
n−1

)

. [Vink: Etabler, forn-sæt af ikke-negative tal, en bijektiv kor-
respondence mellem sæt(i1, . . . , in) med sumd og strengt voksende sæt(j1, . . . , jn) med
jn = d + n− 1.]

3. Vis, at hvisR er delring af en ringA ogα1, . . . , αn er elementer iA, så erevaluering,

F =
∑

i1,...,in

ri1,...,inX
i1
1 · · ·Xinn 7→ F(α1, . . . , αn) =

∑

i1,...,in

ri1,...,inα
i1
1 · · ·αinn ,

en ringhomomorfiR[X1, . . . , Xn] → A.
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4. Vis, for elementerx i enR-modulM, at 0x = 0 og(−1)x = −x.U1

5. Er det virkelig korrekt at tale om søjlen(x1, . . . , xn)
tr? Er der ikke snarere tale om enU1

række?

6. Lad α ∈ Matpm(R) være enp × m-matrix. Vis, atx 7→ αx er enR-lineær afbildning
Rm → Rp. Vis, at enhverR-lineær afbildningRm → Rp er af denne form med en entydig
bestemt matrixα.

7. Lad der være givet en undermodulNi ⊆ Mi for i = 1, . . . , m. Bestem en isomorfi,

M1 ⊕ · · · ⊕Mm

N1 ⊕ · · · ⊕Nm

∼−→M1/N1 ⊕ · · · ⊕Mm/Nm.

8. Vis for elementerx1, . . . , xk i R, at(x1)+ · · · + (xk) = (x1, . . . , xk).

9. Beskriv, for et naturligt taln, idealet(n,X) i Z[X]. Vis, at idealet er kernen for en
”
oplagt“U1

homomorfiZ[X] → Z/n.

10. Beskriv idealet(X, Y ) i Q[X, Y ]. Vis, at(X, Y )2 = (X2, XY, Y 2), og at dette ideal ikkeU2
kan frembringes af færre end 3 polynomier.

11. Lad d være et normeret polynomium af gradd i R[X]. RingenR[X] og kvotienten
R[X]/(d) er specielt moduler overR. Ladξ være restklassen afX modulo(d). Vis, at den
potenser 1, ξ, . . . , ξn−1 er enR-basis forR[X]/(d).

12. Beskriv de cykliskeZ-moduler. Hvilken sammenhæng er der mellem elementorden ogU2
annullator for elementer i kommutative grupper?

13. For hvilke elementerx i R-modulenM er Ann(x) et ægte ideal?U2

14. Antag, atR er et integritetsområde. Hvad kan du sige om Ann(r) for r ∈ R?U2

15. Betragt for et ideala kvotientenR/a somR-modul. Lad1̄ ∈ R/a betegne restklassen af
1. Vis, at Ann(1̄) = a.

16. Hvad plejer vi at kalde cykliske undermoduler af en givenZ-modul?U2

17. HvisM er en fri modul med basise1, . . . , en, kaldes antalletn af basiselementer ogsåU2
modulensrang. Kan du finde et problem i denne definition? *Og løse det?

18. Vis, at en kvadratisk matrixα er invertibel i Matn(R), hvis og kun hvis detα er invertibel
i R.

19. Vis for en given mængdeI , at mængdenRI af alle afbildningerx : I → R på naturlig
måde er enR-modul. For et elementx ∈ RI og i ∈ I skrives oftexi = x(i) for værdien i
i; elmentetxi ∈ R er deni’te koordinataf x. Vis, at delmængden bestående af de elementer
x ∈ RI , der kun har endelig mange koordinater (evt ingen) forskellige fra 0, udgør en
undermodul afRI ; den betegnesR⊕I .

For i ∈ I betegnes medδi den karakteristiske funktion fori, dvs værdienδij er 1 (et-
elementet iR) nåri = j , og 0 ellers. Øjensynlig erδi ∈ R⊕I . Vis, at hvert elementx ∈ R⊕I

har en entydig fremstilling som en (endelig) linearkombination af elementerneδi , nemlig
som

x =
∑

i∈I
xiδi
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(hvor summen er endelig i den forstand, at skalarenxi kun er forskellig fra 0 i endelig mange
af leddene).

Oftest identificeres elementernei ∈ I med de tilsvarende elementerδi , ogI opfattes som
delmængde afR⊕I . Man kan så tænke på elementerne iR⊕I somformelle linearkombinati-
oneraf elementerne i den givne mængde. ModulenR⊕I kaldes den frie modul med basisI .
Vis, at enhver afbildningϕ : I → M, fra mængdenI til enR-modulM, entydigt kan udvides
til en lineær afbildningϕ̃ : R⊕I → M.

20. Elementerne i en direkte sumM1 ⊕· · ·⊕Mn er søjler afn-sætx, hvor deni’te koordinat
xi tilhørerMi . Betragt for simpelheds skyld tilfældetn = 2, altså en direkte sumP ⊕Q. I
overensstemmelse med denne konvention skrives homomorfierind i P ⊕Q som søjler: idet
ϕ : M → P ogψ : M → Q er givne homomorfier, betegner søjlen

(
ϕ
ψ

)

homomorfien,

(
ϕ

ψ

)

: M → P ⊕Q, bestemt vedx 7→

(
ϕ

ψ

)

x =

(
ϕx

ψx

)

.

Tilsvarende skrives homomorfierfra P ⊕Q som rækker: idetα : P → N ogβ : Q → N er
givne homomorfier, betegner rækken(α β) homomorfien,

(α β) : P ⊕Q → N bestemt ved

(
x

y

)

7→ (α β)

(
x

y

)

= αx + βy.

Betragt mere generelt to direkte summerM = M1 ⊕ · · · ⊕Mm ogN = N1 ⊕ · · · ⊕ Np.
Vis, at de lineære afbildningerα : M → N er afbildningernex 7→ αx, hvorα er enp ×m-
matrix af lineære afbildninger(mere præcist, hvorα på pladsi, j har en lineær afbildning
αij : Mj → Ni).

21. Vis, at hvis(A,+, · , R) er enR-algebra (associativ, med et-element, det forudsættes
altid), så defineres ved

r 7→ r1A

en ringhomomorfiϕ : R → A som opfylderrx = ϕ(r)x. Præciser, hvad der menes med
følgende påstand: En kommutativR-algebraA er

”
det samme som“ en kommutativ ringA

med en ringhomomorfiϕ : R → A. Og vis påstanden. Hvorfor indgår ordet
”
kommutativ“ i

påstanden?

22. Bestem, for polynomiumsringen im+ k variable, en isomorfi,

R[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yk]/(Y1, . . . , Yk)
∼−→R[X1, . . . , Xm].

23. Antag, atR er et PID. Vis, at enhver undermodulK ⊆ Rn er fri, og at der for rangen,U2
dvs elementantallet i en basis, gælder rkK 6 n.

24. Vis for et ideala ⊆ R, at delmængden Rad(a) faktisk er et ideal iR, og ata ⊆ Rad(a).H1
Vis, at for et primidealp er Rad(p) = p; og mere generelt: Rad(pn) = p for n > 1.

25. Vis for et ideala i R og en modulM, at mængdenaM, af alle summer af produkteraxU3
for a ∈ a og x ∈ M, er en undermodul. Vis (og præciser), at kvotientenM/aM naturligt er
enR/a-modul.
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26. Lad p være et primtal og ladM være en endelig kommutativ gruppe (additivt skre-U3
vet). Vis, atM/pM naturligt er et vektorrum overFp. Vis, at vektorrumsdimensionen af
M/pM er

”
relateret“ til de cykliske grupper af primtalspotensorden, der indgår iM ifølge

Struktursætningen for endelige kommutative grupper.

27. Vis, at de lineære afbildningere : Rn → M er afbildningerne af formene(x) =

(e1, . . . , en) svarende til et sæt afn elementere1, . . . , en i R-modulenM.
Vis, at sættet(e1, . . . , en) er et frembringersystem forM, hvis og kun hvise : Rn → M

er surjektiv. Sættet(e1, . . . , en) er lineært uafhængigt, hvis den enestelineære relation
x1e1 + · · · + xnen = 0 er dentrivielle, hvor x1 = · · · = xn = 0. Vis, at sættet er lineært
uafhængigt, hvis og kun hvise : Rn → M er injektiv. Vis, at sættet er en basis forM, hvis
og kune : Rn → M er en isomorfi.

28. Det er et fundamentalt resultat i lineær algebra, at en lineær afbildningα : Rd → Rd er
injektiv, hvis og kun hvis determinanten det(α) ikke er en nuldivisor, dvs hvis og kun hvis
multiplikation med det(α) er en injektiv afbildningR → R. Vis, at

”
hvis“ følger af Cramer’s

formler. Det generelle resultat er ikke så let at eftervise.Vis resultatet for integritetsområder
R. Vis, ved hjælp af resultatet, at en lineær afbildningRn → Rd kun kan være injektiv når
n 6 d (eller nårR er nulringen).

Ved rangenaf en modulM, betegnet rkM, forstås det største antal elementer, der kan
være i et lineært uafhængigt system iM. Ved frembringerdimensionen, betegnet dimgenM,
forstås det mindste antal elemeneter, der kan være i et frembringersystem forM. [Bemærk, at
notationen dimgenM ikke er en standardnotation.] Vis, ved hjælp af resultatet,at der generelt
gælder rkM 6 dimgenM. Vis yderligere, at hvisM er endeligt frembragt, så erM fri, hvis
og kun hvis rkM = dimgenM.

29. Vis, at de cykliske modulerR/a ogR/b er isomorfe, hvis og kun hvis idealernea ogH1
b er det samme:a = b. [Vink: Overvej, hvordan du ud fraR-modulenR/a kan bestemme
idealeta.]

30. Antag, atx ∈ R er nilpotent. Vis, at så er 1+ x invertibel iR.H2

31. Betragt polynomiumsringenG = R[X1, . . . , Xn]. Vis, for idealetM = (X1, . . . , Xn)

i G, atG/M = R. LadGd være undergruppen af homogene polynomier af gradd. Det
er en friR-modul, der som basis har monomierne af gradd. Vis, atGd ⊆ Md . Vis, at
Md/Md+1 er en modul overG/M = R. Beskriv Md , og bestem en naturligR-lineær
isomorfiMd = Gd ⊕ Md+1. Udled heraf enR-isomorfiGd

∼−→Md/Md+1.

32. Vis for enR-modulM oga ∈ R, at (a)M = aM (hvoraM := { ax | x ∈ M }).U6

33. Et elementx i R-modulenM kaldes ettorsionselement, hvis der findes en skalarr,
der ikke er nuldivisor iR, således, atrx = 0. Vis, at torsionselementerne iM udgør en
undermodulMtors afM og at kvotientmodulenM/Mtors er

”
torsionsfri“.

34. Antag, atR er et PID. Antag, atQ er enR-modul frembragt afe, f , og at der findes
en lineær relationae + bf = 0 meda 6= 0. Lad d være største fælles divisor fora, b.
Vis, at der findesx, y ∈ R således, atax + by = d, og at der så gælder: elementerne
ê = (a/d)e + (b/d)f og f̂ = −ye + xf frembringerQ ogdê = 0.
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Antag, atM er en endeligt frembragt torsionsfriR-modul (dvs Ann(x) = (0) for x 6= 0).
Vis, atM fri. [Vink: Vis, ved induktion eftern, at ethvert frembringersysteme1, . . . , en for
M, hvorn er mindst mulig, er en basis.

35. Vis, at enhver surjektiv homomorfiα : Rn → Rn er en isomorfi. [Vink: Vis, ved hjælpH3
af Cramer’s formler, at for kvadratiske matricerα, β medfører ligningenαβ = 1, atα er
invertibel medβ som den inverse.]

36. Den adjugerede til en 2× 2-matrix
(
a b

c d

)

er matricen
(
d −b

−c a

)

. I matricen
(

2 3
3 8

)

stårU9
tallene for deres restklasser modulo 24. Bestem den inversematrix.

37. Betragt en(n × k)-matrix β og en(k × p)-matrix α, og produktmatricenγ := βα.
Overvej om følgende matrixligninger er rigtige:

γi = (β1, . . . , βk)αi, (γ1, . . . , γp) = (β1, . . . , βk)α.

38. Antag, at9 : Mn → N er lineær i hver af den variable, og alternerende, dvs lig med 0
når to af den argumenter er ens. Vis, for(x1, . . . , xn) ∈ Mn og en permutationσ ∈ Sn, at
9(xσ1, . . . , xσn) = sign(σ )9(x1, . . . , xn).

39. Hvordan løser man ved hjælp af Cramer’s formler, for en invertibel matrixα i Matn(R),
et lineært ligningssystemαx = b?
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2. Kerne og kokerne. Exakte følger.

(2.1) Kerne og kokerne. Lad der være givet en homomorfi, dvs enR-lineær afbildning,
ϕ : M → N . Vedkernenfor ϕ forstås som bekendt originalmængdenϕ−1(0). Kernen beteg-
nes Kerϕ. Øjensynlig er kernen en undermodul afM. Videre erbilledetϕM en undermodul
afN . Vedkokernenfor ϕ forstås den tilhørende kvotientmodulN/ϕM. Kokernen betegnes
Cokerϕ.

Som bekendt erϕ injektiv, hvis og kun hvis Kerϕ = 0. Af definitionen fremgår umiddel-
bart, atϕ er surjektiv, hvis og kun hvis Cokerϕ = 0.

(2.2) Observation. Lad der være givet et kommutativt diagram af moduler,

M -
µ

M ′

?

ϕ
?
ϕ′

N -ν N ′.

[Her, som i det følgende, siges et diagram bestående af moduler og homomorfier at være
kommutativt, hvis det for hvilkesomhelst to modulerM og P i diagrammet gælder, at alle
homorfier fraM til P , der kan fås ved sammensætning af diagrammets homomorfier, er ens.]

I diagrammet er altsåνϕ = ϕ′µ. Homomorfienµ vil da afbilde undermodulen Kerϕ af
M ind i undermodulen Kerϕ′ afM ′. Antag nemlig, atx tilhører Kerϕ. Så er altsåϕx = 0,
og dermed ogsåνϕx = 0. Da diagrammet er kommutativt, følger det atϕ′µx = 0. Og det
betyder jo, atµx tilhører Kerϕ′.

Det kommutative diagram vil altsåinducereen homomorfi mellem kernerne,

Kerϕ → Kerϕ′.

Tilsvarende vilν afbilde undermodulenϕM afN ind i undermodulenϕ′M ′ afN ′. Heraf fås
en veldefineret afbildningN/ϕM → N ′/ϕ′M ′ mellem kvotienterne: en klasse iN/ϕM med
repræsentantenx ∈ N afbildes på den klasse iN ′/ϕ′M ′, som repræsenteres afνx ∈ N ′. Der
induceresaltså en homomorfi mellem kokernerne,

Cokerϕ → Cokerϕ′.

(2.3) Nulfølge og eksakt følge.Lad der være givet en følge af moduler og homomorfier,

· · · - Mi+1 -
ϕi+1

Mi
-
ϕi

Mi−1 - · · · .

Følgen kan være endelig, eller uendelig i en eller begge retninger. Følgen siges da at være en
nulfølge, hvis sammensætningen af to på hinanden følgende homomorfier altid er nul. Dette
betyder, at billedet afϕi+1 er indeholdt i kernen forϕi for alle i. Følgen kaldeseksakt i
modulenMi , hvis billedet afϕi+1 er lig med kernen forϕi , og den kaldes eneksakt følge,
hvis den er eksakt iMi for alle i.

I definitionen forudsættes naturligvis, atMi ikke er følgens første eller sidste modul,
således at bådeϕi+1 ogϕi er definerede.

˜/local/notes/komalg/mod2.tex 24-08-05 17:39:50
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(2.4) Observation. Betragt for en given homomorfiϕ : M → N følgerne herunder:

0 -M -
ϕ
N, (2.4.1)

M -
ϕ
N - 0, (2.4.2)

0 -M -
ϕ
N - 0. (2.4.3)

Følgen (2.4.1) er naturligvis en nulfølge. Billedet ved denførste homomorfi er nul-undermo-
dulen 0 iM. Følgen er altså eksakt, netop når kernen forϕ kun består af 0, altså netop nårϕ
er injektiv.

Tilsvarende ses, at følgen (2.4.2) er eksakt, netop nårϕ er surjektiv. Heraf ses, at følgen
(2.4.3) eksakt netop nårϕ er bijektiv, dvs en isomorfi.

Betragt nu videre følgerne:

0 -M -
ϕ
N -

ψ
P, (2.4.4)

M -
ϕ
N -

ψ
P - 0. (2.4.5)

Følgen (2.4.4) er eksakt iM, netop nårϕ er injektiv, dvs nårϕ afbilderM isomorft på billedet
ϕM. Den er eksakt iN , hvis ϕM er lig med kernen forψ . At følgen er eksakt betyder
altså atϕ afbilderM isomorft på kernen afψ . Lidt løst betyder det, atM

”
er“ kernen for

homomorfienψ .
Følgen (2.4.5) er eksakt iP , netop nårψ er surjektiv. LadK betegne kernen forψ .

Ifølge isomorfisætningen induceres da en injektiv homomorfiN/K → P med billedetψN .
Homomorfienψ er altså surjektiv, netop når den inducerede homomorfiN/K → P er en
isomorfi. At følgen er eksakt iN betyder, atK er lig med billedet afϕ, altså atN/K er lig
med kokernen forϕ. At følgen er eksakt betyder altså atψ afbilder kokernen forϕ isomorft
påP . Lidt løst betyder det, atP

”
er“ kokernen for homomorfienϕ.

(2.5) Isomorfisætning.Følgen,

0 - M -
ϕ
N -

ψ
P - 0,

er eksakt, hvis og kun hvisϕ
”
er“ inklusionen af en undermodul afN ogψ

”
er“ den kanoniske

homomorfi på den tilhørende kvotient.

Bevis.Påstanden er øjensynlig et specialtilfælde af overvejelserne i (2.4).

(2.6) Slangelemma.Lad der være givet et kommutativt diagram med eksakte rækker,

M ′ -
µ′

M -
µ

M ′′ - 0

?
ϕ′

?

ϕ
?

ϕ′′

0 - N ′ -ν
′

N -ν N ′′ .
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Da induceres naturligt en eksakt følge mellem kerner og kokerner,

Kerϕ′ - Kerϕ - Kerϕ′′ -δ Cokerϕ′ - Cokerϕ - Cokerϕ′′ .

Hvis homomorfienµ′ er injektiv, så er den første homomorfi mellem kernerne injektiv. Hvis
homomorfienν er surjektiv, så er den sidste homomorfi mellem kokernerne surjektiv.

(2.7) Kerne-kokerne-følgen.Følgen af kerner og kokerner i Slangelemma’et kaldeskerne-
kokerne-følgen. Homorfienδ, der indgår heri, kaldes også denforbindende homomorfi. Den
defineres således: Ladx være et element i kernen forϕ′′. Specielt erx så element iM ′′, og
da homomorfienµ er surjektiv findes et elementw i M, så atµw = x. Betragt billedetϕw i
N . Da diagrammet er kommutativt ogx tilhører kernen forϕ′′, får vi at

νϕw = ϕ′′µw = ϕ′′x = 0.

Altså vil ϕw tilhøre kernen forν. Da diagrammets nederste række er eksakt iN , følger det,
atϕw tilhører billedetν′N ′. Altså findes et elementy i N ′, så atν′y = ϕw. Billedelementet
δx defineres nu som den klasse i Cokerϕ′, der repræsenteres af elementety ∈ N ′.

Det er naturligvis en del af Slangelemma’et, at denne definition er lovlig, dvs at billedet
δx ikke afhænger af de valg (afw ogy), der indgik i definitionen.

Bevis for Slangelemma.Det skal vises, at definitionen afδ er lovlig, og atδ er en homomorfi.
Videre skal det vises, at følgen er eksakt på 4 steder. Endelig skal lemma’ets to sidste
påstande bevises. Beviserne udføres ved en såkaldtdiagramjagt, hvor elementer føres rundt i
diagrammet langs pilene under udnyttelse af eksaktheden. Vi efterviser kun to af påstandene,
og overlader resten til læseren.

Følgen er eksakt iCokerϕ: Betragt hertil en klasse i Cokerϕ, og vælg en repræsentantx
for den. Det skal vises, at klassen afbildes i nul-klassen i Cokerϕ′′, hvis og kun hvis klassen
kommer fra en klasse i Cokerϕ′. At klassen repræsenteret vedx afbildes i 0 i Cokerϕ′′

betyder atνx tilhører billedetϕ′′M ′′, altså at der findes et elementz i M ′′ så atϕ′′z = νx.
Ifølge antagelsen erµ surjektiv, så et sådant elementz har formenµy. Klassen afbildes
derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et elementy i M, så atνx = ϕ′′µy. Da diagrammet
er kommutativt, erϕ′′µ = νϕ, og betingelsen kan derfor også skrivesνx = νϕy. Klassen
afbildes derfor i 0, hvis og kun hvis der findes et elementy i M, så at

ν(x − ϕy) = 0.

Elementerne af formenx − ϕy, hvory ∈ M, er netop samtlige repræsentanter for den givne
klasse. Heraf ses, at klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den har en repræsentant, der
tilhører kernen forν. Da den nederste række i diagrammet er eksakt, er den sidste betingelse
ækvivalent med at klassen har en repræsentant, der tilhørerbilledet forν′. Nu er det klart, at
klassen afbildes i 0, hvis og kun hvis den kommer fra en klassei Cokerϕ′.

Følgen er eksakt iKerϕ′′: Lad nemligx være et element i Kerϕ′′. Det skal vises, at
δx = 0, hvis og kun hvis der findes et elementv i Ker ϕ så atµv = x.
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”
hvis“: Antag, atv ∈ Kerϕ ogµv = x. Som det elementw der indgår i definitionen på

δx kan vi så brugew := v. Daw så tilhører Kerϕ, erϕw = 0. Som det elementy der indgår
i definitionen afδx kan vi derfor vælgey := 0. Da klassenδx så er repræsenteret vedy = 0,
er δx = 0.

”
kun hvis“: Antag omvendt, atδx = 0. I definitionen afδ indgår to valgte elementery

ogw. Da δx = 0, er repræsentanteny element iϕ′M ′. Der findes altså et elementu i M ′

så atϕ′u = y. Ifølge valget afy i definitionen afδ er ν′y = ϕw. Videre erν′ϕ′ = ϕµ′ da
diagrammet er kommutativt. Altså er

ϕµ′u = ν′ϕ′u = ν′y = ϕw.

Heraf ses, at elementetv := w − µ′u tilhører kernen forϕ. Yderligere erµµ′ = 0 ifølge
forudsætningen, og heraf fås, at

µv = µw − µµ′u = µw = x,

idet den sidste ligning følger af valget afw. Altså erv element i kernen forϕ ogµv = x,
som ønsket.

(2.9) Bemærkning. De to ekstra antagelser i slutningen af Slangelemma’et kan under ét
udtrykkes ved at følgende kommutative diagram har eksakte rækker:

0 - M ′ -
µ′

M -
µ

M ′′ - 0

?
ϕ′

?

ϕ
?

ϕ′′

0 - N ′ -ν
′

N -ν N ′′ - 0.

Konklusionen er så en udvidet eksakt kerne-kokerne-følge,

0 - Kerϕ′ - Kerϕ - Kerϕ′′ -δ Cokerϕ′ - Cokerϕ - Cokerϕ′′ - 0 .

Slangelemma’et har en lang række anvendelser. Her indskrænker vi os til at vise nogle
klassiske isomorfisætninger.

(2.10) Korollar. Lad der være givet en homomorfiϕ : M → P og undermodulerF1 ⊆ F2
afM. Fori = 1, 2 betegnes medF ′

i kernen forϕ’s restriktion tilFi og medF ′′
i billedet afFi

i P . Da induceres en eksakt følge mellem kvotienterne,

0 - F ′
2/F

′
1

- F2/F1 - F ′′
2 /F

′′
1

- 0.

Bevis.UndermodulenF ′
i af M er blot fællesmængden afFi og Kerϕ, så det er klart, at

F ′
1 ⊆ F ′

2. Det er ligeledes klart, atF ′′
1 ⊆ F ′′

2 . Afbildningenϕ definerer ved restriktion en
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surjektiv afbildningFi → F ′′
i , og kernen for denne afbildning er øjensynlig undermodulen

F ′
i . Vi får derfor følgende diagram,

0 - F ′
1

- F1 - F ′′
1

- 0

? ? ?

0 - F ′
2

- F2 - F ′′
2

- 0,

hvor de lodrette pile er inklusionsafbildninger. Rækkerneer eksakte ifølge Isomorfisætning
(2.5). Det er klart, at diagrammet er kommutativt. Da den sidste lodrette pil i diagrammet
er injektiv, er den tilsvarende kerne lig med 0. Den søgte eksakte følge af kvotienter er altså
den sidste del af den eksakte kerne-kokerne-følge.

(2.11) Noether’s første Isomorfisætning.Lad P ogQ være undermoduler i modulenM.
Da findes en naturlig isomorfi,

P

P ∩Q
∼−→

P +Q

Q
.

Bevis.Lad ϕ : M → M/P være den kanoniske homomorfi afM på kvotienten. Undermo-
dulenP er da kernen forϕ. Anvend nu Korollar (2.10) medF1 := Q og F2 := P + Q.
Øjensynlig erF ′

1 = P ∩ Q, ogF ′
2 = P , daF2 ⊇ P . BilledetF ′′

i er billedet afFi i kvo-
tientenM/P . Her erF ′′

1 = F ′′
2 , thi elementerne iF ′′

2 er jo ækvivalensklasserne moduloP
med repræsentanter af formenp + q, hvorp ∈ P og q ∈ Q, og moduloP vil p + q og q
repræsentere samme klasse. I den eksakte følge fra (2.10) eraltsåF ′′

2 /F
′′
1 = 0. Exaktheden

sikrer derfor, at homomorfienF ′
2/F

′
1 → F2/F1 er en isomorfi. Og det er netop Noether’s

første isomorfi.

(2.12) Noether’s anden Isomorfisætning.Lad der være givet en modulM, og heri under-
modulerN ⊆ F . Da findes en naturlig eksakt følge,

0 - F/N - M/N - M/F - 0.

Bevis.Ladϕ : M → M/F være den kanoniske afbildning afM på kvotienten. Undermodulen
F er da kernen forϕ. Anvend nu Korollar (2.10) medF1 := N og F2 := M. Her finder
vi F ′

2 = F og F ′
1 = N . BilledetF ′′

2 er billedet forϕ, altsåF ′′
2 = M/F , og billedetF ′′

1 er
nulmodulen iM/F , daF1 = N er indeholdt iF . KvotientenF ′′

2 /F
′′
1 er altså lig medM/F .

Den eksakte følge i (2.10) er altså den ønskede.

(2.13) Bemærkning. Ifølge Isomorfisætning (2.5) kan eksaktheden af følgen i Noether’s
anden isomorfisætning udtrykkes således: ModulenF/N er en undermodul iM/N , ogM/F
er den tilhørende kvotientmodul. Med andre ord findes en naturlig isomorfi,

M/N

F/N

∼−→ M/F .

I anvendelserne af Noether’s anden Isomorfisætning vil man ofte udnytte, at undermodu-
lerne iM/N netop er undermodulerne af formenF/N , hvorF ⊇ N er entydigt bestemt.
Eftervisningen heraf overlades til læseren.
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(2.14) Kerne-kokerne-følgen for sammensat homomorfi.Ladϕ : M → N ogψ : N → P

være homomorfier. Da induceres naturligt en eksakt følge,

0 - Kerϕ - Kerψϕ -
ϕ

Kerψ -δ Cokerϕ -
ψ

Cokerψϕ - Cokerψ - 0.

Bevis.Det er klart, at Kerϕ er indeholdt i Kerψϕ. Følgens første homomorfi er den tilsva-
rende inklusionsafbildning. Det er også klart, atψϕM er indeholdt iψN . Disse to billeder
er undermoduler afP , og følgens sidste homomorfi er den tilsvarende surjektive homomorfi
mellem kvotienterne.

Homomorfien markeretϕ i følgen er induceret afϕ : M → N : nårx tilhører Kerψϕ, vil
ϕx tilhøre Kerψ . Tilsvarende er homomorfienψ i følgen induceret afψ : N → P : denne
homomorfi afbilder nemligϕM påψϕM, så nårx ∈ M er repræsentant for en klasse i
Cokerϕ, så erψx repræsentant for en veldefineret klasse i Cokerψϕ.

Endelig afbilderδ et elementx i Kerψ på ækvivalensklassen afx moduloϕM.
Beviset for at kerne-kokerne-følgen er eksakt overlades til læseren.

(2.15) Opgaver.
1. Lad der nu være givet homomorfierϕ : M → N ogψ : N → P , og ladγ := ψϕ betegne
den sammensatte homomorfi. Betragt følgende diagram,

0 - M -
(1
ϕ)

M ⊕N -
(ϕ −1)

N - 0

?

ϕ
?

(0 1
γ 0)

?

ψ

0 - N -
(1
ψ)

N ⊕ P -
(−ψ 1)

P - 0 .

Gør rede for hvorledes afbildningerne, specielt den midterste lodrette, er definerede. Vis,
at rækkerne er eksakte og at diagrammet er kommutativt. Vis,at kerne-kokerne-følgen for
diagrammet kan identificeres med følgen i (2.14), og giv herved et alternativt bevis for at
denne sidste følge er eksakt.

2. Følgen 0→ A -α B -
β

C -
γ

D -δ E → 0 er eksakt. Endvidere vides, atβ er
nulafbildningen. Hvad kan du sige om de øvrige afbildningeri følgen?

3. Betragt en nul-følge,

0 - Cp - Cp−1 - · · · - C1 - C0 - 0, (*)

og ladZi ⊆ Ci være kernen forCi → Ci−1, for alle i (det er underforstået, atCi = 0 når
i ikke er et af tallenei = 0, . . . , p. Gør rede for at homomorfienCi+1 → Ci afbilder ind i
undermodulenZi . Vis, at følgen (*) er eksakt, hvis og kun hvis følgerne herunder, for allei,
er eksakte:

0 - Zi - Ci - Zi−1 - 0.

Vis, at hvis 0 - U - V - W - 0 er en eksakt følge af endeligdimensionale
vektorrum, så er dimV = dimU + dimW . Vis, at hvis (*) er en eksakt følge af endeligdi-
mensionale vektorrum, så er den alternerende sum af dimensionerne lig med 0,

∑

p
(−1)p dimCp = 0.
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4. Betragt en korteksakt følge 0→ K → M → L → 0. Antag, atK ogL er frie moduler.U2
Vis, atM er fri. [Vink:

”
løft“ elementerne fra en basis forL til elementer iM, og suppler

med (billederne af) en basis forK. Vis, at der herved fremkommer en basis forM.]

5. Lada være et ideal. Vis, at hvis følgen 0→ M ′ → M → M ′′ → 0 er eksakt, så er ogsåU3
følgenM ′/aM ′ → M/aM → M ′′/aM ′′ → 0 eksakt. Manglede pilen 0→ M ′/aM ′ i den
sidste følge?

6. LadN ogM være moduler, og betragt inklusioneni : N → N ⊕M (bestemt vedx 7→

(x, 0) og projektionenp : N ⊕M → M bestemt ved(x, y) 7→ y. Gør rede for, at følgen
0 - N -i N ⊕M -

p
M - 0 er eksakt.

7. Lad ϕ være en endomofi i modulenM, dvs en lineær afbildningϕ : M → M. Vis, atH4
kæden af kerner er stigende: Kerϕ ⊆ Kerϕ2 ⊆ Kerϕ3 ⊆ · · · , og at kæden af billeder er
dalende:ϕM ⊇ ϕ2M ⊇ ϕ3M ⊇ · · · . Vis, at der findes et kommutativt diagram med exakte
rækker,

0 - Kerϕn - M -
ϕn

ϕnM - 0

?
inkl.

?

=
?

ϕ

0 - Kerϕn+1 - M -
ϕn+1

ϕn+1M - 0.

Slut heraf, at Kerϕn = Kerϕn+1, hvis og kun hvis restriktionenϕ : ϕnM → ϕnM er injektiv.
Antag nu, at (mindst) et af billederneϕiM har endelig længde. Vis, at nårn ≫ 0, så er
restriktionenϕ : ϕnM → ϕnM bijektiv ogM = Kerϕn ⊕ ϕnM.
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3. Brøkring og brøkmodul.

I det følgende betegnerS enmultiplikativ delmængdeaf ringenR, dvs en delmængde, som
er stabil over for multiplikation og indeholder et-elementet 1 iR.

(3.1) Definition. LadM være enR-modul. Betragt produktmængdenM×S, altså mængden
af par (x, s), hvor x ∈ M og s ∈ S. Er (x, s) et sådant par og eru ∈ S, siges parret
(ux, us) at fremgå af(x, s) ved atforlængemedu. To par(x, s) og (x ′, s ′) siges at være
ækvivalente par, hvis de kan forlænges til samme par, dvs hvis der findesu, u′ ∈ S så at
(ux, us) = (u′x ′, u′s ′).

Det er ikke svært at vise, at denne relation i mængden af par eren ækvivalensrelation.
Ækvivalensklasserne kaldesbrøker (med tællere fraM og nævnere fraS), og mængden
af brøker betegnesS−1M. Brøken medtæller x nævners, dvs den ækvivalensklasse som
indeholder parret(x, s), betegnesx/s.

(3.2) Observation. Det er en umiddelbar følge af definitionen, at brøker kan
”
forlænges“:

Brøkenx/s er samme brøk som(ux)/(us). Dette følger af at parrene(x, s) og(ux, us) begge
kan forlænges til(ux, us) (det første par forlænges medu, det andet par med 1). Tilsvarende
kan man

”
forkorte“ (ux)/(us) til x/s.

Enhver afbildning defineret på mængden af brøker er naturligvis bestemt ved en forskrift
af følgende form:

x/t 7→ 8(x, t), for x ∈ M, t ∈ S.

Omvendt ses, at en sådan forskrift bestemmer en veldefineretafbildning på mængden af
brøker, når blot værdien8(x, t) ikke ændres ved forlængelse af parret(x, t).

(3.3) Lemma. (1) I mængden af brøkerS−1M er additionen,

x/s + y/t := (tx + sy)/st ,

en veldefineret kompositionS−1M × S−1M → S−1M, og multiplikationen,

(r/s)(x/t) := (rx)/(st) ,

er en veldefineret afbildningS−1R×S−1M → S−1M. Med disse operationer erS−1R en ring,
ogS−1M er enS−1R-modul. Nul-elementet i modulenS−1M er brøken0/1, og et-elementet
i ringenS−1R er brøken1/1.

(2) For hverR-lineær afbildningϕ : M → N induceres ved forskriften,

x/s 7→ (ϕx)/s ,

en veldefineretS−1R-lineær afbildningS−1ϕ : S−1M → S−1N .
(3) Betragt den kanoniske afbildningM → S−1M defineret ved

x 7→ x/1 .

˜/local/notes/komalg/mod3.tex 2-09-05 15:44:56
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Herom gælder: Den kanoniske afbildningR → S−1R er en ringhomomorfi, og for hvert
elements i S er billedets/1 invertibelt i S−1R. Videre er den kanoniske afbildningM →

S−1M en R-lineær afbildning, og for hverR-lineær afbildningϕ : M → N er følgende
diagram kommutativt:

M -
ϕ

N

? ?

S−1M -
S−1ϕ

S−1N .

Bevis.Beviset for disse påstande er langt og omstændeligt. Men længden skyldes alene
antallet af påstande, og de trivielle beviser overlades tillæseren.

(3.4) Lemma. (1)En brøkx/t i S−1M er nul-elementet, hvis og kun hvis der findes et element
s i S, således atsx = 0. Specielt består kernen for den kanoniske homomorfiM → S−1M

af de elementerx i M for hvilke der findes et elements i S så atsx = 0.
(2)Den kanoniske homomorfiM → S−1M er injektiv (henh bijektiv), hvis og kun hvis der

for hvert elements i S gælder at multiplikation meds er en injektiv (henh bijektiv) afbildning
M → M. Hvis den kanoniske homomorfi er injektiv, så er en brøkx/t nul-elementet iS−1M,
hvis og kun hvisx = 0, og to brøkerx/t ogx ′/t ′ ens, hvis og kun hvist ′x = tx ′.

(3) BrøkringenS−1R er nul-ringen, hvis og kun hvisS indeholder nul-elementet0 i R.

Bevis.(1) Nul-elementet i brøkmodulenS−1M er brøken 0/1, såx/t er nul-elementet, hvis
og kun parrene(x, t) og (0, 1) er ækvivalente. Parret(0, 1) kan netop forlænges til parrene
af formen(0, u), hvoru ∈ S. Øjensynlig kan(x, t) forlænges til et par af denne form, hvis
og kun hvis der findes et elements i S så atsx = 0. Hermed er den første påstand bevist.
Kernen for den kanoniske homomorfi består af de elementerx ∈ M, for hvilke x/1 = 0/1.
Den anden påstand i (1) følger derfor umiddelbart af den første.

(2) Den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun hvis denskerne kun består af nul-
elementet 0 iM. Af (1) følger derfor, at den kanoniske homomorfi er injektiv, hvis og kun
hvis der for allex i M og alles ∈ S gælder, atsx = 0 ⇒ x = 0. Og det er øjensynlig den
første påstand i (2).

Antag nu, at den kanoniske homomorfi er injektiv. Den sidste påstand i (2) følger da af (1)
ved at betragte differensenx/t − x ′/t ′ = (t ′x − tx ′)/tt ′. Heraf følger videre den mellemste
påstand i (2). Brøkenx/t tilhører nemlig billedet ved den kanoniske homomorfi, hvis og kun
hvis den har formeny/1, dvs, hvis og kun hvis der findesy således atx = ty. Hermed er
påstandene i (2) bevist.

(3) HvisS−1R er nul-ringen, så er specielt 1/1 = 0/1; ifølge (1) findes så et elements ∈ S

så ats1 = 0, og så er 0= s element iS. Antag omvendt, at 0∈ S. Det følger da af (1), at
enhver brøk er nul-elementet, såS−1R består kun af nul-elementet.

(3.5) Brøkring og brøkmodul. RingenS−1R kaldesbrøkringen forR mhtS, og den siges
at fremkomme ved atlokalisere mhtS; den betegnes ogsåR[S−1]. Tilsvarende sigesS−1M

at værebrøkmodulen forM. De to vigtigste eksempler på multiplikative delmængder er
følgende:
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(1) DelmængdenS består af potensernef i af et givet elementf i ringenR. I dette tilfælde
bruges betegnelserneRf (ellerR[f−1]) for brøkringen ogMf for brøkmodulen. Brøker har
her formenx/f i . Det følger af Lemma (3.4)(3), atRf er nul-ringen, hvis og kun hvis der
findes en eksponenti så atf i = 0, dvs hvis og kun hvis elementetf er nilpotent.

(2) DelmængdenS består af komplementærmængden iR af et givet primidealp. I dette
tilfælde bruges betegnelserneRp for brøkringen ogMp for brøkmodulen, og de siges at
fremkomme ved atlokalisere ip. Brøker har her formenx/s, hvor s /∈ p. Det følger af
Lemma (3.4)(3), at brøkringenRp aldrig er nul-ringen.

Bemærk, at brøkringenZf , hvorf er et helt tal forskelligt fra 0, ikke må forveksles med
restklasseringen modulof . Den sidste betegnesZ/f . Bemærk videre, at for et primtalp er
brøkringeneZp ogZ(p) forskellige. Begge kan opfattes som delringe afQ. Den første består
af rationale tal af formenr/pn, den anden af tal af formenr/s, hvorp ikke går op is.

(3.6) Sætning.Lad R være et integritetsområde. BrøkringenK, der fremkommer ved at
lokalisere mht alle elementer forskellige fra0, er da et legeme, som omfatterR. For enhver
multiplikativ delmængdeS, som ikke indeholder nul-elementet, er brøkringenS−1R naturligt
en delring afK; specielt erS−1R et integritetsområde.

Bevis.DaR er et integritetsområde, er delmængden bestående af alle elementer forskellige
fra 0 en multiplikativ delmængde. Yderligere følger det, atmultiplikationenx 7→ sx, med et
elements 6= 0, er en injektiv afbildningR → R. Af Lemma (3.4)(2) følger, at den kanoniske
homomorfi fraR til brøkringenK er injektiv. Vi kan altså opfatteR som delring afK.

Videre erK et legeme. Elementerne iK er nemlig brøkerr/s, hvor r, s tilhørerR og
s 6= 0. Hvis en sådan brøkr/s ikke er nul-brøken, så err 6= 0, og følgelig ers/r en brøk iK;
denne brøk er invers til den givne brøkr/s, idet(r/s)(s/r) = (rs/rs) = 1/1 er et-elementet
i K. Altså har enhver brøk forskellig fra nul-brøken en invers.

Lad nuS være en multiplikativ delmængde afR, så at 0/∈ S. Det påstås, at afbildningen,

r/s 7→ r/s,

der til en brøkr/s i S−1R lader svare brøkenr/s i K, er en veldefineret, injektiv ringhom-
omorfi. Det er klart, at afbildningen er veldefineret (ja, hvorfor egentlig det?), og at den er
en ringhomomorfi. Og den er injektiv, thi hvisr/s i S−1R afbildes på nul-elementet iK,
så følger det af Lemma (3.4)(2) atr = 0, og så er brøkenr/s nul-elementet iS−1R. Altså
er S−1R en delring afK. Da en delring af et legeme er et integritetsområde, erS−1R altså
specielt et integritetsområde.

(3.7) Brøklegeme. LegemetK, der fremkommer ved at lokalisere et integritetsområdeR

mht alle elementer forskellige fra 0, kaldesbrøklegemet forR. Bemærk, at den multiplikative
delmængde netop er komplementærmængden til(0), og at idealet(0) i R er et primideal, da
R er et integritetsområde. Brøklegemet fremkommer altså vedat lokalisere i primidealet(0),
jfr Definition (3.5)(2), og det kan betegnesR(0).

Brøklegemet for ringenZ af hele tal er legemetQ af rationale tal.
Ringenk[X1, . . . , Xm] af polynomier im variable over et legemek er et integritetsom-

råde. Det tilhørende brøklegeme betegnesk(X1, . . . , Xm), og det kaldes legemet afrationale
funktioner im variable.
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(3.8) Sætning.Lokalisering bevarer direkte sum.

Hermed menes: For en direkte sumM1 ⊕ · · ·⊕Mn afR-moduler findes en naturlig isomorfi
af S−1R-moduler,

S−1(M1 ⊕ · · · ⊕Mn) ≃ S−1M1 ⊕ · · · ⊕ S−1Mn. (3.8.1)

Specielt findes en naturlig isomorfiS−1(Rn) ≃ (S−1R)n.

Bevis.En brøk på venstresiden af (3.8.1) har formenx/s, hvorx = (x1, . . . , xn) er etn-sæt
medxi ∈ Mi . Ved isomorfien svarer denne brøk tiln-sættet(x1/s, . . . , xn/s) af brøker.
Det skal vises, at denne tilordning er veldefineret, og at denherved definerede afbildning fra
venstresiden til højresiden er en isomorfi.

Tilordningen er veldefineret, thi ved forlængelse medt af en brøk på venstresiden ændres
n-sættet(x1, . . . , xn) til t (x1, . . . , xn) = (tx1, . . . , txn), og s ændres tilts. Det er derfor
klart, at forlængelsen ikke ændrer det tilordnede sæt af brøker.

Det er let at se, at tilordningen er en homomorfi. Videre er deninjektiv. Antag nemlig at en
brøkx/s, hvorx = (x1, . . . , xn), ved tilordningen afbildes på nul-elementet på højresiden.
Dette betyder at hver koordinatxi/s er nul-elementet iS−1Mi . Af (3.4)(1) følger derfor, at
der for hverti findes et elementti ∈ S så attixi = 0. Når t er produktet afti ’erne gælder
derfor, attxi = 0 for allei. Men det betyder attx = 0. Altså erx/s = 0.

Endelig er tilordningen surjektiv. Lad der nemlig være givet et element på højresiden,
altså etn-sæt af brøkerxi/si . Efter forlængelse kan vi antage, at de optrædendesi ’er er det
samme elements i S. Deni’te brøk kan nemlig forlænges med produktet af allesj ’erne for
j 6= i, og så får den formenxi/s, hvors = s1 · · · sn. Herefter er det klart, at det givnen-sæt
tilhører billedmængden.

(3.9) Lemma. LadN -
ϕ

M -
ψ

P være en eksakt følge afR-lineære afbildninger. Da
induceres en eksakt følge afS−1R-lineære afbildninger,

S−1N -
S−1ϕ

S−1M -
S−1ψ

S−1P.

Bevis.Lad der være givet en brøk iS−1M. Det skal vises, at brøken vedS−1ψ afbildes i
nulbrøken iS−1P , hvis og kun hvis brøken er billede vedS−1ϕ af en brøk iS−1N .

”
hvis“: Ifølge definitionen afbildes en brøky/u i S−1N ved S−1ϕ på brøken(ϕy)/u i

S−1M. Antag altså at den givne brøk har formen(ϕy)/u. Brøkens billedet vedS−1ψ er
da brøken(ψϕy)/u i S−1P . Her erψϕy = 0, da den givne følge specielt var en nulfølge.
Billedet er derfor(ψϕy)/u = 0/u, som er nul-brøken iS−1P .

”
kun hvis“: Ladx/t være den givne brøk, og antag, at den vedS−1ψ afbildes i nul-brøken.

Det antages altså at brøken(ψx)/t er nul-brøken iS−1P . Ifølge Lemma (3.4)(1) findes så et
elements i S, således ats(ψx) = 0. Daψ er lineær, følger det atψ(sx) = 0. Da den givne
følge var eksakt, sluttes videre, atsx tilhører billedet forϕ. Altså findes et elementy i N , så
atϕy = sx. Nu ery/st en brøk iS−1N , og vi får

(S−1ϕ)(y/st) = (ϕy)/(st) = (sx)/(st) = x/t.

Den givne brøkx/t er altså billedet af brøkeny/st i S−1N .
Hermed er eksaktheden bevist.
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(3.10) Isomorfisætning for brøkmoduler. LadN være en undermodul iR-modulenM. Da
erS−1N naturligt en undermodul iS−1R-modulenS−1M, og for den tilhørende kvotientmodul
findes en isomorfi,

(S−1M/S−1N) ∼−→ S−1(M/N). (3.10.1)

Lad omvendtQ være en undermodul iS−1R-modulenS−1M, og ladQ0 betegne original-
mængden afQ ved den kanoniske afbildningM → S−1M. Da erQ = S−1Q0.

Bevis.Følgen 0→ N → M → M/N → 0 er eksakt. Ved gentagen anvendelse af Lemma
(3.9) fås derfor, at den lokaliserede følge er eksakt,

0 - S−1N - S−1M - S−1(M/N) - 0.

Men det betyder netop, at modulen til venstre er en undermodul i modulen i midten og at
modulen til højre er den tilhørende kvotientmodul.

Bemærk, at den injektive homomorfiS−1N → S−1M er den oplagte identifikation: brøken
y/s i S−1N , hvory ∈ N og s ∈ S, identificeres med brøkeny/s i S−1M.

Lad nuQ være en undermodul iS−1M. Ifølge definitionen bestårQ0 da af de elementer
x ∈ M for hvilke x/1 tilhørerQ. Det påstås, at

Q = S−1Q0.

”
⊆“: Lad x/s være en brøk iQ. DaQ er en undermodul iS−1M, er produktet(s/1)(x/s)

ligeledes element iQ. På den anden side er produktet lig med(sx)/s = x/1. Altså erx/1
element iQ, og følgelig erx element iQ0. Brøkenx/s tilhører derforS−1Q0.

”
⊇“: Betragt en brøk på højresiden, dvs en brøk af formenx/s, hvorx ∈ Q0. Da erx/1

element iQ. DaQ er en undermodul iS−1M, er produktet(1/s)(x/1) ligeledes element i
Q. På den anden side er produktet lig medx/s. Altså erx/s element iQ.

Hermed er ligheden bevist, og beviset for Isomorfisætningenfuldført.

(3.11) Bemærkning.Det følger af Isomorfisætningens sidste resultat, at enhverundermodul
i S−1M er af formenS−1N for en passende undermodulN afM.

Yderligere fremhæves følgende konsekvens: Betragt enfiltration i M, dvs en voksende
kæde af undermoduler:(0) = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = M. Da fremkommer ved lokalisering
en filtration i brøkmodulen,

(0) = S−1F0 ⊆ S−1F1 ⊆ · · · ⊆ S−1Fn = S−1M,

og for de successive kvotienter fås isomorfierS−1Fi/S
−1Fi−1 ≃ S−1(Fi/Fi−1).

(3.12) Korollar. Lad a være et ideal iR. Da erS−1a et ideal i brøkringenS−1R. Videre
er S−1a = S−1R, hvis og kun hvisa ∩ S 6= ∅. Lad endeligM være enR-modul. Da er
(S−1a)(S−1M) = S−1(aM) = a S−1M, og der findes en naturlig isomorfi,

S−1M/(S−1aS−1M) ∼−→ S−1(M/aM). (3.12.1)
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Bevis.Ifølge Isomorfisætningen (3.10) erS−1a en undermodul iS−1R, altså et ideal i brøk-
ringenS−1R. Antag først, ata ∩ S 6= ∅, altså at der findes et elementa som tilhører både
a ogS. Det følger da at 1/1 = a/a tilhørerS−1a, og så erS−1a = S−1R. Antag omvendt,
at S−1a = S−1R. Et-elementet 1/1 vil da tilhøreS−1a, så der findesa ∈ a og s ∈ S så at
1/1 = a/s. Ligheden af brøkerne betyder, at parret(a, s) kan forlænges medu ∈ S til et par
(ua, us) der er af formen(t, t), hvort ∈ S. Daa er et ideal ert = ua ∈ a. Altså ert element
i fællesmængdena ∩ S, og fællesmængden er derfor ikke-tom, som ønsket.

Betragt nu enR-modulM. ProduktetaM betegner da undermodulen iM bestående af
endelige summer af produkterax, hvora ∈ a ogx ∈ M. I modulenS−1M kan vi tilsvarende
betragte produktetS−1a S−1M, og undermodulenS−1(aM), og videre produktetaS−1M. Det
påstås at disse tre undermoduler iS−1M er den samme.

Betragt et element i den første undermodul. Elementet er da en endelig sum af produkter
(a/s)(x/t), hvor a ∈ a og x ∈ M. Af ligningen (a/s)(x/t) = (ax)/(st) ses, at hvert af
produkterne tilhører den anden undermodul. Følgelig er denførste undermodul indeholdt i
den anden.

Betragt et element i den anden undermodul. Da(y1 + y2)/s = y1/s + y2/s, er elementet
en sum af brøker af formen(ax)/s, hvora ∈ a og x ∈ M. Af ligningen (ax)/s = a(x/s)

ses, at hver af brøkerne tilhører den den tredie undermodul.Altså er den anden undermodul
indeholdt i den tredie.

Betragt et element i den tredie undermodul. Elementet er da en endelig sum af produkter
a(x/s), hvor a ∈ a og x ∈ M. Af ligningen a(x/s) = (a/1)(x/s) ses, at hvert produkt
tilhører den første undermodul. Følgelig er den tredie undermodul indeholdt i den første.

Hermed er vist, at de tre undermoduler er ens. Isomorfien (3.12.1) er nu blot isomorfien
(3.10.1) forN := aM.

(3.13) Observation. Lad der være givet en ringhomomorfiθ : R → R′. BilledmængdenθS
er da en multiplikativ delmængde afR′. Lad videreN være enR′-modul. Som sådan kan
N lokaliseres mhtθS. På den anden side kanR′-modulenN opfattes somR-modul, idet
produktet defineres vedrx := θ(r)x. SomR-modul kanN altså lokaliseres mhtS. Her kan
man naturligt identificere,

S−1N = (θS)−1N,

idet en brøkx/t på venstresiden herved svarer til brøkenx/(θt) på højresiden. Mere præcist
er x/t 7→ x/(θt) en veldefineret surjektiv afbildning, og den er injektiv. Ernemligx/(θt)
nulbrøken i(θS)−1N , så findes ifølge (3.4)(1) et element iθS, dvs et element af formenθs,
hvor s ∈ S, således at(θs)x = 0. Med den definerede multiplikation er altsåsx = 0, og så
er den givne brøkx/t lig med nul-brøken.

Specielt fås forN = R′ en isomorfi,

S−1R′ = (θS)−1R′.

Venstresiden, der a priori er en brøkmodul forR-modulenR′, kan altså opfattes som en
brøkring for ringenR′. Videre er det let at se, at den inducerede afbildningS−1θ : S−1R →

S−1R′ er en ringhomomorfi.
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(3.14) Bemærkning. Isomorfien (3.12.1) skal ses i lyset af observationen i (3.13). Lad
θ : R → R/a være den kanoniske homomorfi ind i kvotientringen. ForM = R fås af
Korollar (3.12) følgende isomorfi afS−1R-moduler:

S−1R/S−1a ∼−→ S−1(R/a). (3.14.1)

Her kan højresiden ifølge (3.13) opfattes som brøkringen afR/a mht til den multiplikative
delmængdeθS, og venstresiden er kvotientringen af brøkringenS−1R modulo idealetS−1a.
Det er let at se, at isomorfien er en isomorfi af ringe. Isomorfien (3.14.1) udtrykker, at dannelse
af kvotientring og dannelse af brøkring er ombyttelige operationer.

Også isomorfien (3.12.1) udtrykker en sådan ombyttelighed.Som bekendt gælder, at
kvotientenM/aM kan opfattes somR/a-modul, og højresiden i (3.12.1) kan ifølge (3.13)
opfattes som lokaliseringen af denne modul mhtθS. Højresiden af (3.12.1) er altså en modul
over ringen(θS)−1(R/a). Venstresiden kan tilsvarende opfattes som modul over ringen
S−1R/S−1a. Som bemærket er de to ringe den samme ring, og isomorfien (3.12.1) udtrykker,
at de to sider er isomorfe som moduler over denne ring.

BilledmængdenθS i R/a består af restklasser moduloa af elementer iS. Det er derfor na-
turligt at betegne denne mængde medS/a. Isomorfien (3.14.1) og, mere generelt, isomorfien
(3.12.1) er altså isomorfier,

S−1R/S−1a = (S/a)−1(R/a), S−1M/(S−1aS−1M) = (S/a)−1(M/aM).

(3.15) Opgaver.
1. Vis for et integritetsområdeRmed brøklegemeK, at for enhver

”
mellemring“R ⊆ T ⊆ K

kan man identificere brøklegemet forT medK.

2. LadS være en multiplikativ delmængde afR. Vis for r ∈ R, at brøkenr/s er invertibel i
R[S−1], hvis og kun hvis der findes et elementb ∈ R således, atrb ∈ S.

3. LadM være en kommutativ gruppe, og altså enZ-modul. Gør rede for, atM(0) er etU3
vektorrum overQ. Hvad bliverM(0), hvisM er en endelig gruppe.

4. Vis, atQ = Z(p)[p−1].U3

5. Antag, atR er et integritetsområde og atS er en multiplikativ delmængde med 0/∈ S. Vis,U3
at hvisR er et PID, så erR[S−1] et PID. Vis, at hvisR er et UFD, så erR[S−1] et UFD.

6. En multiplikativ delmængdeS ⊆ R kan også opfattes som en multiplikativ delmængde afU3
R[X]. Bestem en isomorfi:R[X][S−1] ∼−→R[S−1][X].

Gør rede for, at hvisR er et integritetsområde, så er de to ringeR(0)[X] ogR[X](0) ikke
ens. Beskriv de to ringe udtrykt ved brøklegemetK for R.

7. LadR være et UFD med brøklegemeK. LadP være et repræsentantsystem for primele-
menterne på nær associering, og antag, at der for hvertp ∈ P er valgt er repræsentantsystem
Up for restklasserne forskellige fra 0 iR/(p). En brøk af formenu/pn, hvor p ∈ P og
u ∈ Up (ogn > 1) kaldes da – relativt til disse valg – enstambrøk.

Beskriv de naturlige valg af stambrøker, nårR = Z, nårR = C[X], nårR = R[X], og
nårR = k[X] hvor k er et legeme.
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Vis, at enhver brøkα i K entydigt kan skrives som et element iR plus en endelig sum af
stambrøker med forskellige nævnere. [Vink: overvej, hvordan man for et givetp ∈ P be-
stemmer den største eksponentn for hvilken en stambrøku/pn forekommer i fremstillingen,
– og hvordan man dernæst bestemmer tællerenu i denne stambrøk.]

8. Hvornår erM → S−1M injektiv? Kan det indtræffe, atM → S−1M er en isomorfi?

9. Lad p være et primtal. BrøkringeneZ(p) og Z[1/p] er delringe afQ. Bestem fælles-H1
mængdenZ(p) ∩ Z[1/p].

10. LadR være et integritetsområde med brøklegemeK := R(0). Vis for enhverR-modul
M, at rkM = dimM(0), hvor dimensionen er dimensionen som vektorrum overK.

11. Lad a og b være idealer iR, og ladS ⊆ R være en multiplikativ delmængde. Vis, atH2
S−1(a ∩ b) = S−1a ∩ S−1b.

12. Betragt ringenZ og heri et taln > 1. Vis, at mængdenS = { s | (s, n) = 1 } er enU6
multiplikativ delmængde afZ. Beskriv primidealerne i brøkringenS−1Z, og de tilsvarende
primidealer iZ.

13. Betragt iR en multiplikativ delmængdeS og et ideala. Vis, at idealetS−1a ⊆ S−1R er
extensionenaS−1R af a til S−1R.

14. Betragt primidealerq ⊆ p. Hvilken relation er der mellemMq ogMp?U9

15. Lad S være en multiplikativ delmængde afR. Vis, at homomorfienM → S−1M er
injektiv, hvis og kun hvisZR(M) ∩ S = ∅, hvorZR(M) er mængden af nuldivisorer påM.

16. Ladq være etp-primært ideal i en noethersk ringR, og ladS ⊆ R være en multiplikativU9
delmængde, disjunkt medp. Vis, at q er kontraktionen af sin extension:q = R ∩ S−1q.
[Vink: R ∩ S−1q er kernen for den sammensatte homomorfiR → R/q → S−1(R/q).]

17. Vis i ringenR := Z(5), at idealet(0) og potenserne(5n) for n = 0, 1, 2, . . . er samtligeH4
idealer.

18. LadS ⊆ R være en multiplikativ delmængde med 0/∈ S. Vis, at hvisR er et UFD så er
S−1R et UFD. Hvad med PID?

19. Bestem forf ∈ R en isomorfi (afR-algebraer)R[X]/(fX− 1) ≃ R[1/f ]. [Vink: Lad
ξ være restklassen afX modulo(fX − 1). Vis, at de to afbildningerP (ξ) → P (1/f ) og
a/f n → aξn er veldefinerede og hinandens inverse.]
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4. Primideal og maksimalideal.

(4.1) Definition. Et idealm i ringenR, der er maksimalt blandt de ægte idealer iR, kaldes
som bekendt etmaksimalideal. Dette betyder, atm selv er et ægte ideal, dvsm ⊂ R, og at
der for alle idealera i R gælder følgende betingelse:

m ⊆ a ⊂ R H⇒ m = a.

Som bekendt gælder følgende karakterisering:Et idealm i R er et maksimalideal, hvis og
kun hvis kvotientringenR/m er et legeme.

Et idealp i ringenR kaldes som bekendt etprimideal, hvis p ⊂ R, og hvis der for alle
elementerx, y i R gælder følgende betingelse:

xy ∈ p H⇒ x ∈ p ∨ y ∈ p.

Som bekendt gælder følgende karakterisering:Et idealp i R er et primideal, hvis og kun hvis
kvotientringenR/p er et integritetsområde.

Da et legeme er et integritetsområde, følger det af karakteriseringerne, at ethvert maksi-
malideal er et primideal.

(4.2) Eksistenssætning.Lad a være et ideal iR således, ata ⊂ R. Da findes iR et
maksimalidealm, som omfattera.

Bevis.Ideen i beviset er følgende: Enten era et maksimalideal (og så er vi færdige), eller
også findes et ideala1 forskelligt fraR således ata ⊂ a1. Her er entena1 et maksimalideal
(og så er vi færdige), eller også findes et ideala2 forskelligt fraR således ata1 ⊂ a2. Således
fortsættes. Enten stopper processen efter endelig mange skridt (og så har vi fundet det ønskede
maksimalideal), eller også fås en uendelig kæde af idealer,

a ⊂ a1 ⊂ a2 ⊂ · · · .

Noetherske ringe er karakteriseret ved at en sådan kæde ikkekan eksistere. HvisR er
noethersk, stopper processen altså efter endelig mange skridt med det ønskede maksimalideal.
HvisR ikke er noethersk, så kræves der yderligere axiomer fra mængdelæren (Zorn’s Lemma)
for at vise, at ideen kan udbygges til et bevis for eksistensen af det ønskede maksimalideal.

(4.3) Bemærkning. Det følger af Sætningen, at der i enhver ringR forskellig fra nul-ringen
findes maksimalidealer. Specielt findes altså primidealer ienhver ring, der ikke er nul-ringen.

(4.4) Lokal ring. En ringR kaldes enlokal ring, hvis der findes et idealm ⊂ R, som
er det største blandt de ægte idealer iR, dvs opfylder, at ethvert ideal forskelligt fraR er
indeholdt im. Det er klart, at et sådant idealm må være et maksimalideal iR (og endda det
eneste maksimalideal iR); den tilsvarende kvotientR/m kaldesrestklasselegemetfor den
lokale ringR. For enR-modulM er kvotientenM/mM så naturligt enR/m-modul, dvs et
vektorrum over restklasselegemetR/m.

˜/local/notes/komalg/mod4.tex 22-09-05 13:49:06
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(4.5) Observation. Det følger af Sætning (4.2), atR er en lokal ring, hvis og kun hvisR har
præcis ét maksimalideal.

Det er klart, at et elementr i en ringR er invertibelt, hvis og hvis kun hovedidealetRr
er hele ringenR. I en lokal ring med maksimalidealetm gælder derfor, at alle elementer i
komplementærmængden tilm er invertible.

(4.6) Nakayama’s Lemma.LadR være en lokal ring med maksimalidealetm. Lad videre
M være en endeligt frembragtR-modul. HvisM = mM, så erM = 0.

Bevis.Antag, at elementernev1, . . . , vm frembringerM. Hvert elementv i M er altså en
R-linearkombinationv =

∑

rivi . Det er klart, at undermodulenmM består af de elementer
v, der tilfredsstiller en ligning af formenv =

∑

aivi , hvor ai ∈ m. En sådan ligning kan
skrives som et matrixprodukt,

v = (v1, . . . , vm)α,

hvorα er en søjle af koefficienter im. Ifølge forudsætningen findes for alle elementer iM, og
specielt for frembringernevi , en sådan ligning. Ligningerne svarende til dem frembringere
kan under ét skrives som en matrixligning,

(v1, . . . , vm) = (v1, . . . , vm)α,

hvorα nu er enm×m-matrix med koefficienter im. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,

(v1, . . . , vm)(1m − α) = 0,

hvor 1m betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinantend := det(1m − α) i R. Af
matrixligningen følger ved hjælp af Cramer’s formler, at(v1, . . . , vm)d = 0. Determinanten
d annullerer derfor allevi ’erne, og dermed også enhver linearkombination afvi ’erne. Da
vi ’erne var et frembringersystem forM, vil d altså annullere alle elementer iM. På den
anden side har matricenα koefficienter im, så determinantend = det(1m − α) har formen
d = 1 + a, hvora ∈ m. Heraf følger, atd /∈ m, thi ellers var 1= (1 + a)− a ∈ m. DaR er
lokal, følger det videre, atd er invertibel iR. Dad er invertibel og annullerer alle elementer
i M, måM være nul-modulen.

(4.7) Korollar. LadR være en lokal ring med maksimalidealetm, og ladM være en endeligt
frembragtR-modul. Hvis et sæt(v1, . . . , vn) af elementervi i M opfylder, at restklasserne
v̂i modulomM frembringer kvotientmodulenM/mM, da vil vi ’erne frembringeM.

Bevis.SætF := Rn og ladϕ : F → M være den lineære afbildning svarende tilvi ’erne, dvs
afbildningen,

(r1, . . . , rn) 7→ r1v1 + · · · + rnvn.

Det skal vises, at afbildningenϕ er surjektiv. IdetQ betegner kokernen forϕ skal det altså
vises, atQ = 0. DaM er endeligt frembragt, erQ endeligt frembragt. Videre har vi den
eksakte følgeF - M - Q - 0, og heraf fås umiddelbart den eksakte følge,

F/mF - M/mM - Q/mQ - 0.
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Forudsætningerne medfører, at afbildningenF/mF → M/mM er surjektiv. Af eksaktheden
følger derfor, atQ/mQ = 0. Af Nakayama’s Lemma følger endelig, atQ = 0. Hermed er
sætningen bevist.

(4.8) Lemma. Antag, at primidealetp omfatter et produkta1 · · · an af n idealerai . Da vil p
omfatte et afai ’erne.

Bevis.Det antages, ata1 · · · an ⊆ p, og det skal vises, at der findes eti så atai ⊆ p. Antag,
indirekte, at et sådanti ikke fandtes. Da findes for hverti et elementai ∈ ai , så atai /∈ p.
Betragt produkteta = a1 · · · an. På den ene side era element i produktet afai ’erne. På den
anden side era ikke element ip, dap er et primideal og ingen af faktorerne tilhørtep. Men
det er i modstrid med at produktet afai ’erne er indeholdt ip.

(4.9) Lemma. Antag, at idealeta er indeholdt i en foreningp1 ∪ · · ·∪ pn afn primidealerpi .
Da era indeholdt i et afpi ’erne.

Bevis.Betragt først følgende relationer mellem idealer:

a ⊆ p1 ∪ · · · ∪ pn, (1)

a ∩ p1 ∩ · · · ∩ pn−1 6⊆ pn, (2)

a 6⊆ p1 ∪ · · · ∪ pn−1. (3)

Det påstås, at disse tre relationer ikke samtidigt kan være sande. Antag, indirekte, at alle
tre relationer er opfyldt. Vælg så et elementa ∈ a som tilhører venstresiden i (2) og ikke
højresiden, og et elementb ∈ a, som tilhører venstresiden i (3) og ikke højresiden. Da er

a ∈ pi for i = 1, . . . , n− 1 oga /∈ pn, (4)

b /∈ pi for i = 1, . . . , n− 1 ogb ∈ pn, (5)

idet den sidste relation i (5) følger af den− 1 foregående da (1) gælder. Elementernea ogb
er valgt ia, såa+b ∈ a. Af (1) følger derfor, ata+b tilhører et afpi ’erne. Men nu opnås den
ønskede modstrid. Hvis nemliga+b ∈ pi medi < n, så følger af (4) atb = (a+b)−a ∈ pi ,
i modstrid med (5). Og hvisa + b ∈ pn, så følger af (5) ata = (a + b)− b ∈ pn, i modstrid
med (4).

Beviset for Lemma’et føres nu ved induktion eftern. Påstanden er triviel forn = 1,
og det kan derfor antages, atn > 1 og at påstanden gælder forn − 1 primidealer. Ifølge
forudsætningen gælder relationen (1). Af det lige viste følger derfor, at en af relationerne (2)
og (3) er falsk.

Antag, at (3) er falsk. Det følger da umiddelbart af induktionsforudsætningen, ata er
indeholdt i etpi medi < n.

Antag endelig, at (2) er falsk. Fællesmængden på venstresiden i (2) omfatter produktet
ap1 · · · pn−1. Da (2) er antaget falsk, gælder derfor relationen:

a p1 · · · pn−1 ⊆ pn.
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Af Lemma (4.8) følger, at en af faktorerne på venstresiden erindeholdt ipn. Hvis faktorena er
indeholdt ipn, så er den ønskede inklusion opnået. Hvis faktorenpi for i < n er indeholdt ipn,
så kanpi undværes i foreningsmængden på højresiden af (1); i dette tilfælde era indeholdt i en
forening afn−1 afpj ’erne, og så følger den ønskede inklusion af induktionsforudsætningen.

Hermed er den ønskede inklusion nået i alle tilfælde.

(4.10) Kontraktion og ekstension.Ladθ : R → R′ være en ringhomomorfi. For hvert ideal
b i R′ er originalmængdenθ−1(b) øjensynlig et ideal iR, kaldetkontraktionenaf b. Hvis θ
er inklusionen af en delringR afR′, er kontraktionen blot fællesmængdenR∩b. Ofte bruges
betegnelsenR ∩ b for kontraktionen også nårθ ikke er en inklusionsafbildning.

Lad omvendta være et ideal iR. Det er let at se, at produktetaR′ så er et ideal i ringen
R′. Det kaldesekstensionenaf idealeta.

(4.11) Observation. Kontraktionenθ−1(b) af et idealb i R′ er øjensynlig kernen for den
sammensatte ringhomomorfiR → R′ → R′/b. Af isomorfisætningen for ringe følger derfor,
at kvotientenR/θ−1(b) er isomorf med en delring afR′/b. Heraf følger umiddelbart, at et
primideal iR′ kontraheres til et primideal iR.

Derimod er kontraktionen af et maksimalideal iR′ ikke nødvendigvis et maksimalideal i
R, og ekstension af et primideal er ikke nødvendigvis et primideal.

(4.12) Kvotientprincip. Lada være et ideal iR, og ladθ : R → R/a betegne den kanoniske
afbildning på kvotientringen. Da vil ekstension og kontraktion,

p 7→ p/a og q 7→ θ−1(q),

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem på den ene side de primidealerp i R, som
omfattera, og på den anden side samtlige primidealerq i R/a. Hvisp ogq svarer til hinanden
ved denne bijektive forbindelse, da er de tilhørende kvotientringe isomorfe. Endelig findes,
for hver modulM og hvert primidealp der omfattera, en naturlig isomorfi,

Mp/aMp ≃ (M/aM)p/a . (4.12.1)

Bevis.Det er en del af Noether’s anden Isomorfisætning, at ekstension og kontraktion, som
defineret ovenfor, er en bijektiv forbindelse mellem idealer i R, som indeholdera, og samtlige
idealer iR/a. Det skal altså vises, at primideal svarer til primideal veddenne forbindelse. Men
det følger af Noether’s anden Isomorfi: for idealer, der svarer til hinanden ved den bijektive
forbindelse, er de tilhørende kvotientringe isomorfe. Denene er altså et integritetsområde,
hvis og kun hvis den anden er. Desuden følger, at for tilsvarende primidealer er de tilhørende
kvotientringe isomorfe.

Endelig er den naturlige isomorfi (4.12.1) blot isomorfien (3.12.1) anvendt påS := R \ p.
Som nævnt i Bemærkning (3.14) kan højresiden i (3.12.1) nemlig fås ved at lokalisereM/aM
somR/a-modul mht billedetθS; og det er klart, at dette billede netop er komplementærmæng-
den iR/a til primidealetp/a.
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(4.14) Lokaliseringsprincip. LadS være en multiplikativ delmængde afR, og betragt den
kanoniske homomorfiR → S−1R. Da vil ekstension og kontraktion,

p 7→ S−1p og q 7→ R ∩ q,

definere en bijektiv, ordenstro forbindelse mellem på den ene side de primidealerp i R, som
er disjunkte medS, og på den anden side samtlige primidealerq i S−1R. For et primidealp
disjunkt medS gælder, at kvotientenS−1R/S−1p er isomorf med lokaliseringen af integritets-
områdetR/p mht billedet afS i R/p. Endelig findes, for hver modulM og hvert primideal
p der er disjunkt medS, en naturlig isomorfi,

(S−1M)S−1p ≃ Mp. (4.14.1)

Bevis.Det er klart, at idealetS−1p netop er ekstensionen afp. Det skal vises, at kontraktion af
et primidealq er et primidealq0 = R∩q disjunkt medS, og at ekstension af et primidealp, der
er disjunkt medS, er et primidealS−1p. Videre skal det vises, at kontraktion og ekstension er

”
hinandens inverse“, altså atS−1q0 = q ogR ∩ S−1p = p. Idet S̄ betegner billedmængden af
S ved den kanoniske homomorfiR → R/p, skal det endelig vises, atS−1R/S−1p er isomorf
medS̄−1(R/p).

Betragt først i brøkringenS−1R et primidealq. Det er klart, at kontraktionenq0 er et
primideal iR. Videre følger det af Isomorfisætning for brøkmoduler (3.10), at q = S−1q0.
Af Korollar til Isomorfisætningen (3.12) følger nu videre, at q0 ∩ S = ∅.

Betragt omvendt iR et primidealp, der er disjunkt medS. Af Isomorfisætningen for
brøkmoduler (3.10) fås nu en naturlig isomorfi,

S−1R/S−1p ∼−→ S−1(R/p).

Som nævnt i Observation (3.13) er højresiden netop brøkringenS̄−1(R/p), og isomorfien er
isomorfi af ringe. Hermed er den anførte isomorfi mellem ringeetableret. Forudsætningen
om atS∩p = ∅ betyder præcis, at̄S ikke indeholder nul-elementet iR/p. Højresiden er derfor
brøkringen af et integritetsområde mht en multiplikativ delmængde, der ikke indeholder 0.
Af Sætning (3.6) følger derfor, at højresiden er et integritetsområde. Altså er venstresiden et
integritetsområde. Følgelig erS−1p et primideal i ringenS−1R.

Betragt videre kontraktionenR ∩ S−1p. Kontraktionen er kernen for den sammensatte
homomorfiR → S−1R → S−1R/S−1p. Det er klart, at denne homomorfi er den samme
som den sammensatte homomorfiR → R/p → S̄−1(R/p). Kontraktionen er følgelig kernen
for denne sidste sammensatte homomorfi. Her er homomorfienR/p → S̄−1(R/p) injektiv,
jfr Sætning (3.6). Kontraktionen er derfor kernen for homomorfienR → R/p. Følgelig er
kontraktionen lig medp.

Hermed er vist, at kontraktion og ekstension er
”
hinandens inverse“ på de betragtede

mængder af primidealer. Den anførte isomorfi mellem ringe blev etableret undervejs.
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Betragt endelig enR-modulM og et primidealp disjunkt medS. Venstresiden af (4.14.1)
består af brøker, hvor tæller og nævner er brøker, af formen

x/s1

t/s2
. (∗)

Tællerenx/s1 tilhørerS−1M, og nævnerent/s2 tilhører komplementærmængden til primi-
dealetS−1p. Højresiden af (4.14.1) består af brøkerx/t , hvor nævnerent tilhører komple-
mentærmængden tilp. Det er nu let at vise, at forskriften, der til en brøkx/t på højresiden
af (4.14.1) lader svare brøken(x/1)/(t/1) på venstresiden, er en veldefineret injektiv homo-
morfi. For at vise, at denne homomorfi er surjektiv betragtes en brøk (∗). Brøkens1s2/1
tilhører ikke ekstensionenS−1p, thi ellers villes1s2 tilhøre kontraktionenp, i modstrid med
at s1s2 tilhørerS som er disjunkt medp. Følgelig gælder i(S−1M)S−1p ligningen,

x/s1

t/s2
=
(s1s2/1)(x/s1)

(s1s2/1)(t/s2)
=
s2x/1

s1t/1
,

og heraf følger surjektiviteten.

(4.15) Bemærkning. To specialtilfælde af Lokaliseringsprincippet skal fremhæves:
(1) Lad f være et element iR. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige pri-

midealer i brøkringenRf , og de primidealer iR, som ikke indeholderf . Dette følger af at
brøkringenRf er lokaliseringen afRmht mængden af potenserf i ; et primideal er øjensynlig
disjunkt med denne mængde, hvis og kun hvis det ikke indeholderf .

(2) Lad p være et primideal iR. Der er da en bijektiv forbindelse mellem samtlige
primidealer i brøkringenRp, og de primidealer iR, som er indeholdt ip. Dette følger af at
brøkringenRp er lokaliseringen afRmht til komplementærmængdenS := R\p; et primideal
er disjunkt med denne komplementærmængde, hvis og kun hvis det er indeholdt ip.

Yderligere gælder, at brøkringenRp er en lokal ring med maksimalidealetpRp. Et ægte
ideal i brøkringen, dvs et ideal forskelligt fraRp, har nemlig formenaRp, hvora er et ideal
i R disjunkt medS, jfr Korollar (3.12). At a er disjunkt medS betyder ata ⊆ p. Altså er
aRp ⊆ pRp. Ethvert ægte ideal er altså indeholdt ipRp.

Endelig gælder, at restklasselegemetRp/pRp er isomorft med brøklegemet for integritets-
områdetR/p. Af beskrivelsen i Lokaliseringsprincippet følger nemlig, at restklasselegemet
er brøkringen forR/p mht til billedetS̄ af S, og daS er komplementærmængden tilp, består
S̄ netop af elementerne forskellige fra 0 iR/p.

(4.16)Sætning.Ladmværeet maksimalideal iR. Den lokale ringRm hardamaksimalidealet
mRm, og dens restklasselegeme er isomorft med legemetR/m. Mere generelt findes for hver
R-modulM og i > 1 en naturlig isomorfi,

M/miM ∼−→Mm/m
iMm. (4.16.1)

Bevis.Den første påstand følger af Lokaliseringsprincippet, jfrBemærkning (4.15). Restk-
lasselegemetRm/mRm er nemlig isomorft med brøklegemet for kvotientenR/m. Dam er et
maksimalideal, er denne sidste kvotient et legeme, og altsålig med sit brøklegeme.
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Lad nu S betegne komplementærmængdenS := R \ m. Højresiden i (4.16.1) er da
isomorf med brøkmodulenS−1(M/miM), jfr Korollar (3.12). Det er således påstanden, at
den kanoniske homomorfiM/miM → S−1(M/miM) er en isomorfi.

Ifølge Lemma (3.4)(2) er det nok at vise for hvert elements ∈ S, at multiplikation meds
er bijektiv påM/miM. Das ikke tilhørerm ogm er et maksimalideal, erRs + m = R. Der
findes altså elementerr ∈ R ogm ∈ m så at 1= rs + m. Opløft rs + m til i’te potens og
anvend den distributive lov. Herved fås en sum af led, hvorafét led ermi og hvor de øvrige
led indeholders som faktor. Idets sættes uden for parentes i disse øvrige led, fremkommer
en ligning af formen,

1 = ris +mi .

Heraf fremgår det ønskede. Potensenmi tilhører jo mi , så ligningen viser, at der for alle
x i M gælder, atrisx = srix er kongruent medx modulomiM. I kvotientenM/miM er
multiplikation medri derfor invers til multiplikation meds.

(4.17) Komaksimale idealer.To idealera ogb i R kaldeskomaksimale, hvis summena + b

er hele ringenR. Øjensynlig er betingelsen ækvivalent med at et-elementet1 tilhørera + b,
altså ækvivalent med at der eksisterer en fremstilling,

1 = a + b hvora ∈ a, b ∈ b.

(4.18) Lemma.Lad a, b og c være idealer iR. (1) Hvis a og b er komaksimale, så er
fællesmængden lig med produktet, dvsa ∩ b = ab.

(2) Hvisa er komaksimal medb og komaksimal medc, så era komaksimal med produktet
bc.

Bevis.Øjensynlig gælder for idealera, b og c den distributive lov,c(a + b) = ca + cb.
Det er klart, at (1) er en konsekvens af følgende relationer mellem idealer:

a ∩ b = (a ∩ b)(a + b) = (a ∩ b)a + (a ∩ b)b ⊆ ab ⊆ a ∩ b.

Den første relation gælder, daa og b er komaksimale, den anden følger af den distributive
lov, den tredie er oplagt ideta ∩ b er indeholdt i bådea og b, og den sidste relation gælder
for vilkårlige idealer.

Af relationerneR = (a + b)(a + c) = aa + ac + ab + bc ⊆ a + bc følger tilsvarende
påstanden i (2).

(4.19) Observation. Af definitionen følger, at to forskellige maksimalidealerm1 og m2 er
komaksimale. Da idealerne er forskellige, er summenm1 + m2 nemlig effektivt større end
(fx) m1, og dam1 er et maksimalideal, følger det atm1 + m2 = R. Ved gentagen anvendelse
af Lemma (4.18)(2) følger det nu, at vilkårlige potenserm

n1
1 ogm

n2
2 er komaksimale.

(4.20) Den Kinesiske Restklassesætning.Lada1, . . . , ar være et sæt af parvis komaksimale
idealer. Da era1 · · · ar = a1 ∩ · · · ∩ ar , og der findes en naturlig isomorfi,

R/a1 · · · ar
∼−→R/a1 × · · · × R/ar .
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Bevis.For i = 1, . . . , r betegnes meda′
i produktet afaj ’erne for j 6= i. Ved gentagen

anvendelse af Lemma (4.18)(2) følger det, atai er komaksimal meda′
i . Videre følger ligheden

a1 · · · ar = a1 ∩ · · · ∩ ar af Lemma (4.18)(1) ved induktion.
Den søgte isomorfi fås ved at betragte den kanoniske afbildning, der til hvert elementx i

R lader svarer-sættet bestående af restklasserne afx modulo hvert af der idealerai . Denne
kanoniske afbildning er øjensynlig en ringhomomorfi,

R → R/a1 × · · · × R/ar ,

hvor højresiden erproduktringen, med koordinatvise kompositioner. Kernen for denne rin-
ghomomorfi er fællesmængden afai ’erne, der ifølge det allerede viste er lig med produktet
af ai ’erne. For at vise, at denne ringhomorfi inducerer en isomorfisom ønsket, er det derfor
nok at vise, at den er surjektiv.

Videre er det, da afbildningen er en ringhomomorfi, nok at vise for i = 1, . . . , r, at det
specieller-sæt, der har restklassen af 1 moduloai på deni’te plads og 0 på de øvrige pladser,
tilhører billedet. Hertil bemærkes, at daai og a′

i er komaksimale, findes elementerai ∈ ai
og a′

i ∈ a′
i således at 1= ai + a′

i . Betragt elementeta′
i . Det tilhørera′

i og dermed alle
aj ’erne forj 6= i. Elementets restklasse moduloaj er derfor lig med 0 forj 6= i. Desuden
era′

i − 1 = −ai element iai , så era′
i er kongruent med 1 moduloai . Restklassen moduloai

af elementeta′
i er altså lig med restklassen af 1.

Hermed er vist, at elementeta′
i ved den kanoniske afbildning afbildes på det specielle

r-sæt, som ønsket.

(4.21) Eksempel.Den klassiske anvendelse af den kinesiske restklassesætning er på ringen
Z af hele tal. Her er alle idealer hovedidealer, dvs af formen(n), hvorn > 0. To hovedidealer
(n1) og (n2) er komaksimale, hvis og kun hvis tallenen1 og n2 er primiske, dvs ikke har
fælles primdivisorer. Dette følger af at idealsummen(n1)+ (n2) øjensynlig er hovedidealet
(d), hvord er den største fælles divisor forn1 ogn2; idealsummen er således hele ringenZ,
hvis og kun hvisd = 1 er den største fælles divisor forn1 ogn2.

Heraf fås den klassiske restklassesætning:For givne parvis primiske taln1, . . . , nr og
n := n1 · · ·nr er

Z/(n) ∼−→ Z/(n1)× · · · × Z/(nr ).

(4.22) Opgaver.
1. Vis, for et primtalp, at idealet(p,X) i Z[X] er et maksimalideal, og beskriv legemetU3
Z[X]/(p,X). [Vink: Bestem en surjektiv ringhomomorfi ind i

”
det rigtige“ legeme, med det

givne ideal som kerne.]

2. Vis, at idealet(X, Y ) i Q[X, Y ] er et maksimalideal.U3

3. Vis, at idealerne(0) ⊂ (X) ⊂ (X, Y ) ⊂ (X, Y, Z) i Z[X, Y, Z] er primidealer. Er derU3
maksimalidealer imellem dem?

4. Vis, at hvisa er en fællesmængde af primidealer, så era = Rad(a).

5. Vis, at en endelig fællesmængdep1 ∩ · · · ∩ pr af primidealer kun kan være et primideal,H1
hvis etpi er indeholdt i de øvrige.



KomAlg
30. marts 2007

Ringe og moduler 4.9

6. Vis, at hvis en familie af primidealerpi , i ∈ I , er totalt ordnet (dvs, at for allei, j er
pi ⊆ pj ellerpj ⊆ pi), så er fællesmængden

⋂

i pi igen et primideal.

7. Vis, at Rad(0) er delmængden bestående af alle nilpotente elementer iR. *Vis, atU7

Rad(0) =
⋂

p,

hvor højresiden er fællesmængden af alle primidealer iR. [Vink: For at vise inklusionen
”
⊇“

skal det vises, at hvisf ikke er nilpotent, så findes et primidealp medf /∈ p. Anvend hertil
eksistensen af et primideal (endda et maksimalideal) i ringenRf .]

8. Lad I være en mængde. Betragt ringenR := F I2 af alle funktionerI → F2. Vis, at
vedf 7→ f−1(0) bestemmes en bijektiv afbildning afR på mængden af alle delmængder af
I ; den inverse afbildning knytter til en delmængdeF ⊆ I den karakteristiske funktion for
komplementærmængden tilF . Herved svarer delmængdera ⊆ R til systemer af delmængder
F ⊆ P(I ). Vis, ata ⊆ R er et ægte ideal, hvis og kun hvisF ⊆ P(I ) er etfilter på I , dvs
opfylder følgende: (1)G ⊇ F ∈ F H⇒ G ∈ F , og (2)F1, F2 ∈ F H⇒ F1 ∩ F2 ∈ F ,
og (3)F 6= ∅ og ∅ /∈ F . Vis, at følgende betingelser er ækvivalente: (i)a er et primideal,
(ii)F er etultrafilter, dvs et filter som opfylder, at for enhver delmængdeF af I gælder:
F ∈ F ∨ ∁F ∈ F , (iv) Filtret F er maksimalt blandt filtre, (iv)a er et maksimalideal.

9. Betragt ringenR := F N

2 af alle følgerα : N → F2. Vis, at delmængdena ⊆ R bestående
af de følger, der er 0 fra et vist trin, er et ægte ideal iR. Kan du bestemme et maksimalideal
m medm ⊇ a?

10. Bestem en kæde af tre primidealerp0 ⊂ p1 ⊂ p2 i ringenQ[X, Y ]. –Og i ringenZ[X].H1

11. Betragt en ringhomomorfiR → R′ og for idealera ⊆ R og a′ ⊆ R′ extensionR′a ogU6
kontraktionR∩a′. Vis, ata ⊆ R∩R′a og atR′(R∩a′) ⊆ a′. Vis, at hvisa er en kontraktion,
så era = R ∩ R′a, og hvisa′ er en extension, så era′ = R′(R ∩ a′).

12. Antag, atR er lokal med maksimalidealm. Vis, at hvis idealetm er endeligt frembragt,U9
så er entenmk = (0) for et (passende stort)k, eller også ermn ⊃ mn+1 for alle n. Vis, at
hvis den første mulighed indtræffer, så erm det eneste primideal iR.
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5. Graduerede ringe og moduler.

(5.1) Gradueret ring. LadG være en ring. Ved engradueringafG forstås da en familie af
(additive) undergrupperGn for n ∈ Z, som opfylder følgende to betingelser:

(1) Som gruppe erG den direkte sum af undergrupperneGn. Med andre ord, hvert
elementg i G har en entydig fremstilling som en endelig sum,

g =
∑

n
gn,

hvor gn tilhørerGn for alle n ∈ Z. (At summen er endelig betyder, at kun enelig
mangegn i fremstillingen er forskellige fra 0.)

(2) For allei, j gælder, atGiGj ⊆ Gi+j .

Gradueringen siges at være enpositiv graduering, hvisGn = 0 for n < 0. En ringG med
en given graduering kaldes engradueret ring.

Antag, atG er en gradueret ring. Elementerne i undergruppenGn siges da at værehomo-
gene af gradn, og fremstillingen i (1) af et elementg iG kaldes denhomogene dekomposition;
leddenegn kaldes dehomogene komponenterellerhomogene ledi g. Nul-elementet iG til-
hører naturligvis enhver af grupperneGn, så det er homogent af enhver grad. Det følger af
betingelsen (1), at elementer forskellige fra 0 ikke kan tilhøre to forskellige af undergrupperne
Gi ; homogene elementer forskellige fra 0 har altså en veldefineret grad.

Betingelsen (2) udsiger, at produkt af to homogene elementer igen er et homogent element,
og mere præcist, at et produkt af to elementer, der er homogene af graderi ogj , er homogent
af gradi + j .

(5.2) Observation. Et-elementet 1 iG er homogent af grad 0. Et-elementet har nemlig en
homogen dekomposition, 1=

∑

i gi . Erh et homogent element af gradn, får vi ligningen,

h = 1h =
∑

i
gih.

På venstresiden erh homogent af gradn. På højresiden er leddetgih homogent af gradi+n.
Af entydigheden af dekompositionen følger nu specielt, ath må være lig med det homogene
led af gradn på højresiden, altså at der gælder ligningen,h = g0h. Denne sidste ligning
gælder altså nårh er et homogent element iG. Ved addition sluttes så, at den gælder nårh er
en endelig sum af homogene elementer. Ligningenh = g0h gælder derfor for alle elementer
h i G. Men denne ligning betyder netop, atg0 er et-elementet iG. Altså er 1= g0 homogent
af grad 0.

UndergruppenG0 i G er ifølge betingelsen (2) stabil under multiplikationen iG, og den
indeholder et-elementet. Den er derfor en delring afG. En gradueret ringG kan altså
naturligt opfattes som algebra overG0. Bemærk desuden, at de homogene undergrupperGn
erG0-moduler ifølge (2).

(5.3) Eksempel.PolynomiumsringenG = R[X1, . . . , Xd ] i d variable overR er en gradueret
ring, idetGn defineres som gruppen af polynomier, der (i sædvanlig forstand) er homogene
af gradn. Gradueringen er øjensynlig positiv.
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(5.4) Gradueret modul. LadG være en gradueret ring. EnG-modulM siges da at være
gradueret, hvis der iM er givet en familie af undergrupperMn for n ∈ Z, som opfylder
følgende to betingelser:

(1) Som gruppe erM den direkte sum af undergrupperneMn. Med andre ord, hvert
elementx i M har en entydig fremstilling som en endelig sum,

x =
∑

n
xn,

hvorxn tilhørerMn for allen ∈ Z.
(2) For allei, j gælder, atGiMj ⊆ Mi+j .

Fremstillingen i (1) kaldes denhomogene dekompositionafx, idet der for graduerede moduler
benyttes en sprogbrug ganske svarende til den der benyttes for graduerede ringe.

Det er klart, atG, opfattet somG-modul, er en gradueret modul.

(5.5) Homogen undermodul.LadM være en gradueret modul (over en gradueret ringG).
En undermodulN i M siges da at være enhomogen undermodul, hvis der for hvert element
x i N gælder, at de homogene led ix også tilhørerN . Ækvivalent betyder dette, atN er sum
af undermodulerne,

Nn := N ∩Mn,

og det medfører, at disse undermoduler er en graduering afN . En homogen undermodul er
altså specielt selv en gradueret modul.

(5.6) Observation. En gradueret modulM, der er frembragt af endelig mange elementer, er
også frembragt af endelig mange homogene elementer. Er nemlig M frembragt af endelig
mange elementerx i M, så vil de homogene led ix’erne også frembringeM. Omvendt er
det klart, at homogene elementer iM vil frembringe en homogen undermodul iM.

(5.7) Lemma. LadG være en gradueret ring, således atG som algebra overG0 er frembragt
af elementer iG1. Da er gradueringen iG positiv. Lad videreM være en gradueretG-modul
frembragt af endelig mange homogene elementer. Da gælder: Hvis n er mindre end den
mindste grad af disse frembringere, så erMn = 0. Hvis d er større end eller lig med den
største grad af disse frembringere, så vilMd frembringe hele den homogene undermodul

M>d := Md ⊕Md+1 ⊕Md+2 ⊕ · · · .

Bevis.Da G er frembragt somG0-algebra af elementer iG1, er hvert elementg i G en
G0-linearkombination af endelige produkter af elementer iG1. Et sådant produkt er homo-
gent af grad lig med antallet af faktorer, og graden ændres ikke når produktet multipliceres
med en skalar fraG0; specielt er graden altså ikke-negativ. Ud fra linearkombinationen fås
den homogene dekomposition ved at samle led, der har samme grad. Der er således ingen
homogene led ig, der får negativ grad. Altså erGn = 0 for n < 0.

Lad nuM være en gradueretG-modul, og antag, atM er frembragt af endelig mange homo-
gene elementereα . Hvert elementx iM er altså enG-linearkombination afeα ’erne. Indsættes
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i en sådan linearkombination for hver af koefficienterne denhomogene dekomposition, og vi-
dere, for hvert af disse homogene elementer iG fremstillingen som enG0-linearkombination
af endelige produkter af elementer iG1, fås en fremstilling afx som en endelig sum af pro-
dukter af formenheα , hvorh er et produkt af et element iG0 og endelig mange elementer
i G1. Elementeth har ikke-negativ grad, og graden af produktetheα er derfor større end
eller lig med graden afeα . Graden af produktetheα kan derfor aldrig være mindre end den
mindste grad afeα ’erne. Nårn er mindre end denne mindste grad, måMn altså være lig med
0.

Lad nudα være graden af frembringereneα . Antag, atd er større end eller lig med hvert af
dα ’erne. Betragt et elementx i Mn, hvorn > d. Ifølge det foregående harx en fremstilling
som en sum af produkterheα, hvorher et produkt af et element iG0 og endelig mange faktorer
i G1. Dax er homogent af gradn, kan man fra fremstillingen bortkaste eventuelle produkter
heα som ikke er af gradn. Det kan altså antages, at alle produkterheα i fremstillingen har
gradn. Nu varh et produkt beskrevet ovenfor, ogh’s grad er derfor lig med antallet af
faktorer fraG1. På den anden side har produktetheα gradenn, og n > d > dα. Ved at
samle faktorerne ih passende kanh derfor skrives som et produkth′h′′ således ath′′eα har
gradd. Hvert led i fremstillingen afx kan altså skrives som et produkth′e, hvor e ∈ Md

og h′ ∈ Gn−d . Specielt ses, atx er enG-linearkombination af elementer iMd . Da x var
et vilkårligt element iMn for n > d følger det, at hvert element i undermodulenM>d er en
G-linearkombination af elementer iMd .

(5.8) Homogen afbildning. LadM ogN være graduerede moduler. En lineær afbildning
f : M → N siges da at værehomogen, hvis der gælder

f (Mn) ⊆ Nn for allen.

Lidt mere generelt sigesf at værehomogen af gradi, hvisf (Mn) ⊆ Nn+i for alle i. Det er
klart, at kernen for en homogen homomorfif : M → N er en homogen undermodul iM og
at billedet er en homogen undermodul iN .


