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Ekstra opgaver

1. Bestem, for polynomiumsringen i m + k variable, en isomorfi,
RIX1,.... Xm, Y1, ..., Yil/ (Y1, ..., Y3) = R[X1, ..., Xl

2. Betragt en korteksakt fglge 0 - K — M — L — 0. Antag, at K og L er frie moduler.
Vis, at M er fri. [Vink: lgft“ elementerne fra en basis for L til elementer i M, og suppler
med (billederne af) en basis for K. Vis, at der herved fremkommer en basis for M.]

3. Antag, at R er et PID. Vis, at enhver undermodul K C R" er fri, og at der for rangen, dvs
elementantallet i en basis, gelder rk K < n.

4. Vis for et ideal a € R, at delma@ngden Rad(a) faktisk er et ideal i R, og at a € Rad(a).
Vis, at for et primideal p er Rad(p) = p; og mere generelt: Rad(p”) = p forn > 1.

S. Vis for et ideal a1 R og en modul M, at ma&ngden aM, af alle summer af produkter ax
fora € aog x € M, er en undermodul. Vis (og praciser), at kvotienten M /aM naturligt er
en R/a-modul.

6. Lad a vere et ideal. Vis, at hvis fglgen 0 — M’ — M — M"” — 0 er eksakt, sa er ogsa
folgen M’ JaM’ — M/aM — M"/aM"” — 0 eksakt. Manglede pilen 0 — M’/aM’ i den
sidste fglge?

7. Lad p vare et primtal og lad M vare en endelig kommutativ gruppe (additivt skrevet).
Vis, at M/ pM naturligt er et vektorrum over I,. Vis, at vektorrumsdimensionen af M /pM
er ,relateret” til de cykliske grupper af primtalspotensorden, der indgér i M ifglge Struktur-
s@tningen for endelige kommutative grupper.

8. Hvornirer M — S~!M injektiv? Kan det indtrzffe, at M — S~ M er en isomorfi?

9. Lad p veare et primtal. Brgkringene Z,) og Z[1/p] er delringe af Q. Bestem felles-
mengden Z,) NZ[1/p].

10. Vis, at hvis a er en fellesmangde af primidealer, sa er a = Rad(a).

11. Vis, at en endelig fellesmangde p; N - - - N p, af primidealer kun kan vare et primideal,
hvis et p; er indeholdt i de gvrige.

12. Vis, at hvis en familie af primidealer p;, i € I, er totalt ordnet (dvs, at for alle 7, j er
pi C pjellerp; C p;), sd er fellesmaengden (), p; igen et primideal.

13. Vis, at de linezre afbildninger e: R — M er afbildningerne af formen e(x) =
(e1, ..., ey,) svarende til et st af n elementer ey, ..., e, 1 R-modulen M.

Vis, at sattet (eq, ..., e,) er et frembringersystem for M, hvis og kun hvis e: R — M
er surjektiv. Settet (eq, ..., e,) er lineert uafhengigt, hvis den eneste lineeere relation
xie1 + -+ + x,e, = 0 er den trivielle, hvor x; = --- = x,, = 0. Vis, at sattet er lineart
uathengigt, hvis og kun hvis e: R” — M er injektiv. Vis, at sa@ttet er en basis for M, hvis
og kun e: R" — M er en isomorfi.
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14. Det er et fundamentalt resultat i linezr algebra, at en linezr afbildning o: R — R er
injektiv, hvis og kun hvis determinanten det(«) ikke er en nuldivisor, dvs hvis og kun hvis
multiplikation med det(«) er en injektiv afbildning R — R. Vis, at ,hvis“ fglger af Cramer’s
formler. Det generelle resultat er ikke sa let at eftervise. Vis resultatet for integritetsomrader
R. Vis, ved hjalp af resultatet, at en linezr afbildning R” — R¢ kun kan vzre injektiv nar
n < d (eller nar R er nulringen).

Ved rangen af en modul M, betegnet rk M, forstas det stgrste antal elementer, der kan
veere i et lineart uafhaengigt system i M. Ved frembringerdimensionen, betegnet dimge, M,
forstas det mindste antal elemeneter, der kan veere i et frembringersystem for M. [Bemark, at
notationen dimge, M ikke er en standardnotation.] Vis, ved hjelp af resultatet, at der generelt
geelder rk M < dimge, M. Vis yderligere, at hvis M er endeligt frembragt, sa er M fri, hvis
og kun hvis rk M = dimge, M.

15. Lad R vare et integritetsomridde med brgklegeme K := R(g). Vis for enhver R-modul
M, attk M = dim M gy, hvor dimensionen er dimensionen som vektorrum over K.

16. Vis, at Rad(0) er delmengden bestaende af alle nilpotente elementer i R. *Vis, at

Rad(0) = []p.

hvor hgjresiden er fellesmangden af alle primidealer i R. [Vink: For at vise inklusionen ,, O
skal det vises, at hvis f ikke er nilpotent, sa findes et primideal p med f ¢ p. Anvend hertil
eksistensen af et primideal (endda et maksimalideal) i ringen Ry .]

17. Lad I vare en mangde. Betragt ringen R := IFZI af alle funktioner I — [,. Vis, at
ved f — f~1(0) bestemmes en bijektiv afbildning af R pA mangden af alle delmangder af
I; den inverse afbildning knytter til en delm@ngde F C I den karakteristiske funktion for
komplementermangden til F. Herved svarer delmangder a C R til systemer af delmangder
F CP(). Vis, at a C R er et &gte ideal, hvis og kun hvis F C P(I) er et filter pa I, dvs
opfylder fglgende: (1) G D Fe F — Ge F,og2Q)F|,Fhe F — FINFecF,
og B) F #Wog® ¢ F. Vis, at folgende betingelser er &kvivalente: (i) a er et primideal,
(i1).F er et ultrafilter, dvs et filter som opfylder, at for enhver delmangde F af I galder:
F € Fv CF € F, (iv) Filtret F er maksimalt blandt filtre, (iv) a er et maksimalideal.

18. Betragtringen R := Fé\l af alle fglger : N — IF,. Vis, at delmengden a C R bestaende
af de fglger, der er O fra et vist trin, er et &gte ideal i R. Kan du bestemme et maksimalideal
mmedm D a?

19. Bestem en kade af tre primidealer pg C p; C po iringen Q[ X, Y]. —-Og i ringen Z[ X].
20. Vis, at de cykliske moduler R/a og R/b er isomorfe, hvis og kun hvis idealerne a og
b er det samme: a = b. [Vink: Overvej, hvordan du ud fra R-modulen R/a kan bestemme
idealet a.]

21. Lad p vere et primtal. Brgkringene Z,) og Z[1/p] er delringe af Q. Bestem fzlles-
mengden Z,) NZ[1/p].

22. Vis, at en endelig fellesma@ngde p; N - - - N p, af primidealer kun kan vere et primideal,
hvis et p; er indeholdt i de gvrige.
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23. Vis for hvert n-set o = (aq, ..., ) 1 k", at idealet my, 1= (X1 — aq, ..., X, — o)
bestar af de polynomier f € k[Xy, ..., X,,] for hvilke f(c1,...,®,) = 0. Vis, nar k er et
legeme, at m,, er et maksimalideal.

24. Antag, at k eretuendeligt legeme. Vis,athvis f € k[ X1, ..., X,]ikke er nul-polynomiet,
safindeseta = (o, ...,a,) € k" med f(a) #0.

25. Antag, at x € R er nilpotent. Vis, at s er 1 4+ x invertibel i R.

26. Antag, at R er et PID, og at a = p‘fl ... p/" er en primoplgsning. Bestem le&ngden af
R-modulen R/(a).

27. En partielt ordnet mangde (M, <) kaldes noethersk ordnet, hvis der i enhver stigende
kede x1 < x» <X x3 X --- galder ,,=" fra et vist trin. Formuler en ®kvivalent , mak-
simalitetsbetingelse”. Ordningen kaldes artinsk, hvis den modsatte ordning er noethersk.
Antag, at ordningen er bade noethersk og artinsk. Vis, at sa findes der i M en keade
X0 < X1 < +++Xp—1 < Xy, som er uforfinelig i den forstand, at x( er minimalt element i M,
x, er maksimalt element i M og for hvert i findes der intet element x med x; 1 < x < x;. [
almindelighed kan man ikke slutte, at der sa er en gvre graense for antallet at elementer i en
uforfinelig keede. Hvilket resultat kan man udlede, nar M er mangden af undermoduler af
en given modul M?

28. Lad a og b vere idealer i R, og lad § € R vare en multiplikativ delm@ngde. Vis, at
S7lanb) =S5"tansle.
29. Betragt R-homomorfier ¢: M — N og ¥: N — P. Vis, at Kergp C Ker ¢ og at
inducerer en surjektiv homomorfi ¢(M) — Y@ (M). Vis, at Ker ¢ = Ker ¢, hvis og kun
hvis den inducerede homomorfi er en isomorfi ¥ : o(M) — Y o(M).

Vis, at hvis M er noethersk, sa er enhver surjektiv homomorfi M — M automatisk en
isomorfi.

30. Lad der vere givet en filtration 0 = Fyp € F; € --- € F, = M i M med cykliske
kvotienter F;/F;—1 = R/a; fori = 1,...,n. Vis, at produktet a; - - - a, er indeholdt i
annullatoren Ann M.

31. Antag, at R er et PID og ikke et legeme. Lad M vare en endeligt frembragt R-modul.
Vis, at M har endelig lengde, hvis og kun hvis Ann M # (0).

32. Vis, at enhver noethersk modul M # 0 har en simpel kvotientmodul.

33. To af de egenskaber, der karakteriserer noetherske moduler ved deres undermoduler, hed-
der, henholdvis, ,,den opstigende kades egenskab®, og , maksimalitetsegenskaben®. Preciser
hvilke! Formuler tilsvarende ,, den nedstigende kades egenskab® og ,, minimalitetsegenska-
ben*, og vis at de to sidste egenskaber er ®kvivalente. En modul, der har de to egenskaber,
kaldes artinsk. Vis, at enhver artinsk modul har en simpel undermodul.

34. Vis, at en R-modul M har endelig lngde, hvis og kun hvis M er bade noethersk og
artinsk.

35. Lad p vere et primtal, og lad Cpec C C* vaere foreningsmangden af undergrupperne:

(*) C1CCpCCp2C---,
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Vis, at Cpe er en gruppe, og at undergrupperne i (x) er de eneste @gte undergrupper af C .
Vis, at C oo er artinsk som Z-modul.

36. Vis, for et primtal p, at M := Z[1/p]/Z er artinsk som Z-modul. [Vink 1: Vis, at
undergrupperne Z(1/p)"/Z forn =0, 1,2, ... er de eneste &gte undergrupper af M. Eller
Vink 2: Vis, at M er relateret til gruppen Cp.]

37. Antag, at nul-idealet er et produkt af maksimalidealer, (0) = my---m,. Vis, at sa er
felgende betingelser er &kvivalente: (i) R er noethersk; (i) R er artinsk; (iii) R har endelig
lengde. [Vink: I filtrationen af R bestemt ved F; := my ---m; har hver af de successive
kvotienter formen F/mF; specielt er hver kvotient en modul over en kvotientring R /m, altsa
et vektorrum. Brug nu, at for vektorrum er de tre betingelser trivielt &kvivalente.]

38. Vis, at R (som modul over sig selv) er artinsk, hvis og kun hvis R har endelig l&ngde.
[Vink: Antag, at R er artinsk. Det er nok at vise, at (0) er produkt af maksimalidealer. Valg
0 minimalt blandt de idealer, der er produkter af maksimalidealer, og s&t a = Ann 0. Saera
det stgrste ideal med ad = 0. Antag, indirekte, at 0 # (0). Saer 1 ¢ a, og kvotienten R/a
er ikke nul. Slut heraf, at R/a har en simpel undermodul, svarende til et ideal b med a C b
ogb/a = R/m. Nuermb C a, og dermed er mbd = 0. Bjensynlig er md C ? er produkt af
maksimal idealer, sa valget af 0 sikrer, at m0 = 0. Altsa er b0 = (0), men da a C b erdeter
i modstrid med definitionen af a.

39. Vis, aten endeligt frembragt R-modul er artinsk, hvis og kun hvis den har endelig l&ngde.

40. Gennemfgr fglgende bevis for Noether’s Normaliseringslemma. Lad A := k[ay, ..., an]
vare den givne algebra. Antag, at der findes en egentlig relation F'(ay, ..., a;) = 0, hvor F
ikke er nul-polynomiet. Betragt et s@t af m — 1 skalarer Ay, ..., A;,—1 € k, og s&t

bl' ::ai—kiam fori:l,...,m—l.

Det skal vises, at skalarerne kan vealges sadan, at a,, er hel over k[by, ..., b, —1] (thi sa
bliver k[ay, ..., a;] hel over k[by, ..., b,—1]). Lad d vere graden af F, og altsa F =
Fg+---+ F1 + Fp, hvor F; er homogen af grad d. Vihar a; = b; + A;a,,, og altsa ligningen,

Fbi+Mam, ..., bpm—1 + Ap—1am, am) = 0.

Ordnes efter potenser af a,, fas en ligning af grad hgjst d i a,,, og koefficienten til an‘f kommer
fra F,;. Det bliver en skalar:

O=Fb1+Mam,....bpm 1+ Ip_1am,am) = Fgh1, ..., Ap_1, l)arz-l-....

Nu var Fy(Xq, ..., X,;) homogent og ikke nul-polynomiet, og sa er Fy(X1, ..., X;—1, 1)
ikke nul-polynomiet. Valg nu skalarerne sadan, at koefficienten F;(Aq, ..., Ayu—1, 1) # 0.
Division med denne koefficient giver sa en , helhelds“-relation for a,, over k[by, ..., by—1].
Den vasentlige fordel ved dette bevis er, at den givne algebra bliver hel over algebraisk
uafth@ngige elementer, der er linearkombinationer af de givne ay, ..., a,. Ulempen er, at
beviset kun fungerer, nar legemet k er undeligt. Hvorfor denne sidste indskreenkning?
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41. Beskriv Ann M, Supp M og Ass M for Z-modulen M = 7Z/24Z. Og for M = Z.

42. Vis, at en potensrekke f =ap+ a1 X +ax X 2 4 ... € k[X] er invertibel, nér blot ag er
invertibel 1 k. Vis, at nar k er et legeme, sa er k[[X]] en lokal ring, og et PID. [Vink: Vis, at
idealet (0) og idealerne (X') fori =0, 1, ... er samtlige idealer.]

43. Betragt polynomiumsringen G = R[X1, ..., X,]. Vis, for idealet 9 = (X, ..., X,,)
i G, at G/9N = R. Lad G, vare undergruppen af homogene polynomier af grad d. Det
er en fri R-modul, der som basis har monomierne af grad d. Vis, at G4 C M4, Vis, at
9 /9M*! er en modul over G/9M = R. Beskriv M?, og bestem en naturlig R-linezr
isomorfi M4 = G4 ® M?*!. Udled heraf en R-isomorfi G4z —> ¢ /oma+1,

44. Betragt en ringhomomorfi R — R’ og for idealer a € R og @' C R’ extension R'a og
kontraktion RNa’. Vis,ata € RN R'aogat R'(RNa’) C a'. Vis, at hvis a er en kontraktion,
sdera= RN R'a, oghvis a’ er en extension, si era’ = R'(R N a’).

45. Lad ay, ..., a, vereidealeri R. Bestem annullatoren for R-modulen R/a; &---® R/ay,.

46. Mengden af primidealer i ringen R kaldes ringens primspektrum og betegnes Spec R.
Hvornar er primspektret tomt? Beskriv primspektret for et legeme. Bestem for kommutative
ringe Ry og R en naturlig bijektiv afbildning Spec(R; x Rz) = Spec R; Vv Spec R, hvor
hgjresiden er den disjunkte forening af de to mengder.

47. Vis foren R-modul M oga € R, at (a)M = aM (hvoraM :={ax | x € M }).

48. Betragt ringen Z og heri et tal n > 1. Vis, at mengden S = {s | (s,n) = 1} eren
multiplikativ delmangde af Z. Beskriv primidealerne i brgkringen S~!Z, og de tilsvarende
primidealer i Z.

49. Lad M vare en R-modul, og betragt den direkte sum R @ M. Vis, at med kompositionen
(r,x)(s, y) = (rs, ry 4+ sx) som multiplikation er R & M en kommutativ ring. (T@nker man
pa (r, x) som r + x, er multiplikationen bestemt ved xy = 0.) Antag, at R = k er et legeme.
Vis, at k @ M en lokal ring med kun ét primideal. Hvornar er k & M noethersk?, — artinsk?,
— af endelig l&ngde?

50. Vis, at en R-modul M er fri, hvis og kun hvis M har en endelig filtration, hvor alle de
successive kvotienter er isomorfe med R.

51. Et element x i R-modulen M kaldes et forsionselement, hvis der findes en skalar r,
der ikke er nuldivisor i R, saledes, at rx = 0. Vis, at torsionselementerne i M udggr en
undermodul M af M og at kvotientmodulen M/ M er ,torsionsfri‘.

52. Vis, aten R-line@r afbildning ¢ : M — Q erinjektiv (henh. surjektiv, henh. bijektiv), hvis
og kun hvis ¢, : M, — Q, er injektiv (henh. surjektiv, henh. bijektiv) for alle primidealer p
iR.

53. Antag, at q er et p-primeert ideal i R. Vis for idealer a og b, at hvis ab C qog a Z g, sa
erb C p.

54. Antag, at R er et PID. Antag, at a € R har primoplgsningen a = upfl .-+ py", hvor
u € R* ogelementerne p1, ..., p, erikke-associerede. Bestem Rad(a). Bestem de primzre
idealer i R.
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55. Antag, at R er et integritetsomrade og at p € R er et primelement, dvs at p # 0 og
hovedidealet (p) er et primideal. Vis, at potenserne (p”"), hvor m > 1, er (p)-primere
idealer.

56. Antag, at R er noethersk og M er endeligt frembragt. Lad qy, .. ., q4 vare de associerede
primidealer for M (i en vilkarlig given reekkefglge). Vis, at der findes en filtration (0) = Fy C
Fi € ... C F, = M, hvor de successive kvotienter har formen R/p; med primidealer p;
siledes,atp; =gqjforj=1,...,q.

57. Antag, at R er et PID. Vis, at hvis M er en endeligt frembragt forsionsfri R-modul (dvs
Ann(x) = (0) for x # 0), saer M fri. [Vink: Lokaliseringen R (), er brgklegemet for R. Vis,
at homomorfien M — M) er injektiv, og benyt det til at vise, at M er undermodul i en fri
modul. Slut sa til sidst, at M ma vare fri.]

58. Antag, at p C q er primidealer, og s®&t M := R/p & R/q. Bestem Ann M og Ass M.
Find en modul N som opfylder Ann M = Ann N men Ass M D Ass N.

59. Betragt polynomiumsringen R = k[ X, Y], hvor k er et legeme, og idealet m = (X, Y)
som R-modul. Vis, at Ass(m) = {(0)}. Vis, at i fglgende filtration af m,

O cCc¥)cX2LY)Cc(X,Y)=m

har de successive kvotienter formen R/p; med primidealer p;. Vis, at i enhver filtration af
m, hvor de successive kvotienter er af denne form, vil der forekomme primidealer ud over
primidealet (0). [Vink: i modsat fald ville m vare en fri R-modul, hvad der ikke kan vare
tilfeldet; eller: Overvej, at der ma vare mere end 1 kvotient, og at antallet af gange R/(0)
forekommer er lig med 1.]

60. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul. Vis, at hvis Ann M er et primideal p, sa er p
associeret til M. [Vink: Hvisey, ..., e, frembringer M, saer p = Ann(e;)N---NAnn(e,).]

61. Antag, at M er en endeligt frembragt R-modul. Vis, at hvert primideal associeret til
R/ Ann M er associeret til M. [Vink: Lad r € R og lad r vare restklassen af » modulo
Ann M. Vis, at Ann(r) = Ann(r M).

62. Lad M vare en endeligt frembragt modul over en noethersk ring R, og lad py, ..., p,
veere de associerede primidealer. Vis, at den naturlige homomorfi M — My, x --- x M, er
injektiv. [Vink: Overvej, at intet primideal kan vere associeret til homomorfiens kerne.]

63. Betragt polynomiumsringen R = k[X, Y, Z], hvor k er et legeme. Vis, at idealerne
m=(X,Y,Z2),p=(X,Z)ogq= (Y, Z) er primidealer. Vis for M := R/pq, at AssM =
{p, q, m}. Vis, at den naturlige homomorfi M — M, x M, ikke er injektiv.

64. Lad R vare en noethersk ring. Vis, at R er et endeligt produkt af integritetsomrader,
hvis og kun hvis Ry, er et integritetsomrade for alle maksimalidealer m (og dermed for alle
primidealer m). [Vink til ,hvis®: Vis fgrst, at Rad(0) = (0) ogudled, at (0) =p; N ---Np,,
hvor fremstillingen kan antages uforkortelig. Vis dernast, at den naturlige ringhomomorfi
R — R/py x --- x R/p, er en isomorfi (lokaliser i m!).]

65. VisiZ[X], atidealet m := (2, X) er et maksimalideal og at idealet (4, X) er m-primart
og ikke en potens af m.
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66. Lad der vere givet en endelig ma&ngde af primidealer pq, ..., p, 1 R. Angiv en modul
M for hvilken Ass M = {p1, ..., pn}.

67. *For et ideal a i R betegnes med a[ X] extensionen af a til R[X]. Vis, at hvis p er et
primideal i R, sa er p[X] et primideal i R[X]. Vis, at hvis q er et p-primert ideal i R, sa er
q[X] et p[X]-primert ideal i R[X].

68. Antag, at R er noethersk og M er endeligt frembragt. Betragt fglgende betingelse pa
M: nuldivisorerne pa M udggr et ideal. Vis, at hvis N er en primer undermodul af M, sa
er betingelsen opfyldt for M /N. Vis, at hvis betingelsen er opfyldt, sa udggr nuldivisorerne
et associeret primideal. Vis, at hvis N € M er en irreducibel undermodul, sa er betingelsen
opfyldt for M/N. [Vink til det sidste: vis det indirekte!]

69. Betragti R = k[X, Y] (hvor k er et legeme) maksimalidealet m = (X, Y). Ggr rede for,
atm? = (X 2 XY, Y 2) er m-primeart. Vis, at m? ikke er irreducibelt. [Vink: Vis, at m er en
fellesmangde af a; og a>, hvor a; = (X2, Y)og....]

70. Vis, atdelringen R := Z[2X, X2, X3] af Z[ X] bestér af de polynomier f =ag+a; X +
.-+, hvor koefficienten a; (altsa koefficienten til X) er lige. Vis at idealet p, bestaende af de
polynomier f € R for hvilke f(0) = 0, er et primideal, og vis, at p = (2X, X2, X3). Vis, at
idealet p? ikke er p-primeart. [Vink: p? = (4X,2X?,2X3, X4, X°, X%), og 4X? € p2, men
4 ¢pogX*¢p]

71. Betragti R = k[X, Y] (hvor k er et legeme) idealerne p = (X) og m = (X, Y). Vis, at
p € mer primidealer. S&ta := pm. Vis, at Rad(a) er primidealet p og at a ikke er p-primert.
72. Betragt i k[X, Y] (hvor k er et legeme) idealerne p = (X), m = (X, Y), q = (X2, Y),
og a := pm. Vis, at a = (X2, XY). Vis, at q er m-primart. Eftervis fglgende ligninger:
a =pNm? = pnN q, og vis, at begge bestemmer uforkortelige primzrdekompositioner af a.
73. Lad M vere en endeligt frembragt R-modul og lad a vere et ideal saledes, at der for alle
x#0iMerax C Rx. Vis,athvis M # 0, saer aM C M. [Vink: Indirekte, som i beviset
for Nakayama’s Lemma; brug, at en ligning (1 —a)e = 0, med a € a og e € M medfgrer, at
e =0.

74. Antag, at R er noethersk og M er endeligt frembragt. Lad a vere et ideal i R, og betragt
undermodulen N := (a"M i M. Vis, at N = aN, idet fglgende pastande skal eftervises:
Da aN C N, er det nok at vise, at for hver primar undermodul Q af M med aN C Q er
N C Q. Antag hertil, indirekte, at der findes x € N med x ¢ Q, og betragt restklassen
x € M/Q. Daera C Ann(x). Da M/Q er primer, fglger det, at hvert @ € a har en potens,
der annullerer M/Q. Derfor findes en eksponent k saledes, at akMm C Q. DaN C akm,
folger det at N C Q, — som @gnsket.

75. Lad k vere et legeme, og lad A := kN vare ringen af alle fglger o1, ovp, ... med o; € k.
Vis, at de fglger, der er konstante fra et vist trin, udggr en delring R af A. For en fglge («;) i
R betegnes med o fglgens konstante vardi o for j > 0. Vis, for hverti = 1,2, ..., 00,

at fglgerne @ € R med o; = 0 udger et maksimalideal m; 1 R, og at disse idealer er samtlige
primidealer i R. [Vink: Lad p vere et primideal i R. Betragt, fori =1, 2, ..., hovedidealet
(6;) i R (hvor §; er Kronecker’s delta, §;; = 1 ndr j =i og §;; = O ndr j # i). Udnyt, at
S)m; = (0) C p.]
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Vis, at de fglger, der kun antager endelig mange verdier, udggr en delring R’ af A [Sa
R’ = A, hvis k er et endeligt legeme]. Vis, at R’ er den hele afslutning af R i A. Kan du
bestemme et maksimalideal i R’, der ligger over m;? — Ogsa for i = oo?

76. Betragt i polynomiumsringen k[7'] (k er et legeme) polynomierne x = T2 ogy = T?, og
delalgebraen k[x, y] af k[T']. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi k[ X, Y] — k[x, y]
(bestemt ved f — f(x,y)) er idealet p := (X 3 _¥?%). [Vink: Regn modulo det sidste
ideal, dvs at man i monomier kan erstatte X med Y2 (og omvendt). For hvert f € k[X, Y]
har vi sa en kongruens, f = fo(X) + f1(X)Y med polynomier fy, f1 € k[X]. Det er
klart, at p er indeholdt i kernen. Antag omvendt, at f tilhgrer kernen. Sa fglger det, at
fox) + fi(x)y = 0, altsa fo(T?) + fi(THT3 = 0, og s ma fy og fi vere nul, og altsi
f=0,dvs f e (X3 —Y?)]

77. *Betragt i polynomiumsringen k[T] (k er et legeme) polynomierne x = 72,y = T3
og z = T*, og delalgebraen k[x, y, z] af k[T]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi
k[X,Y,Z] — klx,y,z] eridealetp := (Y2 — XZ, X> — YZ, X*Y — Z?). [Vink: Regn
modulo det sidste ideal, og vis, at for hvert f € k[X, Y, Z] er der en kongruens

f=X(Z) + XY 2(2) + X[3(2) + Y [o(2) + f5(Z)  (mod p).
Det er klart, at kernen omfatter p. Omvendt, hvis f ligger i kernen, sa fas T° f1(T>) +

T7 (T2 + T3 f5(T2) + T* fa(T%) + f5(T°), ogheraf fglger fi = o= f3= fa = f5 =0,
ogaltsa f € p.]



KomAlg EO9
19. oktober 2005

78. Antag, at R er et PID. Antag, at Q er en R-modul frembragt af e, f, og at der findes
en lineer relation ae + bf = 0 med a # 0. Lad d vare stgrste felles divisor for a, b.
Vis, at der findes x, y € R saledes, at ax + by = d, og at der sa gelder: elementerne
¢ = (a/d)e+ (b/d) f og f = —ye + xf frembringer Q og dé = 0.

Antag, at M er en endeligt frembragt torsionsfri R-modul (dvs Ann(x) = (0) for x # 0).
Vis, at M fri. [Vink: Vis, ved induktion efter n, at ethvert frembringersystem ey, ..., e, for
M, hvor n er mindst mulig, er en basis.

79. Vis, at enhver surjektiv homomorfi «: R” — R" er en isomorfi. [Vink: Vis, ved hjelp
af Cramer’s formler, at for kvadratiske matricer «, § medfgrer ligningen o = 1, at o er
invertibel med B8 som den inverse. |

80. Lad M vare en endeligt frembragt modul over en noethersk ring R. Vis, at M har
endelig lengde, hvis og kun hvis der findes endelig mange maksimalidealer my, ..., m,
(ikke ngdvendigvis forskellige) i R saledes, at mj - --m, M = 0.

Hvad udsiger resultatet, hvis R er lokal?

81. Ligningen Ass(M| & M>) = Ass(M1) U Ass(M3) er en konsekvens af Noether (1.7.2).
Giv, ved at se pa annullatorer for elementer (x1, x2) i M| @& M>, et direkte bevis for ligningen.

82. Antag, at nuldivisorerne pa M udggr et ideal q i R. Vis, at sa q er et primideal. Vis, at
hvis R er noethersk og M er endeligt frembragt, sa er q et associeret primideal for M.

83. I hvilke af fglgende ringe udggr nuldivisorerne et ideal: Z, Z/1, Z./8, 7./24?

84. Enring R, hvori idealerne er totalt ordnede (dvs, at for vilkarlige to idealer a og b er enten
a C beller b C a), kaldes en valuationsring. Vis, at i en valuationsring er ethvert endeligt
frembragt ideal et hovedideal.

85. Bestem for R = Z og a = (24) Hilbert—-Samuel-polynomiet y, s for M = Z. — Og for
M =7/9Z,0g M =7Z/10Z og M = Z/117Z.

86. Lad N og M vare moduler, og betragt inklusionen i: N — N @& M (bestemt ved
x > (x,0) og projektionen p: N & M — M bestemt ved (x, y) > y. Ggr rede for, at
fgzslgenO—»N—’»NEBM—p>M—>Oereksakt.

87. Betragt i R en multiplikativ delmangde S og et ideal a. Vis, at idealet S~'a € S~!Rer
extensionen aS~! R af a til S™'R.

88. Betragt en kvadratisk talring R = Z[£], hvor £ errod i f = X2 4+ bX 4+ ¢ €
Z[X]. Bestem en isomorfi Z[X]/(f) —> R. Udled for hvert primtal p en naturlig isomorfi
Fp[X1/(f) —> R/(p), idet f opfattes som polynomium i F,[X]. Vis, at der er fglgende tre
muligheder: 1° (p) er et maksimalideal i R; 2° (p) er en fellesmaengde (p) = m; N 'm, af
to forskellige maksimalidealer; 3° (p) er et kvadrat (p) = m? pa et maksimalideal. Vis, at
de tre muligheder indtreffer, henholdsvis, nar f i F, har ingen rgdder; to forskellige rgdder;
en dobbeltrod.

89. Betragt primidealer q C p. Hvilken relation er der mellem M, og M,,?

90. Lad S vere en multiplikativ delmangde af R. Vis, at homomorfien M — S~!M er
injektiv, hvis og kun hvis Zg (M) N S = @, hvor Zx (M) er maengden af nuldivisorer pa M.
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91. Lad g vere et p-primert ideal 1 en noethersk ring R, og lad § € R vare en multiplikativ
delmangde, disjunkt med p. Vis, at q er kontraktionen af sin extension: ¢ = R N S~ !q.
[Vink: R N S~!q er kernen for den sammensatte homomorfi R — R/q — S™'(R/q).]

92. Lad f: M — N vere en homomorfi mellem moduler, der har den samme endelige
lengde. Vis, at fglgende betingelser er ®&kvivalente: (i) f er surjektiv; (ii) f er injektiv; (iii)
f er en isomorfi.

93. Antag, at R er lokal med maksimalideal m. Vis, at hvis idealet m er endeligt frembragt,
s er enten mK = (0) for et (passende stort) k, eller ogsd er m” > m"*! for alle n. Vis, at
hvis den fgrste mulighed indtraeffer, sa er m det eneste primideal i R.

94. Lad ¢ vare en endomofi i modulen M, dvs en linear atbildning ¢: M — M. Vis, at
kaden af kerner er stigende: Ker¢ C Ker¢? C Kerg® C ---, og at kaden af billeder er
dalende: ¢ M D ¢>M D ¢>M D ---. Vis, at der findes et kommutativt diagram med exakte
rakker,

0 — Ker¢" -M—— "M ~0

wl

0— Kerg"t! —» M X oty — 0.

Slut heraf, at Ker ¢" = Ker ¢"*!, hvis og kun hvis restriktionen ¢ : ¢" M — ¢" M er injektiv.
Antag nu, at (mindst) et af billederne ¢’ M har endelig l&ngde. Vis, at nir n > 0, s er
restiktionen ¢ : "M — ¢" M bijektivog M = Ker ¢" & ¢" M.

95. Lad 0: R — R’ veere en ringhomomorfi, og lad S vare en multiplikativ delmengde
af R. Brgkmodulen S~'R’ kan som bekendt identificeres med brgkringen Q(S)_1 R’, og
homomorfien S~'R — S~!R’ er en ringhomomorfi. Vis, at hvis R’ er hel over R, sa er
S~!'R’ hel over S™!R.

96. Lad a C R vare et ideal, og lad M vare en R-modul. Vis, at Supp(M/aM) C
Supp M N Supp(R/a), og at lighed gelder, nar M er endeligt frembragt. [Vink: Brug
Nakayama’s Lemma.]

97. Den adjugerede til en 2 x 2-matrix (i 2) er matricen (_dc _ab). I matricen <§ g) star
tallene for deres restklasser modulo 24. Bestem den inverse matrix.

98. Eftervis formlen (";r) == () (:) [Vink: brug binomialformlen pa (14 x)"*" =
(1+x)"(14x)".] Udtryk binomialkoefficienten ("fr ) som linearkombination af binomial-
koefficienterne () fori =0,1,...,r.

99. I R := k[X, Y] betragtes primidealerne ¢ = (0), p := (¥) ogm := (X,Y), og
kvotienten M := R/p som R-modul. Bestem brgkmodulerne My, M,, og My, og deres
Krull-dimensioner.

100. Visiringen R := Zs), at idealet (0) og potenserne (5") forn =0, 1, 2, ... er samtlige
idealer.

101. Antag, at R er et integritetsomrade. Vis, at et ikke-konstant polynomium f € R[X]
ikke kan vare helt over R. Antag, at k er et legeme, og at f1, ..., f- er polynomier i k[T].
Hvad kan du sige om dimensionen af k[ f1, ..., f;]?



