KomAlg Endelighed 1.1

Endelighedsbetingelser

1. Endeligt frembragte moduler.

(1.1) Endeligt frembragt modul. Lad M veere erR-modul. For givhe elementei, . . ., vy,
i M betegnes da med
Rvi+--- 4+ Ry,

delmaengden aff bestaende af de elementer, der har formen
rivi+ -+ rp vy medr; € R.

djensynlig er denne delmaengde en undermodul, iendda den mindste, der indeholder
v;’erne. Den kaldes undermoduléembragtaf v;’erne.

ModulenM siges at veerendeligt frembragthvis der iM findes endelig mange elementer
v1, ..., Uy, SOMfrembringerM, dvs opfylder at

M = Rvi+ -+ Ru,.

En modulM, der er frembragt af et enkelt element, dvs har formeer= Rv, siges ogsa at
veere ercyklisk modul

(1.2) Observation. Modulen R" er endeligt frembragt, nemlig frembragt af desaet, der
har 0 pa alle pladser pa neer et enkelt 1 pa én plads. Specie)tsam R-modul, endeligt
frembragt (endda cyklisk).
For givne elementary, ..., v, i en modulM defineres emR-lineaer afbildningr”™ — M
ved
(re, ..., rm) > rivy~+ -+ rypvn.

Billedet for denne afbildning er gjensynlig undermodulemnibragt ai;’erne. Heraf fglger
let, at en modulM er endeligt frembragt, hvis og kun hvig er homomorft billede af en
modul R™ for passende:, altsa hvis og kun hvig/ er isomorf med en kvotiem®™ /K , hvor
K er en undermodul R™.

Tilsvarende fglger det, at modulén er cyklisk, hvis og kun hvidZ som modul er isomorf
med en kvotienR /a, hvora er et ideal iR.

Hvis ringenR er et legeme, er moduler ovRrsom bekendt blot vektorrum. Et vektorrum
er gjensynlig endeligt frembragt, hvis og kun hvis det eretigdimensionalt, og det er
cyklisk, hvis og kun hvis det enten er 1-dimensionalt ellestr alene af 0.
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(1.3) Saetning.Lad der vaere givet en eksakt folgeRaimoduler,

NY2emtep—ro
Hvis M er endelig frembragt, sa dt endelig frembragt. Hvis bads§ og P er endeligt
frembragte, sa evl endelig frembragt.

Bevis.Hvis elementensy, ..., v, frembringerM, sa vil deres billeder P frembringeP,
fordi homomorfieny : M — P er surjektiv. Heraf fglger den farste pastand.
For at vise den anden pastand betragtes elementer., v, som frembringerN og

elementews, ..., u,, som frembringe. Dav er surjektiv, findes elementary, ..., w,
i M, som vedy afbildes pau;’erne. Det pastas, a¥ er frembragt af de endelig mange
elementepuy, ..., gv,, w1, ..., w,. Betragt hertil et vilkarligt elementi M. Billedet afx

i P erdaen linearkombination af’erne,¥x = >_ r;u;. Den tilsvarende linearkombination
af w;’erne, > r;w;, har nu samme billede® somx, og differensen,

X — Z riwi,
i
tilharer derfor kernen foty. Da falgen er eksakt, vil differensen altsa tilhgre billedsy .
Dette billede er frembragt afv;’erne, dav;’erne frembringev. Differensen er derfor en
linearkombination apv;’erne. Heraf ses, at elementeer en linearkombination ab;'erne
0g gv;’erne, som pastaet. 0

(1.4) Note.Beviset for Seetningen giver mere information: HRisr frembragt ap elementer
og N er frembragt af: elementer, sa e¥ frembragt afp + n elementer.

(1.5) Bemeerkning. Den oplagte anvendelse af saetningen er pa den eksakte rigede
til en undermodulv af M,

0—>N—>M—»M/N—0.

Hvis N og M/N er endeligt frembragte, sa &f endeligt frembragt. Hvis/ er endeligt
frembragt, sa er kvotienteld /N endeligt frembragt.

Bemeerk, at man ikke, nae er endeligt frembragt, kan slutte at undermoduléen M
ngdvendigvis er endeligt frembragt. R, der jo somR-modul er frembragt af ét element
(nemlig af et-elementet & R), er alle idealer ikke ngdvendigvis endeligt frembragte.

(1.6) Eksempel.Lad R betegne ringen af reelle talfaglger, ). Det er klart, at de fglgeia;,),
der er O fra et vist trin, udgar et ideéli R. Det er let at se, at idealétikke er endeligt
frembragt.

(1.7) Definition. Lad M vaere enR-modul. Ved en (endeligfltration i M forstas en falge
af undermoduler,
O=FChCc---CF =M.

De successive kvotientét /F; _; fori = 1, ..., n kaldes ogsfdiltrationens kvotienterDen
i'te kvotient F; / F;_1 er gjensynlig 0, netop ndf;_1 = F;. Antallet af kvotienter forskellige
fra O er altsa antallet af skargger i filtrationen. Dette antal kaldefitrationens leengde
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(1.8) Eksempel. Antag, atM er frembragt af elementes, . . ., v,,. Seet
F; = Rvi+---+ Ru;

fori =0,...,m (fori = 0 erFp = 0). Da udgerF;'erne en filtration afM. Bemaerk, at
kvotientenF; / F; 1 er frembragt af billedet af;, idet der moduld; _1 geelder, az}zl rivj =
r;v;. Filtrationens kvotienter er altsa cykliske.

(1.9) Observation. Ofte er det bekvemt at kunne udlede egenskaber for en madud
fra egenskaberne ved kvotienterne i en given filtratioe g € F1 € --- C F, = M af
M. Lad os fx vise, at hvis kvotienterng /F; _; er endeligt frembragte, sa & endeligt
frembragt.

Vi viser ved induktion efter, fori = 1, ..., n, at F; er endeligt frembragt. Far= 1 er
F1 = F1/Fp endeligt frembragt. Til induktionsskridtet anvendes diesedte falge,

0— F_1—~ F, - F;/F,_1— 0.

Induktivt kan det antages, & _, er endeligt frembragt, od;/F;_1 er endeligt frembragt
ifalge antagelsen. Af Seetning (1.3) falger derforFaer endeligt frembragt.

(1.10) Observation. Betragt en direkte sum af modulét, = M1 & - - - & M,,. Seet
Fi=M1&---® M,

fori =0,...,n (fori = 0 er Fp = 0). Her kanF; opfattes som undermodul a: Den
direkte sumM bestar afi-seet, ogF; bestar af da-saet, der har 0 pa pladser med index stgrre
endi. Herved udgg@iF;’erne en filtration afM. Deni’te kvotient F; / F;_1 kan identificeres
medM;. Dette fglger af at der generelt for en direkte sk N geelder, atlF & N)/F = N.
Af de foregdende resultater fariger umiddelbait:er endeligt frembragt, hvis og kun hvis
hver,summand; er endeligt frembragt.

(1.11) Opgaver.
1. Vis, atQ somZ-modul ikke er endeligt frembragt.

2. Betragt delringelR = Z&QX dQX2®QX3@- -- € Q[X]. Vis, at idealet af polynomier
f € Rmedf(0) = 0 ikke er endeligt frembragt.

3. Preeciser hvad der menes med polynomiumsringea Q[X1, X2, X3, ...] | numera-
belt mange variable. Vis, at idealet bestaende af polynoigen“ konstantled, dvs med
konstantled lig med 0, ikke er endeligt frembragt.

4. Vis, at en kommutativ gruppe (altsa #amodul) M er endelig, hvis og kun hvis/ har
en filtration(0) = Fo € --- € F,, = M, hvor kvotienterne”; / F;_; er endelige. Vis, afi sa
fald“er |M| = [F1/Fo| - - - | Fn/Fu-1l-

5. Lad der veere givet en filtration & Fp € F1 € --- € F, = M i M med cykliske
kvotienter F; /F;_1 = R/a; fori = 1,...,n. Vis, at produkteta; - - - a,, er indeholdt i
annullatoren An/.
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6. Vis, at enR-modul M er fri, hvis og kun hvisM har en endelig filtration, hvor alle de
successive kvotienter er isomorfe med

7. Lad M veere en endeligt frembradgt-modul og lada veere et ideal saledes, at for alle
x#0iMerax C Rx. Vis, athvisM # 0, sd eaM C M. [Vink: Indirekte, som i beviset
for Nakayama’s Lemma; brug, at en lignith— a)e = 0, meda € a 0oge € M medfgrer, at
e=0.

8. EnringR, hvoriidealerne er totalt ordnede (dvs, at for vilkarligedealera ogb er enten

a C bellerb C a), kaldes en valuationsring. Vis, at i en valuationsringtavert endeligt
frembragt ideal et hovedideal.

9.Lad f: M — N veere en homomorfimellem moduler, der har den samme endeiggle.
Vis, at fglgende betingelser er sekvivalente: f(igr surjektiv; (ii) f er injektiv; (iii) f eren
isomorfi.
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2. Moduler af endelig leengde.

(2.1) Definition. Lad M vaere erR-modul. Vedeengderaf M forstas supremum af laengderne
af filtrationerne iM. Laengden aM betegnes ogsa lond. Laengden kan vaers, nemlig
hvis der findes filtrationer M af vilkarlig stor leengde. At leengden er endelig betyder, at
der er en gvre graense for laengden af en filtratidh altsa en gvre graense for hvor mange
skarpe inklusioner, der kan veere i en filtratiomaf

| enhver modulM # 0 er(0) C M en filtration af leengde 1. Nulmodulen 0 er altsa den
eneste modul af leengde 0.

(2.2) Seetning.For enR-modulM er falgende betingelser aekvivalente:

(i) M harleengdd.
(i) M # 0 og de eneste undermoduleMi er de trivielle, nemlig0) og M.
(iif) M # 0 og for hvert element # 0 M gaelderM = Rv.
(iv) M er modul-isomorf med en kvotie®/m, hvorm er et maksimalidealR.

Bevis.At en modulM har leengde mindst 2 betyder, at défifindes en filtration
O cCcFCcM,

altsa atM har en ikke-triviel undermodul. Betingelserne (i) og (ii)derfor sekvivalente.

At (i) =(iii) er klart. For hvert element # 01 M er Rv jo en undermodul, o®v # (0);
hvis M kun har de trivielle undermoduler, ma der altsa gaftde= M. Antag omvendt, at
(iii) er opfyldt. Lad F1 # (0) veere en undermodull. Da F1 # (0), findesv # 0 i Fy. Af
Rv C F1 € M og (iii) felger nu, atF, = M. Det er saledes vist, & kun har de to trivielle
undermoduler, sa (ii) geelder.

Betingelserne (i) og (iii) er saledes aekvivalente. Er digloip, maM specielt veere cyklisk
ifglge (iii), altsa isomorf med en kvotie®/m, hvorm er etideal iR. Det er derfor nok at vise
for en kvotientM = R/m, at (ii) er opfyldt, hvis og kun hvisn er et maximalideal. Denne
sidste pastand falger umiddelbart af Noether's anden Isfisaetning: undermodulerne i
kvotientenR /m svarer bijektivt til undermoduler (dvs idealer> m. a

(2.3) Definition. En modulM, der opfylder de aekvivalente betingelseri Saetning (2&ilds
ensimpel modul
Lad M veere en modul, og betragh en filtration med skarpe inklusioner,

O =FCFhcC---CF,=M.

UndermodulerF mellem F;_1 og F;, dvs som opfylderF;_1 € F C F;, svarer ifglge
Noether’'s anden Isomorfisaetning til undermoduler af kvaéie F; / F; 1. Af betingelsen
(2.2)(ii) falger derfor, at kvotientet; / F;_1 er en simpel modul, hvis og kun hvis der ikke
findes undermoduleF, som ligger,segte” mellemF; _1 og F;. Med andre ord: filtrationen
er uforfinelig hvis og kun hvis alle kvotienterng / F; _1 er simple moduler.

Hvis modulenM har endelig laengde, sé findes naturligvis en sadan ufodifiktation i
M. Viskal senere se, at det omvendte ogsa geelder.
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(2.4) Seetning.Lad der veere givet en eksakt falge af moduler,
O— M —M—M"—0.

Da geaelder formlen,
longM = longM’ + longM”.

Bevis.Vi kan antage, ai¥’ er en undermodul M og atM” = M /M’ er den tilhgrende
kvotientmodul. Vi viser ligheden ved at vise de to uligheder
,=>" Betragt to vilkarlige filtrationer iM’ og M”,

OCFCc---CF, <M, @OCF c---CF, M,

og ladk’ og k” betegne laengderne af filtrationerne. Ifglge Noether’s ahstemorfisaetning
svarer undermodulerng” af kvotientenM” til undermodulerF; af M, sdledes aF; > M'.
| M fas saledes en filtration,

OCFC---CF, 1]CMCF---CF, 1S M.

| denne filtration er der ialt’ + k" skarpe inklusioner, sa filtrationens leengdeces k.
Altsd erk’ + k” < longM. Dafiltrationerne iM’ og M” var vilkarlige, falger det endelig, at

longM > longM’ + longM”.
,<“ For at vise den omvendte ulighed betragtes en vilkarliggfilon i M,
O=FCchCc---CF =M.

SeetF! := F;NM’, og ladF/’ betegne billedet aF; i kvotientend /M’. Da udger modulerne
F! enfiltration i undermodule®’, og modulerneF/” udger en filtration i kvotientmodulen
M/M'’, og F] er kernen for den surjektive homomoHi — F/'. Af Slangelemmaet far vi s&
eksakte falger,

O—’Fi//Fi/_l—’Fi/Fi—l—’Fi”/ ,'”_1—’0. *)

Lad nuk, k', k" veere laengderne af filtrationernéfi, i M’ og i M/M’. | (*) er den midterste
modul altsa forskellig fra O fok veerdier af = 1, ...n. Af eksaktheden fglger derfor, at for
hver af dissek veerdier afi er mindst én af de to moduleF,/F/_, og F/'/F!" ;, forskellig
fra 0. Den farste er forskellig fra O fd' veerdier afi, den anden er forskellig fra O fd’
veerdier afi. Heraf fas uligheden,

k<k +k.

Ifalge definitionen ek’ < longM’ ogk” < longM”. Uligheden ovenfor medfarer derfor, at
k <longM’ +longM”. Dak var laengden af en vilkarlig filtrationi, fglger det endelig, at

longM < longM’ + longM”.

Hermed er den omvendte ulighed, og dermed den sggte forewasth a
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(2.5) Korollar. (1) For en undermodu¥ i M geelder formlen,
longM = longN + longM/N.

(2) For en filtrationr0 = Fo C --- C F,, = M geaelder formlen,

longM =) "longF; / F; _1.

(3) For en direkte sumM = M1 & - - - & M,, geelder formlen,

Bevis.(1) Da falgen 0— N — M — M /N — 0 er eksakt, falger (1) umiddelbart
af seetningen. Pastand (2) falger ved induktion eftaf seetningen ved hjzelp af den eksakte
folge,

O—F,.1—F,— F,/F,—1— Q.

Endelig falger (3) af (2) ved at betragte filtrationen defasteedF; (=M1 & --- & M;. [

(2.6) Bemeerkning. Bemeerk, at de anfgrte formler gaelder, nar der pa oplagt neipes
medoo. Fx er det sdledes en del af udsagnet i (2.5)(1), at modulérar endelig laengde,
hvis og kun hvis bad&/ og M/N har endelig laeengde.

(2.7) Korollar. ModulenM har endelig laengde, hvis og kun hvis dé&f findes en uforfinelig
filtration,

O =FCFC--CF,=M. ()
Alle uforfinelige filtrationer har samme leengde, nemlig latergafM .

Bevis.Hvis M har endelig leengde, sa findes gjensynlig en uforfinelig tiitna(x) med
n = longM. Antag omvendt, atH) er en uforfinelig filtration. Da er alle kvotienterne
F;/F;_1 simple moduler, dvs af leengde 1. Talleter filtrationens laengde. Af Korollar
(2.5)(2) falger, at long/ = n. Hermed er pastandene bevist. a

(2.8) Eksempel.De simpleZ-moduler er kvotienterng/(p) for et primtalp. De er specielt
endelige. Heraffglger let, at @modulM har endelig leengde, hvis og kun hyiser endelig.
Antag, atM harleengde. | en uforfinelig filtration af\f forekommer sa kvotienterr#/ p; for
n ikke ngdvendigvis forskellige primtad;. Det fglger let, at der sa geeldé? | = p1- - - px.

De simpleC[X]-moduler er kvotientern€[X]/(X — «) for « € C. De er specielt 1-
dimensionale som vektorrum ovér. Heraf fglger let, at erC[ X]-modul M har endelig
leengde, hvis og kun hvi& har endelig dimension som vektorrum o¥&rog at der faktisk
geelder ligheden lonyy = dim¢ M.
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(2.9) Opgaver.
1. Hvor langt er et vektorrum?

2. Angiv i Z somZ-modul en filtration af leengde 999.
3. Vis, at enhver modul af endelig leengde er endeligt frembragt

4. Vis, hvis ringenR som R-modul har endelig leengde, sa har enhver endeligt frembragt
R-modul ogsa endelig leengde.

5. Lad0— M, — --- > M1 — My — 0 veere en exakt fglge af moduler af endelig
leengde. Vis, ab_(—1)' longM; = 0.

6. Vis, at enR[ X]-modul M har endelig laengde, hvis og kun hwis har endelig dimension
som vektorrum oveR.

7. Lad m veere et fast maksimalidealR. For hver uforfinelig filtration i en moduM
kan vi spgrge om antallet af gange den simple matitth forekommer blandt filtrationens
kvotienter. Lad long M betegne det stgrste antal ganggm forekommer som simpel
kvotient i en uforfinelig filtration af¥/. Vis, at long, R/m = 1, og at longk/n = 0, nérn

er et maksimalideal # m. Vis, for en undermodudM’ af M, at long, M = long,, M’ +
long,, M/M’'. Vis, at i enhver filtration al/ forekommerR /m som simpel kvotient preecis
long,, M gange.

8. Antag, atR er et PID, og atu = p;*--- p,” er en primoplgsning. Bestem lzengden af
R-modulenR/(a).

9. Antag, atR er et PID og ikke et legeme. Lad veere en endeligt frembragt-modul.
Vis, at M har endelig leengde, hvis og kun hvis Alh= (0).

10. Lad M veere en endeligt frembragt modul over en noethersk RngVis, at M har
endelig leengde, hvis og kun hvis der findes endelig mange imakdealermy, ..., m,
(ikke ngdvendigvis forskellige) R saledes, at; - --m, M = 0.

Hvad udsiger resultatet, hvig er lokal?
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3. Lidt om noetherske ringe og moduler.

(3.1) Seetning.For en modulM er falgende betingelser aekvivalente:

(i) Enhver undermoduld er endeligt frembragt.
(i) I enhver stigende kaede af undermodulkf,i

My CMpC M3 -+,

geelder lighed fra et vist trin.
(i) I enhver ikke-tom maengd8é af undermoduler M findes en undermodul, der er
maksimal blandt undermodulerné§ i

Bevis.(i)=(ii): Betragt en kaede af undermoduler som i (ii), og dan faxgemaengden,
N = U M;.

ForeningsmaengdeN er stabil under addition. Lad nemligog y veere elementerN.
Da findesi, j sd atr € M; ogy € M;. Det kan antages, at< j. Men sa etM; € M;, og
undermodulerd/; vil altsd indeholde bade og y og dermed ogsé summent y. Folgelig
tilhgrerx + y foreningsmaengden.

Det er klart, at nul-elementet tilhgréf, og det er let at vise, @V er stabil under multi-
plikation med skalar. D& ogsa er stabil under addition, Srderfor en undermodul. Ifglge
antagelsen (i) eN endeligt frembragt. Der findes altsd endelig mange elemente. ., v,,

i N s at
N = Rvy + --- + Ruy,.

Hver af frembringerney, tilhgrer en af undermodulernt;. Af disse endelig mang#f;’er
er en, fxM,,, den stgrste. Da hver af frembringemetilhgrer M,,, geelder

N=Rvi+ - +Rvy SM, SMy1S---<| JM; =N.

Det falger, at lighed geelder overalt i inklusionerne ovenfépecielt geelder altsa af,, =
M1 = ---, hvormed (ii) er bevist.

(i)=(i): Antag, indirekte, at der M findes en undermoduV, der ikke er endeligt
frembragt. Veelg et element i N (fx v1 = 0), og seeiM; := Rv1. Davi € N,erM; C N,
og daN specielt ikke er frembragt af ét element, geelder endda

My C N.

Veelg nuvsy i overskudsmeaengdes \ M1, og seetM, .= M1 + Rvy. @jensynlig erM1 C
M>, og daM> indeholdervo, som var valgt i komplementeermaengderMil, geelder endda

“llocal/notes/komalg/endI3.tex  8-09-05 12:49:57



KomAlg Endelighed 3.2
30. marts 2007

M1 C M>. Videre erM, frembragt afv; og v, som begge var valgty; falgeligerM, C N.
Da N specielt ikke kan veere frembragt af to elementer, fas endda

My C Mo C N.

Veelg nuvs i overskudsmaengdevi \ Mo, og seeiM3 := M2+ Ruvs. Idet processen fortseettes
induktivt, fas en uendelig falge af undermoduler,

My CMC MzC---

(der alle er skarpt indeholdt¥). Da dette er i modstrid med antagelsen (ii), er det indeekt
bevis fuldfart.

(i) < (iii): Dette resultat geelder for enhver partielt ordnet ngal og har intet at gare
med at vi her betragter undermoduler af en modul. Bevisetades til laeseren. a

(3.2) Noethersk modul. En modulM, der opfylder de aekvivalente betingelser (i), (ii), (iii)
I Seetning (3.1), kaldes eroethersk modul

Bemaerk forskellen og ligheden i definitionen,abethersk® og,endelig leengde”. A
er noethersk betyder at i en given keede af undermoduler,

My CMpCM3C -+,

kan der kun veere endelig mange skarpe inklusioneMAtar endelig leengde betyder at der
er en pa forhand given avre graense for antallet af skarpasitder.

(3.3) Seetning.Lad N vaere en undermodul i modulé#. Da erM noethersk, hvis og kun
hvis bade undermodulew og kvotientmodulem! /N er noetherske.

Bevis.Antag farst, atnv og M /N er noetherske. Vi efterviser, & opfylder betingelsen
(3.1)(i). Lad alts& veere en undermodubi. BilledetK” af K i M/N er da en undermodul
i M/N. Altsd erK” endeligt frembragt, daf/N er noethersk. Feellesmaengdéni= KNN
er en undermodulN. Altsd erK’ endeligt frembragt, d& er noethersk. Restriktion af den
kanoniske afbildning — M /N til undermodulerk giver en eksakt falge,

0O— K —K—K"—>0.

Af Seetning (1.3) falger derfor, & er endeligt frembragt. D& var en vilkarlig undermodul
i M, er M saledes noethersk.

Antag omvendt, a¥/ er noethersk. Enhverundermoddl N er daspecielten undermodul
i M, og derfor endeligt frembragt, dd er noethersk. Altsa ev noethersk. Betragt dernaest
en undermoduL i M/N. Ifalge Noether’'s anden Isomorfiseetning.esa homomorft billede
af en undermoduk af M (enddamed > N). DaM er noethersk ek endeligt frembragt,
og det homomorfe billedé er derfor ligeledes endeligt frembragt, jfr Seetning (18ltsa
er M /N noethersk. a
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(3.4) Korollar. (1) For en eksakt folgé —» M' %~ M —Y~ M" —+ 0 geelder, aM er

noethersk, hvis og kun hvid’ ogM" er noetherske.

(2) For en filtration(0) = Fo € --- C F, = M geelder, aM er noethersk, hvis og kun
hvis alle kvotienternd; / F;_1 er noetherske.

(3) For en direkte sumM = M1 & - - - ® M, geelder, aM er noethersk, hvis og kun hvis
alle addendern®f; er noetherske.

Bevis.Ifalge Isomorfisaetningen er (1) blot en oversaettelse afiBgen. Pastand (2) falger
ved induktion af (1), ved hjeelp af den eksakte faglge,

O_’Fn—l_’Fn_’Fn/Fn—l_’O-

Endelig falger (3) af (2) ved at betragte filtrationen i derellie sum defineret vel; :=
M@ - D M;. a

(3.5) Definition. RingenR kaldes emoethersk ringhvis den er noethersk soRrmodul.
Undermodulerne i moduleR er netop idealerne i ringeR, saR er en noethersk ring, netop
hvis ethvert ideal R er endeligt frembragt.

(3.6) Seetning.Antag, at ringerR er noethersk. Enhver endeligt frembraamodul er da
noethersk. Desuden er enhver kvotientringRa#n noethersk ring.

Bevis.ModulenR” er en direkte sunR” = R®- - -® R medn addender. Af Korollar (3.4)(3)
falger derfor, atR” er en noethersk modul. Lad rid veere en endeligt frembragtmodul.
Da erM homomorft billede alR” for passende. Af Korollar (3.4)(1) falger derfor specielt,
at M er noethersk.

Den sidste pastand falger af at idealerne i en kvotientRpgnetop er undermodulerne i
kvotientmodulernk /a. a

(3.7) Eksempel. Enhver endelig ring er noethersk. Ethvert legeme er en easkiring.
Enhver hovedidealring er noethersk. Specielt: ringerg polynomiumsringek[ X] over et
legemek er noetherske ringe.

(3.8) Hilbert’s Basissaetning.LadR vaere en noethersk ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X] en noethersk ring.

Bevis. Vi viser, at polynomiumsringeR[ X] har egenskaben (3.1)(i). Betragt derfor et ideal
20i R[X]. Lad | = () betegne maengden bestaende af de ledende koefficientelyfoopo
mierne i2l, samt elementet 0. Elementet R tilhgrer sd, hvis og kun hvis der i idealéX
findes et polynomium af formen

aX"+... ,

hvor - - -“ star for en sum af led af lavere grad end det farste.
Vi viser farst, at delmaengdédrer et ideal iR. Det er klart, at O tilhgrel. Videre fglger af
aclogr € Ratra €[, thihvisaX" + - - - tilhgrer2, sa vil ogsa polynomiet

raX"+---=r@X"+---)
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tilhare2l. Antag endelig, at, b < [. Der findes altsa2( polynomier af formem X" + - - -
ogbX™ + - --. Det kan fx antages, at> m. Da%l er et ideal falger det, at ogsa polynomiet

a+b)X"+---=@X"+-- )+ X""0X"+--)

vil tilhgre 2L. Altsa er ogsa + b element il. Hermed er vist, ater et ideal iR.
Da R er noethersk, er idealéendeligt frembragt. Der findes altsa endelig mange poly-
nomier,
Pi=a X"+,

hvis ledende koefficienter; frembringerl. Lad nung veere den stgrste af gradernng og
lad A -,,, betegne meengden af polynomier, der tilh&eng har grad mindre enay. Det

er klart, atl_,,, er enR-modul, nemlig en undermodulk-modulenR[X]-,, bestdende af
alle polynomier af grad mindre engy. Den sidsteR-modul er endeligt frembragt, nemlig
frembragt af dezg monomier 1,X, ..., X"9~1. DaR er noethersk, fglger det af Seetning
(3.6) atR[X]<,, er noethersk sonk-modul. | undermodulefl_,, findes derfor endelig
mange polynomieQ;, som frembringe®(_,,, somR-modul.

Det pastas nu, at ideal@ti R[X] er frembragt af de endelig mange polynomigrog
Q;. Lad*®B betegne idealet frembragt af disse polynomier. Da polyeonei er valgt &, er
B C A. Omvendt skal det altsa vises for hvéti 2L, at F tilharer®. Denne pastand vises
ved induktion efter gradem af F.

Hvisn < ng er pastanden klar, thi sa tilhgrérdelmaengdefll _,,,, og F er derfor endda
en R-linearkombination afp;’erne.

Hvisn > ng betragtes den ledende koefficient F. DaF € 2, era € [. Falgelig era
en R-linearkombination af;’erne,

a = Z rid;.

NuvarP; = a; X" +--- 0gn > ng > n;, sa linearkombinationen,
G = Zrl’Xn_niPl',

har gradh og ledende koefficient. Linearkombinatione har altsad samme grad og samme
ledende koefficient soni'. DifferensenF — G har derfor lavere grad enfl. Da G er en
linearkombination afP;’erne, vil G tilhgreB. Videre erF — G et polynomium i2l og af
lavere grad end’, sa ifalge induktionsforudsaetningen ¥il— G tilhgreB. Men sa vil ogsa

F = G + (F — G) tilhgre®B, som pastaet. Hermed er Szetningen bevist. i

(3.9) Korollar. Polynomiumsringei[X1, ..., X,] i r variable, hvork er et legeme eller
k = Z, er en noethersk ring.

Bevis.Pastanden geelder generelt, h&r noethersk. Den vises ved induktion. Basissaetnin-
gen giver bade starten,= 1, og induktionsskridtet, idet

R[X1,..., X, ] =R[X1,..., X, 1][ X/] .
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(3.10) Note. Det er Korollar (3.9) for et legemk, der er den oprindeliggbasissaetning".
Resultatet udsiger, at hvert idedl[iX1, ..., X,] er frembragt af endelig mange polynomier,
dvs har en endeligbasis".

(3.11) Opgaver.
1. Vis, at enhver kvadratisk talring er noethersk. [Vink: Udnyt, at sormodul erR = 72,
og at hvert ideal R altsd er en undergruppe &f.]

2. Lad a veere et ideal i en noethersk rilRy og seet = Rada. Vis, at der findes eV € N
séledes, at" C a.

3. Lad R veere et noethersk integritetsomrade. Vis,iaeducible oplgsninger eksisterer".
Med andre ord: Vis, at hvert elemente R, der ikke er O eller en enhed, kan skrives som
produkt af irreducible elementer.

4. Vis, at hvis et ideah ikke er et primideal, sa findes idealengc meda C b oga C ¢ 0g
bc C a. Vis, atien noethersk ring vil hvertideal indeholde et produkt af primidealer; mere
preecist: til hvert ideah findes primidealep; 2 afori =1, ..., s sdledes, a1 - - - ps < a.

5. Antag, atR er noethersk. Vis, a0) er et produkt af primidealer0) = p1 - - - ps. Vis, at
hvert primideab C R indeholder ep;. Specielt er de minimale blandt idealemenetop de
minimale blandt primidealerneR. Vis, at Rad0) = p1 N --- N p;.

Vis for hvert ideala, at der i maengden af primidealemedp 2 a findes endelig mange
minimale elementer. Vis, at hvig, ..., q, er disse minimale elementer, s& er Red=
qrM---MNygg.

6. Etidealq kaldesrreducibelt hvisq er et segte ideal agikke kan skrives som feellemaengde
g = anb af idealer, der er effektivt starre emd Vis, at et primideal er irreducibelt. Vis,
at de irreducible idealerZ er (0) og hovedidealernép”) frembragt af en primtalspotens.
Vis, at i en noethersk ring er hvert ideaén feellesmeengde,= q1 N - - - N q,, af irreducible
idealerg;. (Her medregnes feellesmaengden af ingen idealer som fikngesn af R.)

7. Lad M veere en endeligt frembragt-modul. Vis, atM er en noethersk modul, hvis og
kun hvis kvotientringe® / Ann M er en noethersk ring.

8. Antag, atM er en noethersR-modul. Vis, for en vilkarlig multiplikativ delmaengdg
af R, atS~1M er en noethers§~1R-modul. [Vink: Enhver undermodul &M har som
bekendt formers~1N med en undermodw < M ]

9. Vis for hvertn-seetr = (a1, ..., «y,) i k", atidealein, := (X1 —oq, ..., X,, —a,) bestar
af de polynomierf € k[X1, ..., X,,] for hvilke f (a1, ..., a,) = 0. Vis, nark er et legeme,
atm, er et maksimalideal.

10. Antag, atk er et uendeligtlegeme. Vis, athvfse k[ X1, ..., X,]ikke er nul-polynomiet,
safindes ett = (a1, ..., a,) € k" med f(a) # 0.

11. En partielt ordnet meengde\1, <) kaldesnoethersk ordnetvis der i enhver stigende
keedex; < x2 < x3 < --- geelder,=" fra et vist trin. Formuler en sekvivalenmak-
simalitetsbetingelse”. Ordningen kaldadinsk hvis den modsatte ordning er noethersk.
Antag, at ordningen er bade noethersk og artinsk. Vis, atrefedi der iM en kaede
X0 < X1 < ---X,-1 < X, Som eruforfineligi den forstand, atg er minimalt element j\M,
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x, er maksimalt elementM og for hverti findes der intet elementmedx;_1 < x < x;. |
almindelighed kan man ikke slutte, at der sa er en gvre gréensatallet at elementer i en
uforfinelig keede. Hvilket resultat kan man udlede, Adrer maengden af undermoduler af
en given modub?

12. BetragtR-homomorfierp: M — N ogvy: N — P. Vis, at Kerp C Keryr¢ og aty
inducerer en surjektiv homomoihi(M) — ve(M). Vis, at Kerp = Ker ¢, hvis og kun
hvis den inducerede homomorfi er en isomgrfip(M) — ro(M).

Vis, at hvisM er noethersk, sa er enhver surjektiv homomaffi— M automatisk en
isomorfi.

13. Vis, at enhver noethersk modM # O har en simpel kvotientmodul.

14. To af de egenskaber, der karakteriserer noetherske macdeleres undermoduler, hed-
der, henholdvis,den opstigende keedes egenskab’, mgksimalitetsegenskaben®. Praeciser
hvilke! Formuler tilsvarendeden nedstigende keedes egenskab;; minimalitetsegenska-
ben“, og vis at de to sidste egenskaber er sekvivalente. Ewnlnael har de to egenskaber,
kaldesartinsk Vis, at enhver artinsk modul har en simpel undermodul.

15. Vis, at enR-modul M har endelig leengde, hvis og kun hvis er bade noethersk og
artinsk.

16. Lad p veere et primtal, og lad',« C C* veere foreningsmeengden af undergrupperne:
C]_CC[,CCI,ZC--', *)

Vis, atCp,~ er en gruppe, og at undergrupperrig)i er de eneste aegte undergruppet ak.
Vis, atC,~ er artinsk sonZ-modul.

17. Vis, for et primtal p, at M := Z[1/p]/Z er artinsk sonZ-modul. [Vink 1: Vis, at
undergruppern&(1/p)*/Z forn =0, 1, 2, ... er de eneste aegte undergruppedsafEller
Vink 2: Vis, at M er relateret til gruppei’,.]

18. Antag, at nul-idealet er et produkt af maksimalidea{®y, = my ---m,. Vis, at sa er
folgende betingelser er sekvivalente: Rier noethersk; (ii)R er artinsk; (iii) R har endelig
leengde. [Vink: [ filtrationen aR bestemt vedF; := mj ---m; har hver af de successive
kvotienter formenF/m F; specielt er hver kvotient en modul over en kvotientriygm, altsa
et vektorrum. Brug nu, at for vektorrum er de tre betingelgeielt sekvivalente.]

19. Vis, at R (som modul over sig selv) er artinsk, hvis og kun hRifiar endelig lzengde.
[Vink: Antag, atR er artinsk. Det er nok at vise, &) er produkt af maksimalidealer. Veelg
9 minimalt blandt de idealer, der er produkter af maksimalide og seet = Annd. Sa era
det stgrste ideal meth = 0. Antag, indirekte, abd # (0). Sa er 1¢ a, og kvotientenR /a
er ikke nul. Slut heraf, ak/a har en simpel undermodul, svarende til et ideateda C b
0gb/a = R/m. Nu ermb C a, og dermed embo = 0. @jensynlig emd C 0 er produkt af
maksimal idealer, sa valget afikrer, atmd = 0. Altsa erbd = (0), men daa C b er det er

I modstrid med definitionen af.

20. Vis, at en endeligt frembradgt-modul er artinsk, hvis og kun hvis den har endelig leengde.
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21. Lad M veere enR-modul, og betragt den direkte suke M. Vis, at med kompositionen
(r, x)(s, y) = (rs, ry + sx) som multiplikation erR & M en kommutativ ring. (Teenker man
pa(r, x) somr + x, er multiplikationen bestemt vedy = 0.) Antag, atR = k er et legeme.
Vis, atk ® M en lokal ring med kun ét primideal. Hvornarie® M noethersk?, — artinsk?,
— af endelig leengde?
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4. Endeligt frembragte algebraer. Hele udvidelser.

(4.1) Algebra og delalgebra.Lad der veere givet en ringhomoma#fi R — A. RingenA
organiseres da so®-modul med multiplikationen defineret ved

ra:=60()a forreR, acA.

Nar ringhomomorfiem er givet, sigest ogsa at vaere emgebra overr eller enR-algebra.
Specielt: hvisR er en delring afd, sa kanA opfattes som algebra ovér.

Nar A er enR-algebra kan enhver delring € A, som omfatted (R), selv opfattes som
R-algebra. En sadan delring kaldes ogséalelalgebraaf A.

(4.2) Lemma. Lad A veere erR-algebra, og lad! veere erA-modul. HvisM er endeligt
frembragt sont-modul ogA er endeligt frembragt sol-modul, s eM endeligt frembragt
somR-modul.

Bevis.Den givneA-modul M opfattes naturligt sonR-modul, idet produktetx for r € R
ogx € M defineres vedx := 6(r)x.

Antag nu, at: elementeky, ..., e, i M frembringerM som A-modul, og atp elemen-
tervi, ..., v, i A frembringerA som R-modul. Det pastés, at dg elementen;e; i M
frembringerM somR-modul. Lad nemlige veere elementM. Da harx en fremstilling,

X =aie1+---+aye,, ()

som A-linearkombination ak;’erne. Koefficienterney; tilhgrer A, og hver koefficient;
har derfor en fremstilling sonk-linearkombination ab;’erne. Indseettes for hvedt; i (x)
en sédan fremstilling, f&s en fremstilling afsom R-linearkombination af;¢;’erne, som
ansket. 0

(4.3) Endeligtfrembragtalgebra. Lad A veere erR-algebra. Forgivne elementer, . . ., a,,
I A betegnes da med
Rlaa, ..., ay]

delmaengden af bestdende af de elementer, deRelinearkombinationer af endelig mange
af de endelige produkter,
i1 i2 .

. lm
ayay ---am.

Jjensynlig er denne delmeaengde en delring aéndda den mindste, der indeholder billedrin-
gend(R) og allea;’erne. Specielt er delmaengden selviealgebra; den kaldegelalgebraen
frembragtaf a;’erne.

En givenR-algebraA siges at vaerendeligt frembrag{mere udfarligt:endeligt frembragt
somR-algebrg), hvis der iA findes endelig mange elementat . . ., a,,, somfrembringer
algebraenA, dvs opfylder at

A = Rlay,...,an].

AlgebraenA er specielt enrR-modul, men det skal understreges, at en endeligt frembragt
algebra ikke ngdvendigvis er endeligt frembragt sRsmodul.

“llocal/notes/komalg/endl4.tex 13-10-05 10:43:37
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(4.4) Definition. PolynomiumsringerR[X1, ..., X,,] er en R-algebra, idetR kan opfat-
tes som delringen bestaende af de konstante polynomieyné&alumsringen er endeligt
frembragt somR-algebra, nemlig frembragt af de varialig, . .., X,,.

For givhe elementety, ..., a, i en R-algebraA defineres emr-lineser ringhomomorfi
R[X1,...,Xm] — Aved

Billedet af et polynomiunmP € R[X1, ..., X,;] ved denne afbildning betegnes ogsa

P(Cll, "'9am)9

og det siges at fremkomme vedadiseetteq, . .., a, | P. Billedet for denne ringhomomorfi
er gjensynlig delalgebraen frembragtgérne. Billedet af det konstante polynomiune R
erelementetl, = 6(r)i A; hvis misforstaelser er udelukkede skrives blfur dette element
I A.

Givne elementedy, ..., a, i A siges at veeralgebraisk uafhaengigaever R, ellertrans-
cendentever R, hvis homomorfien defineret ved indseettelse er injektiv.sHimomorfien
ikke er injektiv, kaldes elementeradgebraisk afheengigever R.

(4.5) Observation. Af definitionerne fglger let, at e®-algebraA er endeligt frembragt

overR, hvis og kun hvisA er homomorft billede af en polynomiumsriRj X1, ..., X,,] for
passende:, altsa hvis og kun hvid er isomorf med en kvotielR[ X1, ..., X,,]/2, hvor
er etideal.

Specielt falger det, at en algebra, der er endeligt frentlmeagy en noethersk ring, selv
er en noethersk ring.

(4.6) Seetning.Lad A veere enR-algebra. For hvert elemeati A er folgende betingelser
&kvivalente:

(i) Der findes et normeret polynomiumi R[X] s& atP(a) = 0. Med andre ord: der
findes iA en relation af formen™ + r1a"~1 + - .- +r, = 0, hvorr; ‘erne tilharerR.
(i) Delalgebraem[a] af A er endeligt frembragt somR-modul.
(i) Der findes en delalgebia af A, som er endeligt frembragt soRrmodul og inde-
holdera.

Bevis. (i)=(ii). Antag, ata tilfredsstiller en ligning,
a"+ra" o, =0, (*)

hvor r;’erne tilhgrerR. Det pastas, at elementerngdl.. ., a" 1 frembringerR[a] som
R-modul. Det er gjensynlig nok at vise, at hver potefiser en R-linear kombination af
1,...,a" L. Dette vises ved induktion efter. For p < n er det klart. Antag, at pastanden
geelder fora”, dvs at der geelder en ligning,

al = s, + sp_1a + -+ s1a" L,
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hvorsa, ..., s, tilhgrer R. Multipliceres denne ligning med fas ligningen
alPtt = (sna 4 sp_1a’ 4 -+ sza"_l) + s1a”. (%)
Af (%) ses, att* = —r, — rp_1a — - -- — ria” 1. Specielt e” en R-linearkombination

af 1,...,a" 1. Erstattess” pd hgjresiden af«) med denne linearkombination fas en
fremstilling afa?*1 somR-linearkombination af 1. .., a”~1, som gnsket.

(ii) = (iii). Hvis (ii) geelder, sa karB := R[a] gjensynlig anvendes i (ii).

(ii)=(). Antag, atB er en delalgebra afA, frembragt somR-modul af elementer
b1,...,bn, 0g ata € B. Da B er en delring og: € B, geelder for hverb i B, at pro-
duktetab tilhgrer B; produktetab har altsa en fremstilling som eR-linearkombination af
b;’erne. Skrives koefficienterne i en sadan fremstilling sowsgjlematrixx, fas altsa en
matrixligning af formen,

ab = (by, ..., by)a.

Specielt fas fori = 1, ..., m en sadan ligning fob = b;, og disse ligninger kan under ét
skrives som en matrixligning,

a(by, ..., bp) = (b1, ..., bn)a,

hvoro nu er enm x m-matrix med koefficienter R. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,
(blv ey bm)(alm - O() = Ov

hvor 1,, betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinadtea det(al,, — «) i A. Af
matrixligningen falger ved hjeelp af Cramer’s formler(&d, .. ., b,,)d = 0. Determinanten
d annullerer derfor alléb;’erne, og dermed ogsa enhver linearkombinatioh;&rne. Da
B er frembragt sonR-modul afb;’erne, vil d annullere ethvert elementB. Specielt vil
d annullere et-elementets]1 som jo tilhgrerB. Fglgelig erd = 0. Da matricenx har
koefficienter iR, er det pa den anden side klartdat= det(al,, — «) har formen,

1

d=a"+rid" "4+ +rp,
hvorr, ..., ry tilhgrer R. Ligningend = 0 viser derfor, at betingelsen (i) er opfyldt.
Hermed er Seetningen bevist. a

(4.7) Definition. Lad A veere enR-algebra, givet ved ringhomomorfien R — A. Et
elementa i A, som opfylder de aekvivalente betingelser i Saetning (4iggssat veerdelt
overR. Hvis alle elementerA er hele oveRr, siges afbildningea at veere etel homomorfi
og algebraem siges at veerbel overR.

@jensynlig erA hel overr, netop narA er hel over delringefi(R).

Hvis R-algebraemA er endeligt frembragt somR-modul, da erA hel overR, dvs hvert
elementz i A er helt overR. Som delalgebra i betingelsen (4.6)(iii) kan nemlig i sa fald
brugesB = A.
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(4.8) Korollar. Lad A veere emR-algebra. Elementen, ..., a, | A er da hele oveR, hvis
og kun hvis delalgebraeR(a;, . . ., a,,] er endeligt frembragt somR-modul.

Bevis.Delalgebraem([ay, . . ., a,;;] indeholdei;’erne. Afbetingelsen (4.6)(iii) falger derfor,
at hvis delalgebraen er endelig ov&rsa er hvert afi;’erne hele oveRr.

Den omvendte implikation vises ved induktion efter Form = 1 falger pastanden
direkte af definitionen, jfr betingelsen (4.6)(ii). Antag,rat elemented, ..., a,111 A er
hele overR, og at pastanden geelder farelementer. Sas® := R[ay, ..., a,]. Djensynlig
erR[a1, ..., am, an+1] = Blan+1], 09 det skal vises, at denne algebra er endeligt frembragt
somR-modul. Daa,, 1 er hel overr, era,, 1 0gsa hel oveB. Fglgelig erB[a,, 1] endeligt
frembragt somB-modul. Af induktionsforudsaetningnen falger, Bter endeligt frembragt
somR-modul. Af Lemma (4.2) falger nu, &[a,,+1] er endeligt frembragt somR-modul,
som gnsket. a

(4.9) Korollar. Sum og produkt af hele elementerb i A er igen hele. Elementerne
som er hele oveR, udger en delalgebra af.

Bevis.Ifglge det foregaende korollar &{a, b] endelig overR. Da bade summein + b og
produktetab tilharer R[a, b], falger det af betingelsen (4.6)(iii), at+ » ogab er hele over
R. Heraf falger videre den sidste pastand, idet elementetraR)ier hele overR; elementet
a :=6(r)i A opfylder jo ligningeru —r14 = 0. a

(4.10) Korollar. Antag, atA er hel overR. Lad A — C veere en ringhomomorfi. Hvert
element iC, der er helt over, vil da ogsa veere helt ov@®. Hvis homomorfielA — C er
hel, da er ogsa den sammensatte homoniorfi C hel.

Bevis.Betragt iC et element, der er helt oveA. Det skal vises, at er hel overR. Dac er
hel overA, findes en relation,

1_|_..._|_an:0,

"+ aic"”
hvor a;’erne tilhgrerA. Af denne relation fremgar, at er hel over delalgebraeB :=
Rlax, ...,a,] af A. Altsa erB[c] endeligt frembragt som®-modul. DaA er hel overR og B
er en delring afA, er B hel overR. Af Korollar (4.8) falger derfor, aB er endeligt frembragt
somR-modul. Altsa fglger det af Lemma (4.2), at algebradn] er endeligt frembragt som
R-modul. Dac tilhgrer denne delalgebra &f, erc hel overR. Hermed er Korollarets farste
pastand bevist.

Den sidste pastand fglger trivielt af den farste. a

(4.11) Seetning.Lad R veere en faktoriel ring. Enhver brok i broklegemetRgrsom er hel
overR, vil da tilhgreR.

Bevis.Betragt en brgk/s, hvors # 0. DaRr er faktoriel, karr, s veelges primiske. Antag,
atr/s er hel overR. Der findes altsa i brgklegemet en relation,

r/s)" +ri(r/s)" 14+ 41, =0.
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Multipliceres meds” fas en ligning iR,

1 2 n—l) n

S(—rir" T —ror" s — - — s =r".

Af denne ligning falger, at enhver primdivisos ier divisor ir" og dermed r. Fglgelig har
s ingen primdivisorer, og er derfor invertibel iR. Alts& err/s = rs—1 element iR. a

(4.12) Note.Seaetningen ovenfor generaliserer en del af fglgende sadtmntj fra gymnasiet:
Hvis et polynomium med hele koefficienter har en rationalskietvet som uforkortelig brak
r/s, s& gar op i konstantleddet og gar op i hgjestegradskoefficienten.

(4.13) Noether's Normaliseringslemma.Llad k veere et legeme og ladl # 0 veere en

algebra ovek frembragt ain elementeu,, . . ., a,,. Da findes iA et seet at < m elementer
x1, ..., X;, der er algebraisk uafhaengige okeog saledes aA er endeligt frembragt som
modul over delalgebraédx, . . ., x;].

Bevis.Pastanden vises ved induktion efter Form = 0 (forudsaetningen er her, lat— A
er surjektiv) er pastanden triviel.
Antag nuain > 0, og at pastanden er vist for algebraer frembragt af feeda@&bementer.

Hvis de givne elementer, ..., a,, er algebraisk uafhaengige, er pastanden triviel: vi kan
bruger = m ogx; = a; fori = 1, ..., m. Antag derfor, at;;’erne er algebraisk afhaengige,
dvs at der findes en relation, .
> rigigal - caiy =0, ()
hvor koefficienterner;, . ; tilhgrer k, og hvor ikke alle koefficienterne er 0. Lad nu
g1, ..., 8m—1 Veere et seet ah — 1 positive exponenter, og saet
b :=a; —al fori=1,...,m—1.

Det er nok at vise, at hvig;’erne veelges passende, sé&grhel over delalgebraeB :=
k[b1, ..., by—1]. Antag nemlig, ata,, er hel overB. Da erB]a,,] endeligt frembragt som
B-modul. Fori =1,...,m —1era; = b; +aj , og altsé et;; € Bla,,]. Da A er frembragt
somk-algebra afz;’erne, falger det a = B[a,,]. Altsa er A endeligt frembragt sonB-
modul. Videre fglger det af induktionsforudsaetningen,atfthdesr < m — 1 elementer
i B, der er algebraisk uafhaengige oweing saledes aB er endeligt frembragt som modul
over k[x1, ..., x;]. Af Lemma (4.2) fglger, atA er endeligt frembragt som modul over
k[x1, ..., x;], 0g Sa er pastanden vist for algebraen

Vi viser nu, atg;’erne kan veelges passende. Ifglge definitionen; e b; + asl for
i =1,...,m— 1. Indseettes disse ligninger i ligninger) fremkommer pa venstresiden en
sum af udtryk af formen,

Fiteeoin b1+ g (b1 + agy )" Lagy.

| dette udtryk kan vi udfgre multiplikationerne (binommiilen), og ordne efter potenser
af a,,. Hver potens af;,, kommer da med en koefficient, der afheengeb;aérne. Disse
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koefficienter tilhgrer altsa delalgebragn Den hgjeste exponent ti}, er gjensynligg1i1 +
-+ + gm—1im—1 + im, 0g den hertil harende koefficient er blgt__; . Udtrykket har altsa
formen

.....

8ULF - gm—Am—1Fim | ) ()

hvor de tre prikker star for eB-linearkombination af potenser af, med lavere exponent
end den farste.

| den givne relation %) er r;; . ; 'erne kun forskellige fra O for endelig mange seet
i1,...,im. Svarende til disse endelig mange sgt .., i, veelger vi nug;’erne, sd at de
tilhgrende exponentérg, + - - - +i,_1gm—_1+in €r indbyrdes forskellige. At et sddant valg
er muligt kan indses saledes: Vi betragter kun endelig maegg, . . ., i,,, sa der findes et
naturligt talg som er skarpt stagrre end hvert af de optreedeépde Med detteg veelger vi
gj := g™~ /. De tilhgrende exponenter er da

g™ Y timo1g + imgl

Exponenterne svarende til de endelig mangeisget., i, er da indbyrdes forskellige, thi
dai, < g — 1 er saettet simpelthen cifrene, nar exponenten skriyealissystemet.

Med dette valg ak;’erne opnéas det gnskede. For de endelig mangeseet , iy, for
hvilke r;,... ;. # 0, er de tilsvarende exponentgg” + - - - + i—1g + img® nu forskellige,
sa blandt dem findes én, der er stgrst. Dasizere den starste exponent, og tagkere den
tilherende koefficient. Blandt udtrykkenex) forekommer sa udtrykketzY + - - -, ogialle
andre udtryk forekommeaer,, med en eksponent mindre end Ved addition af udtrykkene
(xx) og udnyttelse af ligningen] far vi derfor en relation,

rall +... =0,

hvor de tre prikker star for eB-linearkombination af potenser af, med exponent mindre
endN. Ifglge valget err # 0. Dak er et legeme, kan relationen derfor multipliceres med
r~1. Det folger af den fremkomne relation, @4 er hel overB. Hermed er det gnskede
opnaet, og Normaliseringslemma’et bevist. a

(4.14) Lemma. Lad A veere et integritetsomrade, og antagA &r hel over en delring. Da
er A et legeme, hvis og kun hvig er et legeme.

Bevis.Antag farst, atA er et legeme. Det skal sa vises for hvert elemegt0 i R, atr er et
invertibelt element R. Da A er et legeme, har et inverst elemeni i A. Ifglge antagelsen
er elementet helt overR. Der findes altsa en relatiomi,

a®+riad" t+ ...+, =0,

hvorr;’erne tilhgrerk. Multiplicer denne relation med". Dara = 1 fas falgende ligninger,

O=14rr+ror+ - +rrm=1+r(1+ - +rm™ ).
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Heraf afleeses, at summen i parentesen, bortset fra forfegrut inverse tik. Da summen
tilhgrer R, afleeses specielt, at det inverse tdr element iR.

Antag dernaest, aR er et legeme. Lad veere et element forskelligt fra 0A. Det
skal vises, au er invertibelt i A. Multiplikation meda definerer enk-lineaer afbildning
x — ax af R[a] ind i sig selv. DaA er et integritetsomrade er multiplikationsafbildningen
injektiv. Videre era hel overR, og R[a] er derfor endeligt frembragt so®-modul. Med
andre ord eR[a] et endeligdimensionalt vektorrum over legemRetFglgelig er den injektive
multiplikationsafbildning bijektiv. Et-elementet Ri«] vil derfor tilhgre billedet. Der findes
altsa et element i R[a], sé atax = 1. Altsa er elementet invertibelt i A. i

(4.15) Hilbert's Nulpunktssaetning, version 1.Lad k veere et legeme, og ladl vaere en
endeligt frembragt algebra ovier Antag, atA er et legeme. Da et et endeligdimensionalt
vektorrum ovek.

Bevis.Ifglge Noether's Normaliseringslemma finded ielementery, ..., x;, der er alge-
braisk uafheengige ovérog saledes at er endeligt frembragt som modul over delringen
k[x1,...,x;]. Da A er et legeme, falger det af Lemma (4.14), at ogsa denne dedriet
legeme. Da elementerna, ..., x; er algebraisk uafhaengige overer delringen isomorf
med polynomiumsringen ovéri ¢ variable. @jensynlig er en sadan polynomiumsring kun
etlegeme, hvis = 0. Delringen er altsa bldt. AlgebraenA er altsa endeligt frembragt som
modul over legemet. Med andre ordA er endeligdimensional ovér a

(4.16) Opgaver.

1. Lad R veere et integritetsomrade med brgklegekheog antag, ak er dellegeme af et
legemeL. Hvisa € L er algebraisk oveK, betegnes med,, x detminimale polynomium
for «, dvs det normerede polynomium af lavest graf X], der hare som rod. Antag, aR
er helt afsluttet K. Vis, ata er hel overr, hvis og kun hvisy er algebraisk ovek og f,/x
har koefficienter iR.

2. Gennemfgar fglgende bevis for Noether's NormaliseringshemLadA = k[azs, .. ., an]
veere den givne algebra. Antag, at der findes en egentligaelB&{a1, . .., a,,) = 0, hvorF
ikke er nul-polynomiet. Betragt et seetraf— 1 skalareny, ..., A,;,—1 € k, 0g Saet

b, == a; — Aiay fori=1,...,m—1
Det skal vises, at skalarerne kan veelges sadam,, ar hel overk[by, ..., b,,_1] (thi s&
bliver k[ay, ..., a,] hel overk[bs, ..., b,_1]). Lad d veere graden af, og altsaF =
Fy+---+ F1+ Fp, hvor F; er homogen af grad. Vihara; = b; + A;a,,, 0g altsa ligningen,
Fb1+Mam, ..., bpm—1+ Ap—1am, am) = 0.

Ordnes efter potenser af, fas en ligning af grad heijgti a,,, 0g koefficienten tik ¢ kommer
fra F;. Det bliver en skalar:

0= F(b1+ AMamy s b1+ dm—16m, am) = FgA1s ... A1, Dal + ...
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Nu var F;(X1, ..., X,») homogent og ikke nul-polynomiet, og SAEf(X1, ..., Xm_1, 1)
ikke nul-polynomiet. Veelg nu skalarerne sadan, at koeffigie F; (A1, ..., Am—1, 1) # O.
Division med denne koefficient giver sa gmelhelds“relation for,, overk[bs, ..., b,_1].
Den veesentlige fordel ved dette bevis er, at den givne agelbrer hel over algebraisk
uafhaengige elementer, derlgrearkombinationeraf de givneas, ..., a,. Ulempen er, at
beviset kun fungerer, nar legenkeer undeligt. Hvorfor denne sidste indskraenkning?

3. Ladk veere et legeme, og ladl := k" vaere ringen af alle falger;, ay, ... medy; € k.
Vis, at de fglger, der er konstante fra et vist trin, udgerenng R af A. For en falggcw;) i

R betegnes med, falgens konstante veerdi for j > 0. Vis, for hverti = 1,2, ..., oo,

at falgernex € R medo; = 0 udger et maksimalideal; i R, og at disse idealer er samtlige
primidealer iR. [Vink: Lad p veere et primideal R. Betragt, fori = 1, 2, ..., hovedidealet
(8;) i R (hvor §; er Kronecker's deltaj;; = 1 narj =i 0gd;; = 0 nar;j # i). Udnyt, at
()m; = (0) Cp]

Vis, at de fglger, der kun antager endelig mange veerdiemiudg delringR’ af A [Sa
R’ = A, hvisk er et endeligt legeme]. Vis, &’ er den hele afslutning a i A. Kan du
bestemme et maksimalideaki, der ligger ovem;? — Ogsa foi = 0o?

4. Betragt i polynomiumsringek{7] (k er et legeme) polynomierne= T2 ogy = T3, og
delalgebraei[x, y] af k[T]. Vis, at kernen for den naturlige homomakfiX, Y] — k[x, y]
(bestemt vedf — f(x,y)) er idealetp := (X° — ¥Y?). [Vink: Regnh modulo det sidste
ideal, dvs at man i monomier kan erstakié medY? (og omvendt). For hverf € k[X, Y]
har vi sa en kongruens, = fo(X) + f1(X)Y med polynomierfy, f1 € k[X]. Det er
klart, atp er indeholdt i kernen. Antag omvendt, #ttilhgrer kernen. Sa felger det, at
fo(x) + fi(x)y = 0, alts&fo(T?) + f1L(THT3 = 0, og s& méfy og f1 veere nul, og altsd
f=0,dvsf e (X3—Y?)]

5. *Betragt i polynomiumsringei[T] (k er et legeme) polynomierne = 72, y = T3
0ogz = T*, og delalgebraen([x, y, z] af k[T]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi
k[X,Y,Z] — k[x,y,z] eridealetp := (Y2 — XZ, X3 — YZ, XY — Z?). [Vink: Regn
modulo det sidste ideal, og vis, at for hvgre k[ X, Y, Z] er der en kongruens

f=X?f1(Z) + XY f2AZ) + Xf3(Z) + Y fa(Z) + f5(Z) (modp).

Det er klart, at kernen omfattgr. Omvendt, hvisf ligger i kernen, s& fag® f,(1°) +

T f2(T®) + T3 f3(T®) +T* fa(T®) + fs(T°), og heraf falgerfs = fo= fa= fa= fs =0,
og altsaf € p.]

6. Ladd: R — R’ veere en ringhomomorfi, og lasl veere en multiplikativ delmaengde
af R. BrekmodulenS—1R’ kan som bekendt identificeres med brakringes) 1R’, og
homomorfienS™*R — S~1R’ er en ringhomomorfi. Vis, at hvi®’ er hel overR, s er
S~LR’ hel overS—1R.
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5. Transcendensgrad.

| denne paragraf betragtes et fast integritetsomsjae det antages, at ringé&er en delring
af A. Specielt elR sa et integritetsomrade, oger enR-algebra.

(5.1) Definition. Af definitionen (4.4) fremgar, at et enkelt element A er algebraisk
afheengigt oveRr, hvis og kun hvis der findes en relation,

rma” 4+ -4+ ria+ro=0, (5.1.1)

hvorr;’erne tilhgrerR, og hvor mindst ét af;’erne er forskelligt fra 0. Er dette opfyldt siges
a 0gsd at vaeralgebraisk overr.

Delmaengden ad bestdende af de elementeder er algebraiske oveR, betegnes, og
den kaldes denlgebraiske afslutningf R i A. Bemaerk, at betegnelséher ufuldstsendig,
idet denne delmaengde afhaenger af bide A.

(5.2) Observation. Hvis delringenr er et legeme, sa er et elemarit A algebraisk oveRr,
hvis og kun hvisz er hel overR. At a er hel overR betyder jo, at der findes en relation af
formen (5.1.1), hvor,, = 1. Et helt element er sdledes algebraisk. Omvendt, R\és et
legeme og tilfredsstiller en ligning af formen (5.1.1), hvey, # 0, s& kan denne ligning
multipliceres med 2, hvorved der opnés en ligning meg = 1.

Hvis brgklegemek for R er indeholdt iA, s er et element algebraisk oveRrR, hvis
og kun hvisa er algebraisk (og dermed hel) ovEr. Er der nemlig givet en ligning (5.1.1),
hvor koefficienterne; er brgker iK, sa kan ligningen multipliceres med en feelles nsevner
for disse brgker, og herved opnas en ligning, hvor koeffteier tilhgrerR.

(5.3) Lemma. (1) Den algebraiske afslutning i A er en delring afA. Hvis A ellerR er et
legeme, s& eR et legeme.

(2) Lad B veere en delring af séledes aR C B C A, og saledes at hvert elemertt ier
algebraisk oveR. Hvert element: € A, som er algebraisk ovét, er da algebraisk over.

Bevis.(1) Antag farst, aiR er et legeme. Delmeengdénaf A bestar da af de elementer, der
er hele overR. Af Korollar (4.9) falger derfor, aR er en delring afA. Da denne delring er
hel over legemeR falger det af Lemma (4.14), & er et legeme. Hermed er (1) vist n&r
er et legeme.

| det almindelige tilfeelde betegnes m@drgklegemet for. LegemetD vil da indeholde
brgklegemek for R, og vi har inklusioner,

A c 0
u u
R C K.

Lad K betegne den algebraiske afslutningfafi Q. Ifglge det allerede viste e da et
legeme. DaK er brgklegemet foR,_besté’HK af de elementer Q, der er algebraiske over
R. Heraf falger farst, aR = A N K, hvoraf fremgar, aR er en delring afA. Hvis A er

“llocal/notes/komalg/end|5.tex 22-09-05 14:34:41
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et legeme, og altsd = Q, s& falger det videre, & = K er et legeme. Hermed er alle
pastandene i (1) bevist.

Beviset for (2) er tilsvarende: Af antagelsen fglger, atredatetz er helt over brgklegemet
for B, og at brgklegemet foB er helt overK. Af Korollar (4.10) fglger, at: er hel overk .
Falgelig era algebraisk oveRr. a

(5.4) Lemma. Lad der veere givet et seet af endelig mange elementer . ,a,, i A. Da
era;’'erne algebraisk afhaengige ovRBr hvis og kun hvis et afi;’erne er algebraisk over
delalgebraen frembragt af de gvrige.

Bevis.Elementet,, er algebraisk over delalgebra®jas, . .., a,,—1] netop hvis der findes
en relation,
N N-1 _
Py(ai,...,am-1)a, + Py_1(a1,...,am-1)a, ~+---+ Poag, ...,an—1) =0, (%)

hvor koefficienterne fas ved indsaettelsei@f. . ., a,,_1 i polynomier P; i m — 1 variable,

og hvor en af koefficientern®; (ax, . .., a,—1) er forskellig fra 0. Venstresiden i) fas
gjensynlig ved at indseetts, . .., a,, | polynomiet
P:=PyXN 4+ Py XV 14 4 P (s5)

Nu falger,hvis“ umiddelbart: Er fx £) opfyldt, og Pj (a1, ..., am—1) # 0, s& erP # 0O; af
P(a1, ..., ay) = 0 falger derfor, at;;’erne er algebraisk afthaengige.

»Kun hvis* vises ved induktion efter:. Det er trivielt form = 1, idet delalgebraen
frembragt af den tomme maengde blotRer Antag, atm > 1 og at pastanden geelder for
m — 1 elementer. Betragh elementews, ..., a,, Som er algebraisk afhaengige. Hvis de
m — 1 elementemy, ..., a,_1 er algebraisk afhaengige, sa fas den gnskede konklusion af
induktionsforudseetningen. Antag derfor, andle 1 farstes;’er er algebraisk uafheengige. Da
alle a;’erne er algebraisk afhaengige, findes et polynomiigt 0 sd atP(as, ..., a,) = 0.
Skriv nu polynomietP pa formen ¢x). Sa er ligningenx) opfyldt. Yderligere er en af
koefficienterneP; (ay, . .., a,—1) forskellig fra nul, idetP ellers ville veere nul-polynomiet.
Altsa era,, algebraisk over delalgebraen frembragt af de farste 1 afa;’erne. a

(5.5) Definition. Lad V veere en delmaengde af Da sigesV at have endeliglgebraisk
dimensioroverR, hvis der findes endelig mange elementer. . ., a,, i A, s at hvert element
i V er algebraisk over delringeR[az, ..., a,], dvs sa at

V C Rlax, ..., ay]. (5.5.1)

Hvis relationen (5.5.1) er opfyldt, sigeserne at veere edlgebraisk frembringersystefar
V overR. Det mindste (endelige) antal’er, der kan frembringé’, vil vi betegne dirﬁ;g V.
Hvis V ikke har endelig algebraisk dimension saettes%ﬁm = 00.

Ved transcendensgradeior V over R forstas det stagrste antal af algebraisk uafthaengige
(over R) elementer, der kan udtages fra Transcendensgraden betegnes jdég Mere
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preecist, transcendensgradenghvis der kan udtages vilkarligt store (endelige) delmaengd
af V, som er algebraisk uafheengige oRerHvis transcendensgraden ikke er uendelig, findes
et stgrste antal af elementeV| der er algebraisk uafhaengige overog dette stgrste antal
betegnes tdggV'.

Ved en (endeligtranscendensbasi®r V over R forstas et endeligt saet af elementer
v1,..., v 1V, som er algebraisk uafheengige oveog som frembringe¥ algebraisk over
R.

Af definitionen fglger, at enhver delmaendgdaf A, der er indeholdti en endelig frembragt
R-delalgebra, har endelig algebraisk dimension aver

Bemaerk videre, at en delmaenddéar transcendensgrad 0, hvis og kun hvis hvert element
I V er algebraisk oveR, og at dette indtraeffer hvis og kun hvis den algebraiske dsios
af vV er ligmed 0. | dette tilfeelde er den tomme maengde en transcsbdsis fol’ overR.

(5.6) Lemma. Lad V veere en delmaengde af og lad der vaere givet et endeligt saet af
elementens, ..., v; i V. Falgende betingelséoverR) er da sekvivalente:

(i) Seettetv, ..., v, er et minimalt algebraisk frembringersystem %oy dvs et frem-
bringersystem hvori intat; kan undveeres.

(i) Seettetn, ..., v, er et maksimalt algebraisk uathaengigt systémadvs et algebraisk
uafhaengigt system, der ikke kan udvides med et elemeht filaet storre algebraisk
uafhaengigt system.

(i) Seettetn, ..., v, er en transcendensbasis ¥or

Bevis., (i)=(iii)*: Antag, at v;’erne er et minimalt algebraisk frembringersystem. For at
vise, at de udggr en transcendensbasis, skal vises, at tgebraask uafheengige. Antag,
indirekte, ab;’erne er algebraisk afhaengige. Det falger da af Lemma (&t4},afv;’erne, fx
v;, er algebraisk over delalgebraen frembragt af de gvrigd.A_betegne denne delalgebra.
Daer

R[v1,...,v] = R[v1, ..., vi_1][v] = B[v].

Dav, er algebraisk oveB falger det Lemma (5.3)(1), at alle elementd{i,] er algebraiske
over B. Af Lemma (5.3)(2) folger derfor, &[v;] = B. Med andre betegnelser,

V C R[v1,...,v] = R[v1, ..., v_1].

Men dette strider mod aty, . . ., v, var et minimalt frembringersystem faf.

,(ii) =()*: Antag, atv;’erne er en transcendensbasis¥orDa er de specielt et algebraisk
frembringersystem foV, og det skal vises, at dette frembringersystem er minindaitag,
indirekte, at et ab;’erne, fxv;, kan undveeres. Da geelder inklusiorlerc R[vy, ..., v;_1].

Nu erv; element iV, og falgelig erv; element i relationens hgjreside. Ifalge Lemma (5.4)
er dette i modstrid med at’erne er algebraisk uafhaengige.

Beviset for, (ii) < (iii)* er analogt, og overlades til lseseren. a

(5.7) Bemeerkning. Af Lemma’et falger, at en delmeengdeaf A har en (endelig) trans-
cendensbasis, hvis ent&rhar endelig transcendensgrad, eller hvis der findes enuelnge
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elementer v, der udgar et algebraisk frembringersystemWoover R. | det farste tilfeelde
kan vinemlig begynde med den tomme maengde, som er en alglebedhaengig delmaengde
af V, og sé supplere successivt med elemente¥fiadtil vi opnar en maximal algebraisk
uafhaengig delmaengde ¥f forudsaetningen medfarer, at denne proces stopper eftelign
mange skridt. | det andet tilfeelde kan vi begynde med en endelmaengde a¥’, som
udger et algebraisk frembringersystem, og sa successikiasey; 'er, som kan undvaeres.
Efter endelig mange skridt fas et minimalt algebraisk frendersystem fol .

(5.8) Lemma. LadV veere en delmaengdesfog antag a¥ har en endelig transcendensbasis
overR med: elementer. Da geelder ulighederne,

dim39V < 1 < tdegg V.

Bevis.Lad v1, ..., v; vaere en transcendensbasis forover R. Da erv;’erne specielt et
algebraisk frembringersystem faf, sa antallety, af v;’er er stgrre end eller lig med det
minimale antal elementer, der kan frembrinigeVidere erv;’erne et algebraisk uafhaengigt
seet fraV, sa antallet ab;’er er mindre end eller lig med det maximale antal (&}t der kan
veere i et algebraisk uafhaengigt seet udtagevfra

Hermed er ulighederne bevist. a
(5.9) Udskiftningsseetningen.Lad V veere en delmaengde Af Ladas, ..., a; veere et seet
af elementer A, som frembringeV algebraisk ovelR, og ladvs, ..., v, veere et seet af

elementer IV, som er algebraisk uafthaengige ower Da erl > t, og der findes — ¢ af
a; 'erne som sammen meg’erne frembringelV algebraisk oveR.

Bevis.Saetningen vises ved induktion eftefFors = 0 er pastanden triviel (og indholdslgs).
Antag, atr > 1, og at pastanden geelder for 1 elementewn;. Da der — 1 fgrstev;’er er
algebraisk uafhaengige ovRr gaelder pastanden altsafar . . ., v;_1. Folgeliged > —1,

og vi kan udskifter — 1 af ¢;’erne med disse;’er. Vi kan antage, at det er de farste
t — 1 afa;’erne der kan udskiftes, dvs at elementerpe . ., v;_1, a;, . . ., a; frembringerV
algebraisk oveR. [l dette skridtved vikun, dt> r—1; deteraltsaikke udelukket,lat= 1 —1,

i hvilket tilfeelde folgena;, ..., a; er tom.] Altsa erV C R[v1,...,v_1,4;,...,aq]. Da

v; € V geelder derfor specielt, at

v, € R[vy, ..., v_1,4ay,...,q].

AfLemma (5.4) fglgernu, atelementerng . .., v,_1, as, . . ., a;, v; €r algebraisk afhaengige
over R. Der findes altsd en ikke-triviel algebraisk relation melldisse elementer. Da
elementernenq, ..., v; er forudsat algebraisk uafthaengige, ma et af elementgtne. ,
forekomme i denne relation. Specielt fglger det; at /. Det kan antages, at deter, der
forekommer i relationen, og sa far vi, at

a; € R[vy, ..., v, 441, ..., q.
Under brug af Lemma (5.3)(2) fas falgende inklusioner,

V C R[v1,...,v-1,0a4, ...,q;] C R[v1, ..., v, ai41,...,a].

Altsa ervi, ..., v, a;41, - . ., a; et algebraisk frembringersystem férover R.
Hermed er pastanden vist foelementer, hvorved induktionsbeviset er fuldfart. 0
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(5.10) Hovedseetning.For enhver delmaengdé af A geelder ligningen,
. _alg
tdeg; V =dim,” V.

Hvis vV har endelig transcendensgradver R, sa findes der endelige transcendensbaser for
V overR, og alle sadanne baser indeholdetementer.

Bevis.Uligheden dinﬁ‘;gv < tdeg V geelder, thi hvis hgjresiden er uendelig geelder den
trivielt, og hvis hgjresiden er endelig, sa findes der enscandensbasis faf, og sa falger
uligheden af Lemma (5.8).

Ligeledes geelder uligheden tdeyy < dimzlgV. Hvis hgjresiden er uendelig gaelder
uligheden nemlig trivielt. Hvis hgjresiden er endelig, Bscet algebraisk frembringersystem
ai, ...,a; for V.overR medl = dim‘;;‘eIg V. Af Udskiftningsseetningen (5.9) falger, at der for
hvert algebraisk uafhaengigt sast imed: elementer geelder < . Altsa er tdeg V < I,
hvormed den pastaede ulighed er vist.

Altsa geelder ligningen anfgrti seetningen. Saetningentegidstand falger nu umiddelbart
af Lemma (5.8). a

(5.11) Bemeerkning. Begreberne og saetningerne i dette afsnit anvendes ofteitiuaticn
hvor A og/ellerR er legemer.
Antag farst, at integritetsomradater et legeme. For enhver delriijaf A vil da ogsa

brgklegemet foiB veere indeholdt A. For givhe elementer;, ..., a, i A betegnes med
R(ay, ..., an)
brgklegemet for delalgebra®jas, . . ., a,]. Djensynlig er dette dellegeme Afdet mindste,

der indeholdeR og allea;’erne; det kaldeslellegemet frembragif R oga;’erne.
Det givne legemeA siges at veerendeligt frembragt som legenower R, hvis der i A
findes endelig mange elementsr . . ., a,,, somfrembringer legemeA, dvs opfylder at

A=R(,...,any).

| denne situation har altsa enhver delmaengdaf A en endelig transcendensbasis oRer
ngdvendigvis med hgjst elementer.
Betragt dernaest tilfaeldet, hvdrer et integritetsomrade, endeligt frembragt som algebra

over et legemé& af elementews, ..., a,. DaerA = kla, ..., a,], 0g for brgklegemet
af A kan anvendes betegnelsies, ..., a,). AlgebraenA er homomorft billede af en
polynomiumsring, altsa af formea = k[X1, ..., X,,]/B, og idealet]d er et primideal i

polynomiusringen, da er forudsat at veere et integritetsomrade. Resultaterrtesi kigpitel
har altsa speciel anvendelse pa sadanne kvotienter afguolymsringen over et legeme
k. Ifglge Noether's Normaliseringslemma er en sadan algdbteel over en delring af
formenk[x1, ..., x;], hvor x;’erne er algebraisk uafheengige over Ifglge definitionen
udgarx;’erne en transcendensbasis forover k. Specielt er antallet entydigt bestemt,
nemlig sonmy = tdeg, A.
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(5.12) Seetning.Antag, atA er et integritetsomrade, og at legerhetr en delring afA. Lad
p veere et primideal A. Da geelder uligheden,

tdeg (A/p) < tdeg, A.

Hvistdeg, A < oo o0g lighed gaelder i uligheden ovenfor, dge& (0).

Bevis.Lad a — a betegne den kanoniske (surjektive) homomdrfi~ A/p. BetragtiA
elementetP (a, ..., a;), der fas ved at indsaettelseafer i et polynomiumP. Det er klart,
at billedetiA /p af dette element fas ved at indsagiterne i P. Det fglger, at hvig;'erne er
algebraisk uafhaengige oviersa erq;'erne algebraisk uafhaengige overHeraf falger den
pastaede ulighed umiddelbart.

Antag nu, at tdegA < oo og at lighed geelder i uligheden. Vi kan da veelgerne, med
t :=tdeg,(A/p), s& aw;'erne udger en transcendensbasisAgp. Da era;’erne algebraisk
uafheengige ovek. Specielt afbildes delringeB := k[a, ..., a;] derfor isomorft pa sit
billedek[as, ...,an] 1 A/p. Dar = tdeg, A, era;’erne en transcendensbasis fooverk,
og hvert element A er derfor algebraisk ove®. Lad nua veere et element forskelligtfra O i
A. Der findes da en ligning,

bman1+..-+bla+bozo’ (*)

hvor koefficienterne; tilhgrer B, og hvor ikke alleb;’er er lig med 0. | denne relation kan
vi antage, abg er forskellig fra 0. Er nemlig; den farste koefficient forskellig fra 0, sa kan
a' seettes uden for parentes pa venstresiden; @, er parentesen lig med 0, og dette er sa
en ligning af den gnskede form.

Ligningen &) medfarer falgende ligningA /p:

bpd™ + -+ b1 +bg=0

Nu var afbildningerb > b injektiv pd B, og da vi har antagét # 0, felger det af den sidste
ligning, ata # 0.

Vi har vist, at fora # 0 era # 0. Altsa er afbildningem — A/p injektiv. Og det
betyder, at kernep er lig med(0). a

(5.13) Bemeerkning. Nogle af resultaterne i denne paragraf kan generaliséregléatildet,
hvor algebraem ikke er et integritetsomrade. Lad os her betragte en ertdedipbragt
algbraA = k[aa, ..., a,] over et legemé; det forudseettes ikke, ater et integritetsomrade.
Definitionen af transcendensgrad, tgelg som det starste antal algebraisk uafhaengige ele-
menter fraA, kan overfgres uaendret. Bemaerk, at huis. . ., x4 er algebraisk uafhaengige
elementer iA, sa er delalgebraétix, . . ., x4] isomorf med polynomiumsringen overi d
variable; specielt er delalgebraen et integritetsomrade.

Seetning. Antag, at algebraeA = k[x1, ..., x,] erheloverendelalgebB= k[x1, ..., x;]
frembragt at algebraisk uafhaengige elementer. Da ertdeg, A.
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Bevis.Det skal vises, at hvisy, ..., y; erd algebraisk uafhaengige elementet,i sa er
d <t. LadC = k[y1, ..., yq]. Viviser farst, at der findes et primideplC A saledes, at
C Np = (0). Betragt hertil idealet = Rad0) i A bestaende af alle nilpotente elementer. Da
A er noethersk, eren endelig feellesmaengde af primideatet p1 N ---Npy. Snit medC.
DaC er et integritetsomrade, er 0 det eneste nilpotente eleim@nbDerfor erC Nt = (0).
Falgelig far vi ligningen,

O =(CnpyN---N(CNpn).

Hgjresiden er en feellesmaengde af primidealer og venséresider primideal. Heraf fglger
let, at venstresiden er et af primidealerne pa hgjresidesd & af primidealerng; somp,
har vi altsad den gnskede lignidgN p = (0).

LigningenC N p = (0) viser, at den sammensatte homomarf> A — A/p er injektiv.
Det betyder, at elementerneg, . .., y; afbildes paf algebraisk uafheengige elementer/ip.
Derfor geelder uligheden

d < tdeg,(A/p).

Pa den anden side kan vi betragte den sammensatte hom@merfd — A/p. Billedet
er en delalgebr® af A/p, og daA er hel overB fglger det, atA /p er hel overB. Specielt
er A/p algebraisk oveB; de to integritetsomrader har derfor samme transcendatsyer
k. Nu har vi ulighederne,

t =tdeg B > tdeg B = tdeg, A/p.

Tilsammen far vi den sggte ulighdd< ¢. a

(5.14) Opgaver.
1. Lad B vaere en delring afl sdledes akR € B C A. Vis formlen,

tdegr A = tdegz A + tdegg B.



