
KomAlg Endelighed 1.1

Endelighedsbetingelser

1. Endeligt frembragte moduler.

(1.1) Endeligt frembragt modul. LadM være enR-modul. For givne elementerv1, . . . , vm
i M betegnes da med

Rv1 + · · · + Rvm

delmængden afM bestående af de elementer, der har formen

r1v1 + · · · + rmvm medri ∈ R.

Øjensynlig er denne delmængde en undermodul iM, endda den mindste, der indeholder
vi ’erne. Den kaldes undermodulenfrembragtaf vi ’erne.

ModulenM siges at væreendeligt frembragt, hvis der iM findes endelig mange elementer
v1, . . . , vm, somfrembringerM, dvs opfylder at

M = Rv1 + · · · + Rvm.

En modulM, der er frembragt af et enkelt element, dvs har formenM = Rv, siges også at
være encyklisk modul.

(1.2) Observation. ModulenRn er endeligt frembragt, nemlig frembragt af den-sæt, der
har 0 på alle pladser på nær et enkelt 1 på én plads. Specielt erR, somR-modul, endeligt
frembragt (endda cyklisk).

For givne elementerv1, . . . , vm i en modulM defineres enR-lineær afbildningRm → M

ved
(r1, . . . , rm) 7→ r1v1 + · · · + rmvm.

Billedet for denne afbildning er øjensynlig undermodulen frembragt afvi ’erne. Heraf følger
let, at en modulM er endeligt frembragt, hvis og kun hvisM er homomorft billede af en
modulRm for passendem, altså hvis og kun hvisM er isomorf med en kvotientRm/K, hvor
K er en undermodul iRm.

Tilsvarende følger det, at modulenM er cyklisk, hvis og kun hvisM som modul er isomorf
med en kvotientR/a, hvora er et ideal iR.

Hvis ringenR er et legeme, er moduler overR som bekendt blot vektorrum. Et vektorrum
er øjensynlig endeligt frembragt, hvis og kun hvis det er endeligdimensionalt, og det er
cyklisk, hvis og kun hvis det enten er 1-dimensionalt eller består alene af 0.
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(1.3) Sætning.Lad der være givet en eksakt følge afR-moduler,

N -
ϕ
M -

ψ
P - 0.

Hvis M er endelig frembragt, så erP endelig frembragt. Hvis bådeN og P er endeligt
frembragte, så erM endelig frembragt.

Bevis.Hvis elementerv1, . . . , vm frembringerM, så vil deres billeder iP frembringeP ,
fordi homomorfienψ : M → P er surjektiv. Heraf følger den første påstand.

For at vise den anden påstand betragtes elementerv1, . . . , vn som frembringerN og
elementeru1, . . . , up, som frembringerP . Daψ er surjektiv, findes elementerw1, . . . , wp
i M, som vedψ afbildes påui ’erne. Det påstås, atM er frembragt af de endelig mange
elementerϕv1, . . . , ϕvn, w1, . . . , wp. Betragt hertil et vilkårligt elementx i M. Billedet afx
i P er da en linearkombination afui ’erne,ψx =

∑

riui . Den tilsvarende linearkombination
afwi ’erne,

∑

riwi , har nu samme billede iP somx, og differensen,

x −
∑

i

riwi,

tilhører derfor kernen forψ . Da følgen er eksakt, vil differensen altså tilhøre billedet ϕN .
Dette billede er frembragt afϕvj ’erne, davj ’erne frembringerN . Differensen er derfor en
linearkombination afϕvj ’erne. Heraf ses, at elementetx er en linearkombination afwi ’erne
ogϕvj ’erne, som påstået.

(1.4) Note.Beviset for Sætningen giver mere information: HvisP er frembragt afp elementer
ogN er frembragt afn elementer, så erM frembragt afp + n elementer.

(1.5) Bemærkning. Den oplagte anvendelse af sætningen er på den eksakte følge hørende
til en undermodulN afM,

0 - N - M - M/N - 0.

Hvis N ogM/N er endeligt frembragte, så erM endeligt frembragt. HvisM er endeligt
frembragt, så er kvotientenM/N endeligt frembragt.

Bemærk, at man ikke, nårM er endeligt frembragt, kan slutte at undermodulenN i M
nødvendigvis er endeligt frembragt. IR, der jo somR-modul er frembragt af ét element
(nemlig af et-elementet 1∈ R), er alle idealer ikke nødvendigvis endeligt frembragte.

(1.6) Eksempel.LadR betegne ringen af reelle talfølger(an). Det er klart, at de følger(an),
der er 0 fra et vist trin, udgør et idealI i R. Det er let at se, at idealetI ikke er endeligt
frembragt.

(1.7) Definition. LadM være enR-modul. Ved en (endelig)filtration i M forstås en følge
af undermoduler,

0 = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = M.

De successive kvotienterFi/Fi−1 for i = 1, . . . , n kaldes ogsåfiltrationens kvotienter. Den
i’te kvotientFi/Fi−1 er øjensynlig 0, netop nårFi−1 = Fi . Antallet af kvotienter forskellige
fra 0 er altså antallet af skarpe⊂’er i filtrationen. Dette antal kaldesfiltrationens længde.
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(1.8) Eksempel.Antag, atM er frembragt af elementerv1, . . . , vm. Sæt

Fi := Rv1 + · · · + Rvi

for i = 0, . . . , m (for i = 0 erF0 = 0). Da udgørFi ’erne en filtration afM. Bemærk, at
kvotientenFi/Fi−1 er frembragt af billedet afvi , idet der moduloFi−1 gælder, at

∑i
j=1 rjvj ≡

rivi . Filtrationens kvotienter er altså cykliske.

(1.9) Observation. Ofte er det bekvemt at kunne udlede egenskaber for en modulM ud
fra egenskaberne ved kvotienterne i en given filtration 0= F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = M af
M. Lad os fx vise, at hvis kvotienterneFi/Fi−1 er endeligt frembragte, så erM endeligt
frembragt.

Vi viser ved induktion efteri, for i = 1, . . . , n, atFi er endeligt frembragt. Fori = 1 er
F1 = F1/F0 endeligt frembragt. Til induktionsskridtet anvendes den eksakte følge,

0 → Fi−1 → Fi → Fi/Fi−1 → 0.

Induktivt kan det antages, atFi−1 er endeligt frembragt, ogFi/Fi−1 er endeligt frembragt
ifølge antagelsen. Af Sætning (1.3) følger derfor, atFi er endeligt frembragt.

(1.10) Observation. Betragt en direkte sum af moduler,M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn. Sæt

Fi := M1 ⊕ · · · ⊕Mi

for i = 0, . . . , n (for i = 0 erF0 = 0). Her kanFi opfattes som undermodul afM: Den
direkte sumM består afn-sæt, ogFi består af den-sæt, der har 0 på pladser med index større
endi. Herved udgørFi ’erne en filtration afM. Deni’te kvotientFi/Fi−1 kan identificeres
medMi . Dette følger af at der generelt for en direkte sumF ⊕N gælder, at(F ⊕N)/F = N .
Af de foregående resultater førlger umiddelbart:M er endeligt frembragt, hvis og kun hvis
hver

”
summand“Mi er endeligt frembragt.

(1.11) Opgaver.
1. Vis, atQ somZ-modul ikke er endeligt frembragt.U4

2. Betragt delringenR = Z⊕QX⊕QX2⊕QX3⊕· · · ⊆ Q[X]. Vis, at idealet af polynomierU4
f ∈ R medf (0) = 0 ikke er endeligt frembragt.

3. Præciser hvad der menes med polynomiumsringenR = Q[X1, X2, X3, . . . ] i numera-
belt mange variable. Vis, at idealet bestående af polynomier

”
uden“ konstantled, dvs med

konstantled lig med 0, ikke er endeligt frembragt.

4. Vis, at en kommutativ gruppe (altså enZ-modul)M er endelig, hvis og kun hvisM harU4
en filtration(0) = F0 ⊆ · · · ⊆ Fn = M, hvor kvotienterneFi/Fi−1 er endelige. Vis, at

”
i så

fald“ er |M| = |F1/F0| · · · |Fn/Fn−1|.

5. Lad der være givet en filtration 0= F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = M i M med cykliskeU5
kvotienterFi/Fi−1 = R/ai for i = 1, . . . , n. Vis, at produkteta1 · · · an er indeholdt i
annullatoren AnnM.
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6. Vis, at enR-modulM er fri, hvis og kun hvisM har en endelig filtration, hvor alle deU6
successive kvotienter er isomorfe medR.

7. LadM være en endeligt frembragtR-modul og lada være et ideal således, at for alle
x 6= 0 i M erax ⊂ Rx. Vis, at hvisM 6= 0, så eraM ⊂ M. [Vink: Indirekte, som i beviset
for Nakayama’s Lemma; brug, at en ligning(1− a)e = 0, meda ∈ a oge ∈ M medfører, at
e = 0.

8. En ringR, hvori idealerne er totalt ordnede (dvs, at for vilkårlige to idealera ogb er entenH3
a ⊆ b eller b ⊆ a), kaldes en valuationsring. Vis, at i en valuationsring er ethvert endeligt
frembragt ideal et hovedideal.

9. Ladf : M → N være en homomorfi mellem moduler, der har den samme endelige længde.U9
Vis, at følgende betingelser er ækvivalente: (i)f er surjektiv; (ii)f er injektiv; (iii) f er en
isomorfi.
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2. Moduler af endelig længde.

(2.1) Definition. LadM være enR-modul. VedlængdenafM forstås supremum af længderne
af filtrationerne iM. Længden afM betegnes også longM. Længden kan være∞, nemlig
hvis der findes filtrationer iM af vilkårlig stor længde. At længden er endelig betyder, at
der er en øvre grænse for længden af en filtration iM, altså en øvre grænse for hvor mange
skarpe inklusioner, der kan være i en filtration afM.

I enhver modulM 6= 0 er(0) ⊂ M en filtration af længde 1. Nulmodulen 0 er altså den
eneste modul af længde 0.

(2.2) Sætning.For enR-modulM er følgende betingelser ækvivalente:

(i) M har længde1.
(ii) M 6= 0 og de eneste undermoduler iM er de trivielle, nemlig(0) ogM.
(iii) M 6= 0 og for hvert elementv 6= 0 i M gælderM = Rv.
(iv) M er modul-isomorf med en kvotientR/m, hvorm er et maksimalideal iR.

Bevis.At en modulM har længde mindst 2 betyder, at der iM findes en filtration

(0) ⊂ F1 ⊂ M,

altså atM har en ikke-triviel undermodul. Betingelserne (i) og (ii) er derfor ækvivalente.
At (ii) ⇒(iii) er klart. For hvert elementv 6= 0 iM erRv jo en undermodul, ogRv 6= (0);

hvisM kun har de trivielle undermoduler, må der altså gældeRv = M. Antag omvendt, at
(iii) er opfyldt. LadF1 6= (0) være en undermodul iM. DaF1 6= (0), findesv 6= 0 i F1. Af
Rv ⊆ F1 ⊆ M og (iii) følger nu, atF1 = M. Det er således vist, atM kun har de to trivielle
undermoduler, så (ii) gælder.

Betingelserne (ii) og (iii) er således ækvivalente. Er de opfyldt, måM specielt være cyklisk
ifølge (iii), altså isomorf med en kvotientR/m, hvorm er et ideal iR. Det er derfor nok at vise
for en kvotientM = R/m, at (ii) er opfyldt, hvis og kun hvism er et maximalideal. Denne
sidste påstand følger umiddelbart af Noether’s anden Isomorfisætning: undermodulerne i
kvotientenR/m svarer bijektivt til undermoduler (dvs idealer)a ⊇ m.

(2.3) Definition. En modulM, der opfylder de ækvivalente betingelser i Sætning (2.2), kaldes
ensimpel modul.

LadM være en modul, og betragt iM en filtration med skarpe inklusioner,

(0) = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = M.

UndermodulerF mellemFi−1 og Fi , dvs som opfylderFi−1 ⊆ F ⊆ Fi , svarer ifølge
Noether’s anden Isomorfisætning til undermoduler af kvotientenFi/Fi−1. Af betingelsen
(2.2)(ii) følger derfor, at kvotientenFi/Fi−1 er en simpel modul, hvis og kun hvis der ikke
findes undermodulerF , som ligger

”
ægte“ mellemFi−1 ogFi . Med andre ord: filtrationen

eruforfinelig, hvis og kun hvis alle kvotienterneFi/Fi−1 er simple moduler.
Hvis modulenM har endelig længde, så findes naturligvis en sådan uforfinelig filtration i

M. Vi skal senere se, at det omvendte også gælder.
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(2.4) Sætning.Lad der være givet en eksakt følge af moduler,

0 - M ′
- M - M ′′

- 0.

Da gælder formlen,
longM = longM ′ + longM ′′.

Bevis.Vi kan antage, atM ′ er en undermodul iM og atM ′′ = M/M ′ er den tilhørende
kvotientmodul. Vi viser ligheden ved at vise de to uligheder.

”
>“: Betragt to vilkårlige filtrationer iM ′ ogM ′′,

(0) ⊆ F ′
1 ⊆ · · · ⊆ F ′

n−1 ⊆ M ′, (0) ⊆ F ′′
1 ⊆ · · · ⊆ F ′′

m−1 ⊆ M ′′,

og ladk′ og k′′ betegne længderne af filtrationerne. Ifølge Noether’s anden Isomorfisætning
svarer undermodulerneF ′′

i af kvotientenM ′′ til undermodulerFi afM, således atFi ⊇ M ′.
I M fås således en filtration,

(0) ⊆ F ′
1 ⊆ · · · ⊆ F ′

n−1 ⊆ M ′ ⊆ F1 · · · ⊆ Fm−1 ⊆ M.

I denne filtration er der ialtk′ + k′′ skarpe inklusioner, så filtrationens længde erk′ + k′′.
Altså erk′ + k′′ 6 longM. Da filtrationerne iM ′ ogM ′′ var vilkårlige, følger det endelig, at

longM > longM ′ + longM ′′.

”
6“: For at vise den omvendte ulighed betragtes en vilkårlig filtration iM,

(0) = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = M.

SætF ′
i := Fi∩M

′, og ladF ′′
i betegne billedet afFi i kvotientenM/M ′. Da udgør modulerne

F ′
i en filtration i undermodulenM ′, og modulerneF ′′

i udgør en filtration i kvotientmodulen
M/M ′, ogF ′

i er kernen for den surjektive homomorfiFi → F ′′
i . Af Slangelemmaet får vi så

eksakte følger,
0 - F ′

i /F
′
i−1

- Fi/Fi−1 - F ′′
i /F

′′
i−1

- 0. (*)

Lad nuk, k′, k′′ være længderne af filtrationerne iM, i M ′ og iM/M ′. I (*) er den midterste
modul altså forskellig fra 0 fork værdier afi = 1, . . . n. Af eksaktheden følger derfor, at for
hver af dissek værdier afi er mindst én af de to moduler,F ′

i /F
′
i−1 ogF ′′

i /F
′′
i−1, forskellig

fra 0. Den første er forskellig fra 0 fork′ værdier afi, den anden er forskellig fra 0 fork′′

værdier afi. Heraf fås uligheden,
k 6 k′ + k′′.

Ifølge definitionen erk′ 6 longM ′ ogk′′ 6 longM ′′. Uligheden ovenfor medfører derfor, at
k 6 longM ′ + longM ′′. Dak var længden af en vilkårlig filtration iM, følger det endelig, at

longM 6 longM ′ + longM ′′.

Hermed er den omvendte ulighed, og dermed den søgte formel, bevist.
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(2.5) Korollar. (1) For en undermodulN i M gælder formlen,

longM = longN + longM/N.

(2) For en filtration0 = F0 ⊆ · · · ⊆ Fn = M gælder formlen,

longM =
∑

longFi/Fi−1.

(3) For en direkte sumM = M1 ⊕ · · · ⊕Mn gælder formlen,

longM =
∑

longMi .

Bevis.(1) Da følgen 0 - N - M - M/N - 0 er eksakt, følger (1) umiddelbart
af sætningen. Påstand (2) følger ved induktion eftern af sætningen ved hjælp af den eksakte
følge,

0 - Fn−1 - Fn - Fn/Fn−1 - 0.

Endelig følger (3) af (2) ved at betragte filtrationen defineret vedFi := M1 ⊕ · · · ⊕Mi .

(2.6) Bemærkning. Bemærk, at de anførte formler gælder, når der på oplagt måde regnes
med∞. Fx er det således en del af udsagnet i (2.5)(1), at modulenM har endelig længde,
hvis og kun hvis bådeN ogM/N har endelig længde.

(2.7) Korollar. ModulenM har endelig længde, hvis og kun hvis der iM findes en uforfinelig
filtration,

(0) = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = M. (∗)

Alle uforfinelige filtrationer har samme længde, nemlig længden afM.

Bevis.Hvis M har endelig længde, så findes øjensynlig en uforfinelig filtration (∗) med
n = longM. Antag omvendt, at (∗) er en uforfinelig filtration. Da er alle kvotienterne
Fi/Fi−1 simple moduler, dvs af længde 1. Talletn er filtrationens længde. Af Korollar
(2.5)(2) følger, at longM = n. Hermed er påstandene bevist.

(2.8) Eksempel.De simpleZ-moduler er kvotienterneZ/(p) for et primtalp. De er specielt
endelige. Heraf følger let, at enZ-modulM har endelig længde, hvis og kun hvisM er endelig.
Antag, atM har længden. I en uforfinelig filtration afM forekommer så kvotienterneZ/pi for
n ikke nødvendigvis forskellige primtalpi . Det følger let, at der så gælder|M| = p1 · · ·pn.

De simpleC[X]-moduler er kvotienterneC[X]/(X − α) for α ∈ C. De er specielt 1-
dimensionale som vektorrum overC. Heraf følger let, at enC[X]-modulM har endelig
længde, hvis og kun hvisM har endelig dimension som vektorrum overC, og at der faktisk
gælder ligheden longM = dimCM.
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(2.9) Opgaver.
1. Hvor langt er et vektorrum?U4

2. Angiv i Z somZ-modul en filtration af længde 999.U4

3. Vis, at enhver modul af endelig længde er endeligt frembragt.

4. Vis, hvis ringenR somR-modul har endelig længde, så har enhver endeligt frembragtU4
R-modul også endelig længde.

5. Lad 0 → Mn → · · · → M1 → M0 → 0 være en exakt følge af moduler af endeligU8
længde. Vis, at

∑

(−1)i longMi = 0.

6. Vis, at enR[X]-modulM har endelig længde, hvis og kun hvisM har endelig dimension
som vektorrum overR.

7. Lad m være et fast maksimalideal iR. For hver uforfinelig filtration i en modulM
kan vi spørge om antallet af gange den simple modulR/m forekommer blandt filtrationens
kvotienter. Lad long

m
M betegne det største antal gangeR/m forekommer som simpel

kvotient i en uforfinelig filtration afM. Vis, at long
m
R/m = 1, og at longR/n = 0, nårn

er et maksimalideal,n 6= m. Vis, for en undermodulM ′ afM, at long
m
M = long

m
M ′ +

long
m
M/M ′. Vis, at i enhver filtration afM forekommerR/m som simpel kvotient præcis

long
m
M gange.

8. Antag, atR er et PID, og ata = p
ν1
1 · · ·p

νr
r er en primopløsning. Bestem længden afH2

R-modulenR/(a).

9. Antag, atR er et PID og ikke et legeme. LadM være en endeligt frembragtR-modul.U5
Vis, atM har endelig længde, hvis og kun hvis AnnM 6= (0).

10. Lad M være en endeligt frembragt modul over en noethersk ringR. Vis, atM harH3
endelig længde, hvis og kun hvis der findes endelig mange maksimalidealerm1, . . . ,mn

(ikke nødvendigvis forskellige) iR således, atm1 · · ·mnM = 0.
Hvad udsiger resultatet, hvisR er lokal?
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3. Lidt om noetherske ringe og moduler.

(3.1) Sætning.For en modulM er følgende betingelser ækvivalente:

(i) Enhver undermodul iM er endeligt frembragt.
(ii) I enhver stigende kæde af undermoduler iM,

M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ · · · ,

gælder lighed fra et vist trin.
(iii) I enhver ikke-tom mængdeS af undermoduler iM findes en undermodul, der er

maksimal blandt undermodulerne iS.

Bevis.(i)⇒(ii): Betragt en kæde af undermoduler som i (ii), og dan foreningsmængden,

N :=
⋃

i

Mi .

ForeningsmængdenN er stabil under addition. Lad nemligx og y være elementer iN .
Da findesi, j så atx ∈ Mi og y ∈ Mj . Det kan antages, ati 6 j . Men så erMi ⊆ Mj , og
undermodulenMj vil altså indeholde bådex ogy og dermed også summenx + y. Følgelig
tilhørerx + y foreningsmængdenN .

Det er klart, at nul-elementet tilhørerN , og det er let at vise, atN er stabil under multi-
plikation med skalar. DaN også er stabil under addition, erN derfor en undermodul. Ifølge
antagelsen (i) erN endeligt frembragt. Der findes altså endelig mange elementer v1, . . . , vm
i N så at

N = Rv1 + · · · + Rvm.

Hver af frembringernevk tilhører en af undermodulerneMi . Af disse endelig mangeMi ’er
er en, fxMn, den største. Da hver af frembringernevk tilhørerMn, gælder

N = Rv1 + · · · + Rvm ⊆ Mn ⊆ Mn+1 ⊆ · · · ⊆
⋃

Mi = N.

Det følger, at lighed gælder overalt i inklusionerne ovenfor. Specielt gælder altså atMn =

Mn+1 = · · · , hvormed (ii) er bevist.
(ii)⇒(i): Antag, indirekte, at der iM findes en undermodulN , der ikke er endeligt

frembragt. Vælg et elementv1 i N (fx v1 = 0), og sætM1 := Rv1. Dav1 ∈ N , erM1 ⊆ N ,
og daN specielt ikke er frembragt af ét element, gælder endda

M1 ⊂ N.

Vælg nuv2 i overskudsmængdenN \M1, og sætM2 := M1 + Rv2. Øjensynlig erM1 ⊆

M2, og daM2 indeholderv2, som var valgt i komplementærmængden tilM1, gælder endda
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M1 ⊂ M2. Videre erM2 frembragt afv1 ogv2, som begge var valgt iN ; følgelig erM2 ⊆ N .
DaN specielt ikke kan være frembragt af to elementer, fås endda

M1 ⊂ M2 ⊂ N.

Vælg nuv3 i overskudsmængdenN \M2, og sætM3 := M2 +Rv3. Idet processen fortsættes
induktivt, fås en uendelig følge af undermoduler,

M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ · · ·

(der alle er skarpt indeholdt iN ). Da dette er i modstrid med antagelsen (ii), er det indirekte
bevis fuldført.

(ii) ⇐⇒ (iii): Dette resultat gælder for enhver partielt ordnet mængde, og har intet at gøre
med at vi her betragter undermoduler af en modul. Beviset overlades til læseren.

(3.2) Noethersk modul. En modulM, der opfylder de ækvivalente betingelser (i), (ii), (iii)
i Sætning (3.1), kaldes ennoethersk modul.

Bemærk forskellen og ligheden i definitionen af
”
noethersk“ og

”
endelig længde“. AtM

er noethersk betyder at i en given kæde af undermoduler,

M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ · · · ,

kan der kun være endelig mange skarpe inklusioner. AtM har endelig længde betyder at der
er en på forhånd given øvre grænse for antallet af skarpe inklusioner.

(3.3) Sætning.LadN være en undermodul i modulenM. Da erM noethersk, hvis og kun
hvis både undermodulenN og kvotientmodulenM/N er noetherske.

Bevis.Antag først, atN ogM/N er noetherske. Vi efterviser, atM opfylder betingelsen
(3.1)(i). Lad altsåK være en undermodul iM. BilledetK ′′ afK i M/N er da en undermodul
iM/N . Altså erK ′′ endeligt frembragt, daM/N er noethersk. FællesmængdenK ′ := K∩N

er en undermodul iN . Altså erK ′ endeligt frembragt, daN er noethersk. Restriktion af den
kanoniske afbildningM → M/N til undermodulenK giver en eksakt følge,

0 - K ′
- K - K ′′

- 0.

Af Sætning (1.3) følger derfor, atK er endeligt frembragt. DaK var en vilkårlig undermodul
i M, erM således noethersk.

Antag omvendt, atM er noethersk. Enhver undermodulK iN er da specielt en undermodul
i M, og derfor endeligt frembragt, daM er noethersk. Altså erN noethersk. Betragt dernæst
en undermodulL i M/N . Ifølge Noether’s anden Isomorfisætning erL så homomorft billede
af en undermodulK afM (endda medK ⊇ N ). DaM er noethersk erK endeligt frembragt,
og det homomorfe billedeL er derfor ligeledes endeligt frembragt, jfr Sætning (1.3).Altså
erM/N noethersk.
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(3.4) Korollar. (1) For en eksakt følge0 - M ′ -
ϕ

M -
ψ

M ′′ - 0 gælder, atM er
noethersk, hvis og kun hvisM ′ ogM ′′ er noetherske.

(2) For en filtration(0) = F0 ⊆ · · · ⊆ Fn = M gælder, atM er noethersk, hvis og kun
hvis alle kvotienterneFi/Fi−1 er noetherske.

(3) For en direkte sumM = M1 ⊕ · · · ⊕Mn gælder, atM er noethersk, hvis og kun hvis
alle addenderneMi er noetherske.

Bevis.Ifølge Isomorfisætningen er (1) blot en oversættelse af Sætningen. Påstand (2) følger
ved induktion af (1), ved hjælp af den eksakte følge,

0 - Fn−1 - Fn - Fn/Fn−1 - 0.

Endelig følger (3) af (2) ved at betragte filtrationen i den direkte sum defineret vedFi :=
M1 ⊕ · · · ⊕Mi .

(3.5) Definition. RingenR kaldes ennoethersk ring, hvis den er noethersk somR-modul.
Undermodulerne i modulenR er netop idealerne i ringenR, såR er en noethersk ring, netop
hvis ethvert ideal iR er endeligt frembragt.

(3.6) Sætning.Antag, at ringenR er noethersk. Enhver endeligt frembragtR-modul er da
noethersk. Desuden er enhver kvotientring afR en noethersk ring.

Bevis.ModulenRn er en direkte sumRn = R⊕· · ·⊕Rmedn addender. Af Korollar (3.4)(3)
følger derfor, atRn er en noethersk modul. Lad nuM være en endeligt frembragtR-modul.
Da erM homomorft billede afRn for passenden. Af Korollar (3.4)(1) følger derfor specielt,
atM er noethersk.

Den sidste påstand følger af at idealerne i en kvotientringR/a netop er undermodulerne i
kvotientmodulenR/a.

(3.7) Eksempel. Enhver endelig ring er noethersk. Ethvert legeme er en noethersk ring.
Enhver hovedidealring er noethersk. Specielt: ringenZ og polynomiumsringenk[X] over et
legemek er noetherske ringe.

(3.8) Hilbert’s Basissætning.LadR være en noethersk ring. Da er også polynomiumsringen
R[X] en noethersk ring.

Bevis.Vi viser, at polynomiumsringenR[X] har egenskaben (3.1)(i). Betragt derfor et ideal
A i R[X]. Lad l = l(A) betegne mængden bestående af de ledende koefficienter for polyno-
mierne iA, samt elementet 0. Elementeta ∈ R tilhører sål, hvis og kun hvis der i idealetA
findes et polynomium af formen

aXn + · · · ,

hvor
”
· · ·“ står for en sum af led af lavere grad end det første.

Vi viser først, at delmængdenl er et ideal iR. Det er klart, at 0 tilhørerl. Videre følger af
a ∈ l og r ∈ R at ra ∈ l, thi hvisaXn + · · · tilhørerA, så vil også polynomiet

raXn + · · · = r(aXn + · · · )
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tilhøreA. Antag endelig, ata, b ∈ l. Der findes altså iA polynomier af formenaXn + · · ·

ogbXm + · · · . Det kan fx antages, atn > m. DaA er et ideal følger det, at også polynomiet

(a + b)Xn + · · · = (aXn + · · · )+Xn−m(bXm + · · · )

vil tilhøre A. Altså er ogsåa + b element il. Hermed er vist, atl er et ideal iR.
DaR er noethersk, er idealetl endeligt frembragt. Der findes altså endelig mange poly-

nomier,
Pi = aiX

ni + · · · ,

hvis ledende koefficienterai frembringerl. Lad nun0 være den største af graderneni , og
lad A<n0 betegne mængden af polynomier, der tilhørerA og har grad mindre endn0. Det
er klart, atA<n0 er enR-modul, nemlig en undermodul iR-modulenR[X]<n0 bestående af
alle polynomier af grad mindre endn0. Den sidsteR-modul er endeligt frembragt, nemlig
frembragt af den0 monomier 1,X, . . . , Xn0−1. DaR er noethersk, følger det af Sætning
(3.6) atR[X]<n0 er noethersk somR-modul. I undermodulenA<n0 findes derfor endelig
mange polynomierQj , som frembringerA<n0 somR-modul.

Det påstås nu, at idealetA i R[X] er frembragt af de endelig mange polynomierPi og
Qj . LadB betegne idealet frembragt af disse polynomier. Da polynomierne er valgt iA, er
B ⊆ A. Omvendt skal det altså vises for hvertF i A, atF tilhørerB. Denne påstand vises
ved induktion efter gradenn af F .

Hvis n < n0 er påstanden klar, thi så tilhørerF delmængdenA<n0, ogF er derfor endda
enR-linearkombination afQj ’erne.

Hvis n > n0 betragtes den ledende koefficienta i F . DaF ∈ A, era ∈ l. Følgelig era
enR-linearkombination afai ’erne,

a =
∑

riai .

Nu varPi = aiX
ni + · · · ogn > n0 > ni , så linearkombinationen,

G :=
∑

riX
n−niPi,

har gradn og ledende koefficienta. LinearkombinationenG har altså samme grad og samme
ledende koefficient somF . DifferensenF − G har derfor lavere grad endF . DaG er en
linearkombination afPi ’erne, vilG tilhøreB. Videre erF − G et polynomium iA og af
lavere grad endF , så ifølge induktionsforudsætningen vilF −G tilhøreB. Men så vil også
F = G+ (F −G) tilhøreB, som påstået. Hermed er Sætningen bevist.

(3.9) Korollar. Polynomiumsringenk[X1, . . . , Xr ] i r variable, hvork er et legeme eller
k = Z, er en noethersk ring.

Bevis.Påstanden gælder generelt, nårk er noethersk. Den vises ved induktion. Basissætnin-
gen giver både starten,r = 1, og induktionsskridtet, idet

R[X1, . . . , Xr ] = R[X1, . . . , Xr−1][Xr ] .
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(3.10) Note. Det er Korollar (3.9) for et legemek, der er den oprindelige
”
basissætning“.

Resultatet udsiger, at hvert ideal ik[X1, . . . , Xr ] er frembragt af endelig mange polynomier,
dvs har en endelig

”
basis“.

(3.11) Opgaver.
1. Vis, at enhver kvadratisk talringR er noethersk. [Vink: Udnyt, at somZ-modul erR = Z2,U4
og at hvert ideal iR altså er en undergruppe afZ2.]

2. Lada være et ideal i en noethersk ringR, og sætr = Rada. Vis, at der findes etN ∈ NU4
således, atrN ⊆ a.

3. LadR være et noethersk integritetsområde. Vis, at
”
irreducible opløsninger eksisterer“.U4

Med andre ord: Vis, at hvert elementr ∈ R, der ikke er 0 eller en enhed, kan skrives som
produkt af irreducible elementer.

4. Vis, at hvis et ideala ikke er et primideal, så findes idealerb og c meda ⊂ b oga ⊂ c ogU4
bc ⊆ a. Vis, at i en noethersk ringR vil hvert ideal indeholde et produkt af primidealer; mere
præcist: til hvert ideala findes primidealerpi ⊇ a for i = 1, . . . , s således, atp1 · · · ps ⊆ a.

5. Antag, atR er noethersk. Vis, at(0) er et produkt af primidealer:(0) = p1 · · · ps . Vis, atU5
hvert primidealp ⊂ R indeholder etpi . Specielt er de minimale blandt idealernepi netop de
minimale blandt primidealerne iR. Vis, at Rad(0) = p1 ∩ · · · ∩ ps .

Vis for hvert ideala, at der i mængden af primidealerp medp ⊇ a findes endelig mange
minimale elementer. Vis, at hvisq1, . . . , qq er disse minimale elementer, så er Rad(a) =

q1 ∩ · · · ∩ qq .

6. Et idealq kaldesirreducibelt, hvisq er et ægte ideal ogq ikke kan skrives som fællemængdeU5
q = a ∩ b af idealer, der er effektivt større endq. Vis, at et primideal er irreducibelt. Vis,
at de irreducible idealer iZ er (0) og hovedidealerne(pn) frembragt af en primtalspotens.
Vis, at i en noethersk ring er hvert ideala en fællesmængde,a = q1 ∩ · · · ∩ qr , af irreducible
idealerqi . (Her medregnes fællesmængden af ingen idealer som fremstillingen afR.)

7. LadM være en endeligt frembragtR-modul. Vis, atM er en noethersk modul, hvis ogU5
kun hvis kvotientringenR/AnnM er en noethersk ring.

8. Antag, atM er en noetherskR-modul. Vis, for en vilkårlig multiplikativ delmængdeSU6
af R, atS−1M er en noetherskS−1R-modul. [Vink: Enhver undermodul afS−1M har som
bekendt formenS−1N med en undermodulN ⊆ M.]

9. Vis for hvertn-sætα = (α1, . . . , αn) i kn, at idealetmα := (X1 −α1, . . . , Xn−αn) bestårH2
af de polynomierf ∈ k[X1, . . . , Xn] for hvilke f (α1, . . . , αn) = 0. Vis, nårk er et legeme,
atmα er et maksimalideal.

10. Antag, atk er et uendeligt legeme. Vis, at hvisf ∈ k[X1, . . . , Xn] ikke er nul-polynomiet,H2
så findes etα = (α1, . . . , αn) ∈ kn medf (α) 6= 0.

11. En partielt ordnet mængde(M,�) kaldesnoethersk ordnet, hvis der i enhver stigende
kædex1 � x2 � x3 � · · · gælder

”
=“ fra et vist trin. Formuler en ækvivalent

”
mak-

simalitetsbetingelse“. Ordningen kaldesartinsk, hvis den modsatte ordning er noethersk.
Antag, at ordningen er både noethersk og artinsk. Vis, at så findes der iM en kæde
x0 ≺ x1 ≺ · · · xn−1 ≺ xn, som eruforfinelig i den forstand, atx0 er minimalt element iM,
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xn er maksimalt element iM og for hverti findes der intet elementx medxi−1 ≺ x ≺ xi . I
almindelighed kan man ikke slutte, at der så er en øvre grænsefor antallet at elementer i en
uforfinelig kæde. Hvilket resultat kan man udlede, nårM er mængden af undermoduler af
en given modulM?

12. BetragtR-homomorfierϕ : M → N ogψ : N → P . Vis, at Kerϕ ⊆ Kerψϕ og atψU5
inducerer en surjektiv homomorfiϕ(M) → ψϕ(M). Vis, at Kerϕ = Kerψϕ, hvis og kun
hvis den inducerede homomorfi er en isomorfiψ : ϕ(M) → ψϕ(M).

Vis, at hvisM er noethersk, så er enhver surjektiv homomorfiM → M automatisk en
isomorfi.

13. Vis, at enhver noethersk modulM 6= 0 har en simpel kvotientmodul.U5

14. To af de egenskaber, der karakteriserer noetherske modulerved deres undermoduler, hed-
der, henholdvis,

”
den opstigende kædes egenskab“, og

”
maksimalitetsegenskaben“. Præciser

hvilke! Formuler tilsvarende
”
den nedstigende kædes egenskab“ og

”
minimalitetsegenska-

ben“, og vis at de to sidste egenskaber er ækvivalente. En modul, der har de to egenskaber,
kaldesartinsk. Vis, at enhver artinsk modul har en simpel undermodul.

15. Vis, at enR-modulM har endelig længde, hvis og kun hvisM er både noethersk og
artinsk.

16. Ladp være et primtal, og ladCp∞ ⊂ C∗ være foreningsmængden af undergrupperne:

C1 ⊂ Cp ⊂ Cp2 ⊂ · · · , (*)

Vis, atCp∞ er en gruppe, og at undergrupperne i(∗) er de eneste ægte undergrupper afCp∞ .
Vis, atCp∞ er artinsk somZ-modul.

17. Vis, for et primtalp, atM := Z[1/p]/Z er artinsk somZ-modul. [Vink 1: Vis, at
undergrupperneZ(1/p)n/Z for n = 0, 1, 2, . . . er de eneste ægte undergrupper afM. Eller
Vink 2: Vis, atM er relateret til gruppenCp∞ .]

18. Antag, at nul-idealet er et produkt af maksimalidealer,(0) = m1 · · ·mr . Vis, at så er
følgende betingelser er ækvivalente: (i)R er noethersk; (ii)R er artinsk; (iii)R har endelig
længde. [Vink: I filtrationen afR bestemt vedFi := m1 · · ·mi har hver af de successive
kvotienter formenF/mF ; specielt er hver kvotient en modul over en kvotientringR/m, altså
et vektorrum. Brug nu, at for vektorrum er de tre betingelsertrivielt ækvivalente.]

19. Vis, atR (som modul over sig selv) er artinsk, hvis og kun hvisR har endelig længde.
[Vink: Antag, atR er artinsk. Det er nok at vise, at(0) er produkt af maksimalidealer. Vælg
d minimalt blandt de idealer, der er produkter af maksimalidealer, og sæta = Annd. Så era
det største ideal medad = 0. Antag, indirekte, atd 6= (0). Så er 1/∈ a, og kvotientenR/a
er ikke nul. Slut heraf, atR/a har en simpel undermodul, svarende til et idealb meda ⊂ b

ogb/a = R/m. Nu ermb ⊆ a, og dermed ermbd = 0. Øjensynlig ermd ⊆ d er produkt af
maksimal idealer, så valget afd sikrer, atmd = d. Altså erbd = (0), men daa ⊂ b er det er
i modstrid med definitionen afa.

20. Vis, at en endeligt frembragtR-modul er artinsk, hvis og kun hvis den har endelig længde.
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21. LadM være enR-modul, og betragt den direkte sumR⊕M. Vis, at med kompositionenU6
(r, x)(s, y) = (rs, ry+ sx) som multiplikation erR⊕M en kommutativ ring. (Tænker man
på(r, x) somr + x, er multiplikationen bestemt vedxy = 0.) Antag, atR = k er et legeme.
Vis, atk ⊕M en lokal ring med kun ét primideal. Hvornår erk ⊕M noethersk?, – artinsk?,
– af endelig længde?
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4. Endeligt frembragte algebraer. Hele udvidelser.

(4.1) Algebra og delalgebra.Lad der være givet en ringhomomorfiθ : R → A. RingenA
organiseres da somR-modul med multiplikationen defineret ved

ra := θ(r)a for r ∈ R, a ∈ A.

Når ringhomomorfienθ er givet, sigesA også at være enalgebra overR eller enR-algebra.
Specielt: hvisR er en delring afA, så kanA opfattes som algebra overR.

NårA er enR-algebra kan enhver delringB ⊆ A, som omfatterθ(R), selv opfattes som
R-algebra. En sådan delring kaldes også endelalgebraafA.

(4.2) Lemma. LadA være enR-algebra, og ladM være enA-modul. HvisM er endeligt
frembragt somA-modul ogA er endeligt frembragt somR-modul, så erM endeligt frembragt
somR-modul.

Bevis.Den givneA-modulM opfattes naturligt somR-modul, idet produktetrx for r ∈ R

ogx ∈ M defineres vedrx := θ(r)x.
Antag nu, atn elementere1, . . . , en i M frembringerM somA-modul, og atp elemen-

ter v1, . . . , vp i A frembringerA somR-modul. Det påstås, at denp elementerviej i M
frembringerM somR-modul. Lad nemligx være element iM. Da harx en fremstilling,

x = a1e1 + · · · + anen, (∗)

somA-linearkombination afej ’erne. Koefficienterneaj tilhørerA, og hver koefficientaj
har derfor en fremstilling somR-linearkombination afvi ’erne. Indsættes for hvertaj i (∗)
en sådan fremstilling, fås en fremstilling afx somR-linearkombination afviej ’erne, som
ønsket.

(4.3)Endeligt frembragtalgebra.LadAværeenR-algebra. Forgivneelementera1, . . . , am
i A betegnes da med

R[a1, . . . , am]

delmængden afA bestående af de elementer, der erR-linearkombinationer af endelig mange
af de endelige produkter,

a
i1
1 a

i2
2 · · · aimm .

Øjensynlig er denne delmængde en delring afA, endda den mindste, der indeholder billedrin-
genθ(R) og alleai ’erne. Specielt er delmængden selv enR-algebra; den kaldesdelalgebraen
frembragtaf ai ’erne.

En givenR-algebraA siges at væreendeligt frembragt(mere udførligt:endeligt frembragt
somR-algebra), hvis der iA findes endelig mange elementera1, . . . , am, somfrembringer
algebraenA, dvs opfylder at

A = R[a1, . . . , am].

AlgebraenA er specielt enR-modul, men det skal understreges, at en endeligt frembragt
algebra ikke nødvendigvis er endeligt frembragt somR-modul.
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KomAlg
30. marts 2007

Endelighed 4.2

(4.4) Definition. PolynomiumsringenR[X1, . . . , Xm] er enR-algebra, idetR kan opfat-
tes som delringen bestående af de konstante polynomier. Polynomiumsringen er endeligt
frembragt somR-algebra, nemlig frembragt af de variableX1, . . . , Xm.

For givne elementera1, . . . , am i en R-algebraA defineres enR-lineær ringhomomorfi
R[X1, . . . , Xm] → A ved

∑

ri1,...,imX
i1
1 · · ·Ximm 7→

∑

ri1,...,ima
i1
1 · · · aimm .

Billedet af et polynomiumP ∈ R[X1, . . . , Xm] ved denne afbildning betegnes også

P (a1, . . . , am),

og det siges at fremkomme ved atindsættea1, . . . , am i P . Billedet for denne ringhomomorfi
er øjensynlig delalgebraen frembragt afai ’erne. Billedet af det konstante polynomiumr ∈ R

er elementetr1A = θ(r) i A; hvis misforståelser er udelukkede skrives blotr for dette element
i A.

Givne elementera1, . . . , am i A siges at værealgebraisk uafhængigeoverR, eller trans-
cendenteoverR, hvis homomorfien defineret ved indsættelse er injektiv. Hvis homomorfien
ikke er injektiv, kaldes elementernealgebraisk afhængigeoverR.

(4.5) Observation. Af definitionerne følger let, at enR-algebraA er endeligt frembragt
overR, hvis og kun hvisA er homomorft billede af en polynomiumsringR[X1, . . . , Xm] for
passendem, altså hvis og kun hvisA er isomorf med en kvotientR[X1, . . . , Xm]/A, hvorA
er et ideal.

Specielt følger det, at en algebra, der er endeligt frembragt over en noethersk ringR, selv
er en noethersk ring.

(4.6) Sætning.LadA være enR-algebra. For hvert elementa i A er følgende betingelser
ækvivalente:

(i) Der findes et normeret polynomiumP i R[X] så atP (a) = 0. Med andre ord: der
findes iA en relation af formenan + r1a

n−1 + · · · + rn = 0, hvorri ’erne tilhørerR.
(ii) DelalgebraenR[a] afA er endeligt frembragt somR-modul.
(iii) Der findes en delalgebraB af A, som er endeligt frembragt somR-modul og inde-

holdera.

Bevis.(i)⇒(ii). Antag, ata tilfredsstiller en ligning,

an + r1a
n−1 + · · · + rn = 0, (∗)

hvor ri ’erne tilhørerR. Det påstås, at elementerne 1, a, . . . , an−1 frembringerR[a] som
R-modul. Det er øjensynlig nok at vise, at hver potensap er enR-linear kombination af
1, . . . , an−1. Dette vises ved induktion efterp. Forp < n er det klart. Antag, at påstanden
gælder forap, dvs at der gælder en ligning,

ap = sn + sn−1a + · · · + s1a
n−1,
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hvor s1, . . . , sn tilhørerR. Multipliceres denne ligning meda fås ligningen

ap+1 =
(

sna + sn−1a
2 + · · · + s2a

n−1) + s1a
n. (∗∗)

Af (∗) ses, atan = −rn − rn−1a − · · · − r1a
n−1. Specielt eran enR-linearkombination

af 1, . . . , an−1. Erstattesan på højresiden af (∗∗) med denne linearkombination fås en
fremstilling afap+1 somR-linearkombination af 1, . . . , an−1, som ønsket.

(ii)⇒(iii). Hvis (ii) gælder, så kanB := R[a] øjensynlig anvendes i (iii).
(iii) ⇒(i). Antag, atB er en delalgebra afA, frembragt somR-modul af elementer

b1, . . . , bm, og ata ∈ B. Da B er en delring oga ∈ B, gælder for hvertb i B, at pro-
duktetab tilhørerB; produktetab har altså en fremstilling som enR-linearkombination af
bi ’erne. Skrives koefficienterne i en sådan fremstilling som en søjlematrixα, fås altså en
matrixligning af formen,

ab = (b1, . . . , bm)α.

Specielt fås fori = 1, . . . , m en sådan ligning forb = bi , og disse ligninger kan under ét
skrives som en matrixligning,

a(b1, . . . , bm) = (b1, . . . , bm)α,

hvorα nu er enm×m-matrix med koefficienter iR. Den sidste matrixligning kan omformes
til ligningen,

(b1, . . . , bm)(a1m − α) = 0,

hvor 1m betegner enhedsmatricen. Betragt nu determinantend := det(a1m − α) i A. Af
matrixligningen følger ved hjælp af Cramer’s formler, at(b1, . . . , bm)d = 0. Determinanten
d annullerer derfor allebi ’erne, og dermed også enhver linearkombination afbi ’erne. Da
B er frembragt somR-modul afbi ’erne, vil d annullere ethvert element iB. Specielt vil
d annullere et-elementet 1A, som jo tilhørerB. Følgelig erd = 0. Da matricenα har
koefficienter iR, er det på den anden side klart, atd = det(a1m − α) har formen,

d = am + r1a
m−1 + · · · + rm,

hvor r1, . . . , rm tilhørerR. Ligningend = 0 viser derfor, at betingelsen (i) er opfyldt.
Hermed er Sætningen bevist.

(4.7) Definition. Lad A være enR-algebra, givet ved ringhomomorfienθ : R → A. Et
elementa i A, som opfylder de ækvivalente betingelser i Sætning (4.6), siges at værehelt
overR. Hvis alle elementer iA er hele overR, siges afbildningenθ at være enhel homomorfi,
og algebraenA siges at værehel overR.

Øjensynlig erA hel overR, netop nårA er hel over delringenθ(R).
Hvis R-algebraenA er endeligt frembragt somR-modul, da erA hel overR, dvs hvert

elementa i A er helt overR. Som delalgebraB i betingelsen (4.6)(iii) kan nemlig i så fald
brugesB = A.
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(4.8) Korollar. LadA være enR-algebra. Elementera1, . . . , am i A er da hele overR, hvis
og kun hvis delalgebraenR[a1, . . . , am] er endeligt frembragt somR-modul.

Bevis.DelalgebraenR[a1, . . . , am] indeholderai ’erne. Af betingelsen (4.6)(iii) følger derfor,
at hvis delalgebraen er endelig overR, så er hvert afai ’erne hele overR.

Den omvendte implikation vises ved induktion efterm. Form = 1 følger påstanden
direkte af definitionen, jfr betingelsen (4.6)(ii). Antag nu, at elementera1, . . . , am+1 i A er
hele overR, og at påstanden gælder form elementer. SætB := R[a1, . . . , am]. Øjensynlig
erR[a1, . . . , am, am+1] = B[am+1], og det skal vises, at denne algebra er endeligt frembragt
somR-modul. Daam+1 er hel overR, eram+1 også hel overB. Følgelig erB[am+1] endeligt
frembragt somB-modul. Af induktionsforudsætningnen følger, atB er endeligt frembragt
somR-modul. Af Lemma (4.2) følger nu, atB[am+1] er endeligt frembragt somR-modul,
som ønsket.

(4.9) Korollar. Sum og produkt af hele elementera, b i A er igen hele. Elementerne iA,
som er hele overR, udgør en delalgebra afA.

Bevis.Ifølge det foregående korollar erR[a, b] endelig overR. Da både summena + b og
produktetab tilhørerR[a, b], følger det af betingelsen (4.6)(iii), ata + b ogab er hele over
R. Heraf følger videre den sidste påstand, idet elementerne iθ(R) er hele overR; elementet
a := θ(r) i A opfylder jo ligningena − r1A = 0.

(4.10) Korollar. Antag, atA er hel overR. LadA → C være en ringhomomorfi. Hvert
element iC, der er helt overA, vil da også være helt overR. Hvis homomorfienA → C er
hel, da er også den sammensatte homomorfiR → C hel.

Bevis.Betragt iC et elementc, der er helt overA. Det skal vises, atc er hel overR. Dac er
hel overA, findes en relation,

cn + a1c
n−1 + · · · + an = 0,

hvor ai ’erne tilhørerA. Af denne relation fremgår, atc er hel over delalgebraenB :=
R[a1, . . . , an] afA. Altså erB[c] endeligt frembragt somB-modul. DaA er hel overR ogB
er en delring afA, erB hel overR. Af Korollar (4.8) følger derfor, atB er endeligt frembragt
somR-modul. Altså følger det af Lemma (4.2), at algebraenB[c] er endeligt frembragt som
R-modul. Dac tilhører denne delalgebra afC, erc hel overR. Hermed er Korollarets første
påstand bevist.

Den sidste påstand følger trivielt af den første.

(4.11) Sætning.LadR være en faktoriel ring. Enhver brøk i brøklegemet forR, som er hel
overR, vil da tilhøreR.

Bevis.Betragt en brøkr/s, hvor s 6= 0. DaR er faktoriel, kanr, s vælges primiske. Antag,
at r/s er hel overR. Der findes altså i brøklegemet en relation,

(r/s)n + r1(r/s)
n−1 + · · · + rn = 0.
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Multipliceres medsn fås en ligning iR,

s(−r1r
n−1 − r2r

n−2s − · · · − rns
n−1) = rn.

Af denne ligning følger, at enhver primdivisor is er divisor irn og dermed ir. Følgelig har
s ingen primdivisorer, ogs er derfor invertibel iR. Altså err/s = rs−1 element iR.

(4.12) Note.Sætningen ovenfor generaliserer en del af følgende sætningkendt fra gymnasiet:
Hvis et polynomium med hele koefficienter har en rational rodskrevet som uforkortelig brøk
r/s, så gårr op i konstantleddet ogs går op i højestegradskoefficienten.

(4.13) Noether’s Normaliseringslemma.Lad k være et legeme og ladA 6= 0 være en
algebra overk frembragt afm elementera1, . . . , am. Da findes iA et sæt aft 6 m elementer
x1, . . . , xt , der er algebraisk uafhængige overk og således atA er endeligt frembragt som
modul over delalgebraenk[x1, . . . , xt ].

Bevis.Påstanden vises ved induktion efterm. Form = 0 (forudsætningen er her, atk → A

er surjektiv) er påstanden triviel.
Antag nu atm > 0, og at påstanden er vist for algebraer frembragt af færre endmelementer.

Hvis de givne elementera1, . . . , am er algebraisk uafhængige, er påstanden triviel: vi kan
bruget = m og xi = ai for i = 1, . . . , m. Antag derfor, atai ’erne er algebraisk afhængige,
dvs at der findes en relation,

∑

ri1,...,ima
i1
1 · · · aimm = 0, (∗)

hvor koefficienterneri1,...,im tilhører k, og hvor ikke alle koefficienterne er 0. Lad nu
g1, . . . , gm−1 være et sæt afm− 1 positive exponenter, og sæt

bi := ai − a
gi
m for i = 1, . . . , m− 1.

Det er nok at vise, at hvisgj ’erne vælges passende, så eram hel over delalgebraenB :=
k[b1, . . . , bm−1]. Antag nemlig, atam er hel overB. Da erB[am] endeligt frembragt som
B-modul. Fori = 1, . . . , m− 1 erai = bi + a

gi
m , og altså erai ∈ B[am]. DaA er frembragt

somk-algebra afai ’erne, følger det atA = B[am]. Altså erA endeligt frembragt somB-
modul. Videre følger det af induktionsforudsætningen, at der findest 6 m − 1 elementer
i B, der er algebraisk uafhængige overk, og således atB er endeligt frembragt som modul
over k[x1, . . . , xt ]. Af Lemma (4.2) følger, atA er endeligt frembragt som modul over
k[x1, . . . , xt ], og så er påstanden vist for algebraenA.

Vi viser nu, atgj ’erne kan vælges passende. Ifølge definitionen erai = bi + a
gi
m for

i = 1, . . . , m− 1. Indsættes disse ligninger i ligningen (∗) fremkommer på venstresiden en
sum af udtryk af formen,

ri1,...,im(b1 + a
g1
m )

i1 · · · (bm−1 + a
gm−1
m )im−1aimm .

I dette udtryk kan vi udføre multiplikationerne (binomialformlen), og ordne efter potenser
af am. Hver potens afam kommer da med en koefficient, der afhænger afbj ’erne. Disse
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koefficienter tilhører altså delalgebraenB. Den højeste exponent tilam er øjensynligg1i1 +

· · · + gm−1im−1 + im, og den hertil hørende koefficient er blotri1,...,im . Udtrykket har altså
formen

ri1,...,ima
g1i1+···+gm−1im−1+im
m + · · · , (∗∗)

hvor de tre prikker står for enB-linearkombination af potenser afam med lavere exponent
end den første.

I den givne relation (∗) er ri1,...,im ’erne kun forskellige fra 0 for endelig mange sæt
i1, . . . , im. Svarende til disse endelig mange sæti1, . . . , im vælger vi nugj ’erne, så at de
tilhørende exponenteri1g1 +· · ·+ im−1gm−1 + im er indbyrdes forskellige. At et sådant valg
er muligt kan indses således: Vi betragter kun endelig mangesæti1, . . . , im, så der findes et
naturligt talg som er skarpt større end hvert af de optrædendeiν ’er. Med detteg vælger vi
gj := gm−j . De tilhørende exponenter er da

i1g
m−1 + · · · + im−1g + img

0.

Exponenterne svarende til de endelig mange sæti1, . . . , im er da indbyrdes forskellige, thi
daiν 6 g − 1 er sættet simpelthen cifrene, når exponenten skrives ig-talssystemet.

Med dette valg afgj ’erne opnås det ønskede. For de endelig mange sæti1, . . . , im, for
hvilke ri1,...,im 6= 0, er de tilsvarende exponenteri1gm + · · · + im−1g + img

0 nu forskellige,
så blandt dem findes èn, der er størst. LadN være den største exponent, og ladr være den
tilhørende koefficient. Blandt udtrykkene (∗∗) forekommer så udtrykketraNm + · · · , og i alle
andre udtryk forekommeram med en eksponent mindre endN . Ved addition af udtrykkene
(∗∗) og udnyttelse af ligningen (∗) får vi derfor en relation,

raNm + · · · = 0,

hvor de tre prikker står for enB-linearkombination af potenser afam med exponent mindre
endN . Ifølge valget err 6= 0. Dak er et legeme, kan relationen derfor multipliceres med
r−1. Det følger af den fremkomne relation, atam er hel overB. Hermed er det ønskede
opnået, og Normaliseringslemma’et bevist.

(4.14) Lemma.LadA være et integritetsområde, og antag, atA er hel over en delringR. Da
erA et legeme, hvis og kun hvisR er et legeme.

Bevis.Antag først, atA er et legeme. Det skal så vises for hvert elementr 6= 0 i R, atr er et
invertibelt element iR. DaA er et legeme, harr et inverst elementa i A. Ifølge antagelsen
er elementeta helt overR. Der findes altså en relation iA,

am + r1a
m−1 + · · · + rm = 0,

hvorri ’erne tilhørerR. Multiplicer denne relation medrm. Dara = 1 fås følgende ligninger,

0 = 1 + rr1 + r2r2 + · · · + rmrm = 1 + r(r1 + · · · + rmr
m−1).
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Heraf aflæses, at summen i parentesen, bortset fra fortegnet, er det inverse tilr. Da summen
tilhørerR, aflæses specielt, at det inverse tilr er element iR.

Antag dernæst, atR er et legeme. Lada være et element forskelligt fra 0 iA. Det
skal vises, ata er invertibelt iA. Multiplikation meda definerer enR-lineær afbildning
x 7→ ax af R[a] ind i sig selv. DaA er et integritetsområde er multiplikationsafbildningen
injektiv. Videre era hel overR, ogR[a] er derfor endeligt frembragt somR-modul. Med
andre ord erR[a] et endeligdimensionalt vektorrum over legemetR. Følgelig er den injektive
multiplikationsafbildningbijektiv. Et-elementet 1 iR[a] vil derfor tilhøre billedet. Der findes
altså et elementx i R[a], så atax = 1. Altså er elementeta invertibelt iA.

(4.15) Hilbert’s Nulpunktssætning, version 1.Lad k være et legeme, og ladA være en
endeligt frembragt algebra overk. Antag, atA er et legeme. Da erA et endeligdimensionalt
vektorrum overk.

Bevis.Ifølge Noether’s Normaliseringslemma findes iA elementerx1, . . . , xt , der er alge-
braisk uafhængige overk og således atA er endeligt frembragt som modul over delringen
k[x1, . . . , xt ]. Da A er et legeme, følger det af Lemma (4.14), at også denne delring er et
legeme. Da elementernex1, . . . , xt er algebraisk uafhængige overk, er delringen isomorf
med polynomiumsringen overk i t variable. Øjensynlig er en sådan polynomiumsring kun
et legeme, hvist = 0. Delringen er altså blotk. AlgebraenA er altså endeligt frembragt som
modul over legemetk. Med andre ord:A er endeligdimensional overk.

(4.16) Opgaver.
1. LadR være et integritetsområde med brøklegemeK, og antag, atK er dellegeme af et
legemeL. Hvis α ∈ L er algebraisk overK, betegnes medfα/K detminimale polynomium
for α, dvs det normerede polynomium af lavest grad iK[X], der harα som rod. Antag, atR
er helt afsluttet iK. Vis, atα er hel overR, hvis og kun hvisα er algebraisk overK ogfα/K
har koefficienter iR.

2. Gennemfør følgende bevis for Noether’s Normaliseringslemma. LadA := k[a1, . . . , am]
være den givne algebra. Antag, at der findes en egentlig relationF(a1, . . . , am) = 0, hvorF
ikke er nul-polynomiet. Betragt et sæt afm− 1 skalarerλ1, . . . , λm−1 ∈ k, og sæt

bi := ai − λiam for i = 1, . . . , m− 1.

Det skal vises, at skalarerne kan vælges sådan, atam er hel overk[b1, . . . , bm−1] (thi så
bliver k[a1, . . . , am] hel overk[b1, . . . , bm−1]). Lad d være graden afF , og altsåF =

Fd +· · ·+F1+F0, hvorFi er homogen af gradd. Vi harai = bi +λiam, og altså ligningen,

F(b1 + λ1am, . . . , bm−1 + λm−1am, am) = 0.

Ordnes efter potenser afam fås en ligning af grad højstd i am, og koefficienten tila dm kommer
fra Fd . Det bliver en skalar:

0 = F(b1 + λ1am, . . . , bm−1 + λm−1am, am) = Fd(λ1, . . . , λm−1, 1)a
d
m + . . . .
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Nu varFd(X1, . . . , Xm) homogent og ikke nul-polynomiet, og så erFd(X1, . . . , Xm−1, 1)
ikke nul-polynomiet. Vælg nu skalarerne sådan, at koefficientenFd(λ1, . . . , λm−1, 1) 6= 0.
Division med denne koefficient giver så en

”
helhelds“-relation foram overk[b1, . . . , bm−1].

Den væsentlige fordel ved dette bevis er, at den givne algebra bliver hel over algebraisk
uafhængige elementer, der erlinearkombinationeraf de givnea1, . . . , am. Ulempen er, at
beviset kun fungerer, når legemetk er undeligt. Hvorfor denne sidste indskrænkning?

3. Lad k være et legeme, og ladA := kN være ringen af alle følgerα1, α2, . . . medαi ∈ k.U9
Vis, at de følger, der er konstante fra et vist trin, udgør en delringR afA. For en følge(αi) i
R betegnes medα∞ følgens konstante værdiαj for j ≫ 0. Vis, for hverti = 1, 2, . . . ,∞,
at følgerneα ∈ R medαi = 0 udgør et maksimalidealmi i R, og at disse idealer er samtlige
primidealer iR. [Vink: Lad p være et primideal iR. Betragt, fori = 1, 2, . . . , hovedidealet
(δi) i R (hvor δi er Kronecker’s delta,δij = 1 nårj = i og δij = 0 nårj 6= i). Udnyt, at
(δi)mi = (0) ⊆ p.]

Vis, at de følger, der kun antager endelig mange værdier, udgør en delringR′ af A [Så
R′ = A, hvis k er et endeligt legeme]. Vis, atR′ er den hele afslutning afR i A. Kan du
bestemme et maksimalideal iR′, der ligger overmi? – Også fori = ∞?

4. Betragt i polynomiumsringenk[T ] (k er et legeme) polynomiernex = T 2 ogy = T 3, ogU9
delalgebraenk[x, y] af k[T ]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfik[X, Y ] → k[x, y]
(bestemt vedf 7→ f (x, y)) er idealetp := (X3 − Y 2). [Vink: Regn modulo det sidste
ideal, dvs at man i monomier kan erstatteX3 medY 2 (og omvendt). For hvertf ∈ k[X, Y ]
har vi så en kongruens,f ≡ f0(X) + f1(X)Y med polynomierf0, f1 ∈ k[X]. Det er
klart, at p er indeholdt i kernen. Antag omvendt, atf tilhører kernen. Så følger det, at
f0(x) + f1(x)y = 0, altsåf0(T

2) + f1(T
2)T 3 = 0, og så måf0 og f1 være nul, og altså

f ≡ 0, dvsf ∈ (X3 − Y 2).]

5. *Betragt i polynomiumsringenk[T ] (k er et legeme) polynomiernex = T 2, y = T 3

og z = T 4, og delalgebraenk[x, y, z] af k[T ]. Vis, at kernen for den naturlige homomorfi
k[X, Y, Z] → k[x, y, z] er idealetp := (Y 2 − XZ,X3 − YZ,X2Y − Z2). [Vink: Regn
modulo det sidste ideal, og vis, at for hvertf ∈ k[X, Y, Z] er der en kongruens

f ≡ X2f1(Z)+XYf2(Z)+Xf3(Z)+ Yf4(Z)+ f5(Z) (mod p).

Det er klart, at kernen omfatterp. Omvendt, hvisf ligger i kernen, så fåsT 6f1(T
5) +

T 7f2(T
5)+T 3f3(T

5)+T 4f4(T
5)+f5(T

5), og heraf følgerf1 = f2 = f3 = f4 = f5 = 0,
og altsåf ∈ p.]

6. Lad θ : R → R′ være en ringhomomorfi, og ladS være en multiplikativ delmængdeU9
af R. BrøkmodulenS−1R′ kan som bekendt identificeres med brøkringenθ(S)−1R′, og
homomorfienS−1R → S−1R′ er en ringhomomorfi. Vis, at hvisR′ er hel overR, så er
S−1R′ hel overS−1R.
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5. Transcendensgrad.

I denne paragraf betragtes et fast integritetsområdeA, og det antages, at ringenR er en delring
afA. Specielt erR så et integritetsområde, ogA er enR-algebra.

(5.1) Definition. Af definitionen (4.4) fremgår, at et enkelt elementa i A er algebraisk
afhængigt overR, hvis og kun hvis der findes en relation,

rma
m + · · · + r1a + r0 = 0, (5.1.1)

hvorri ’erne tilhørerR, og hvor mindst ét afri ’erne er forskelligt fra 0. Er dette opfyldt siges
a også at værealgebraisk overR.

Delmængden afA bestående af de elementera, der er algebraiske overR, betegnes̄R, og
den kaldes denalgebraiske afslutningafR i A. Bemærk, at betegnelsen̄R er ufuldstændig,
idet denne delmængde afhænger af bådeR ogA.

(5.2) Observation. Hvis delringenR er et legeme, så er et elementa i A algebraisk overR,
hvis og kun hvisa er hel overR. At a er hel overR betyder jo, at der findes en relation af
formen (5.1.1), hvorrm = 1. Et helt element er således algebraisk. Omvendt, hvisR er et
legeme oga tilfredsstiller en ligning af formen (5.1.1), hvorrm 6= 0, så kan denne ligning
multipliceres medr−1

m , hvorved der opnås en ligning medrm = 1.
Hvis brøklegemetK for R er indeholdt iA, så er et elementa algebraisk overR, hvis

og kun hvisa er algebraisk (og dermed hel) overK. Er der nemlig givet en ligning (5.1.1),
hvor koefficienterneri er brøker iK, så kan ligningen multipliceres med en fælles nævner
for disse brøker, og herved opnås en ligning, hvor koefficienterne tilhørerR.

(5.3) Lemma. (1) Den algebraiske afslutninḡR i A er en delring afA. HvisA ellerR er et
legeme, så er̄R et legeme.

(2) LadB være en delring afA således atR ⊆ B ⊆ A, og således at hvert element iB er
algebraisk overR. Hvert elementa ∈ A, som er algebraisk overB, er da algebraisk overR.

Bevis.(1) Antag først, atR er et legeme. Delmængden̄R afA består da af de elementer, der
er hele overR. Af Korollar (4.9) følger derfor, atR̄ er en delring afA. Da denne delring er
hel over legemetR følger det af Lemma (4.14), at̄R er et legeme. Hermed er (1) vist nårR
er et legeme.

I det almindelige tilfælde betegnes medQ brøklegemet forA. LegemetQ vil da indeholde
brøklegemetK for R, og vi har inklusioner,

A ⊆ Q

∪ ∪

R ⊆ K .

Lad K̄ betegne den algebraiske afslutning afK i Q. Ifølge det allerede viste er̄K da et
legeme. DaK er brøklegemet forR, bestårK̄ af de elementer iQ, der er algebraiske over
R. Heraf følger først, at̄R = A ∩ K̄ , hvoraf fremgår, atR̄ er en delring afA. Hvis A er
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et legeme, og altsåA = Q, så følger det videre, at̄R = K̄ er et legeme. Hermed er alle
påstandene i (1) bevist.

Beviset for (2) er tilsvarende: Af antagelsen følger, at elementeta er helt over brøklegemet
for B, og at brøklegemet forB er helt overK. Af Korollar (4.10) følger, ata er hel overK.
Følgelig era algebraisk overR.

(5.4) Lemma. Lad der være givet et sæt af endelig mange elementera1, . . . , am i A. Da
er ai ’erne algebraisk afhængige overR, hvis og kun hvis et afai ’erne er algebraisk over
delalgebraen frembragt af de øvrige.

Bevis.Elementetam er algebraisk over delalgebraenR[a1, . . . , am−1] netop hvis der findes
en relation,

PN (a1, . . . , am−1)a
N
m + PN−1(a1, . . . , am−1)a

N−1
m + · · · + P0(a1, . . . , am−1) = 0, (∗)

hvor koefficienterne fås ved indsættelse afa1, . . . , am−1 i polynomierPj i m − 1 variable,
og hvor en af koefficienternePj (a1, . . . , am−1) er forskellig fra 0. Venstresiden i (∗) fås
øjensynlig ved at indsættea1, . . . , am i polynomiet

P := PNX
N
m + PN−1X

N−1
m + · · · + P0. (∗∗)

Nu følger
”
hvis“ umiddelbart: Er fx (∗) opfyldt, ogPj (a1, . . . , am−1) 6= 0, så erP 6= 0; af

P (a1, . . . , am) = 0 følger derfor, atai ’erne er algebraisk afhængige.

”
Kun hvis“ vises ved induktion efterm. Det er trivielt form = 1, idet delalgebraen

frembragt af den tomme mængde blot erR. Antag, atm > 1 og at påstanden gælder for
m − 1 elementer. Betragtm elementera1, . . . , am, som er algebraisk afhængige. Hvis de
m − 1 elementera1, . . . , am−1 er algebraisk afhængige, så fås den ønskede konklusion af
induktionsforudsætningen. Antag derfor, at dem−1 førsteai ’er er algebraisk uafhængige. Da
alleai ’erne er algebraisk afhængige, findes et polynomiumP 6= 0 så atP (a1, . . . , am) = 0.
Skriv nu polynomietP på formen (∗∗). Så er ligningen (∗) opfyldt. Yderligere er en af
koefficienternePj (a1, . . . , am−1) forskellig fra nul, idetP ellers ville være nul-polynomiet.
Altså eram algebraisk over delalgebraen frembragt af de førstem− 1 afai ’erne.

(5.5) Definition. Lad V være en delmængde afA. Da sigesV at have endeligalgebraisk
dimensionoverR, hvis der findes endelig mange elementera1, . . . , an i A, så at hvert element
i V er algebraisk over delringenR[a1, . . . , an], dvs så at

V ⊆ R[a1, . . . , an]. (5.5.1)

Hvis relationen (5.5.1) er opfyldt, sigesai ’erne at være etalgebraisk frembringersystemfor
V overR. Det mindste (endelige) antalai ’er, der kan frembringeV , vil vi betegne dimalg

R V .

Hvis V ikke har endelig algebraisk dimension sættes dimalg
R V := ∞.

Ved transcendensgradenfor V overR forstås det største antal af algebraisk uafhængige
(overR) elementer, der kan udtages fraV . Transcendensgraden betegnes tdegR V . Mere
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præcist, transcendensgraden er∞, hvis derkan udtages vilkårligt store (endelige)delmængder
afV , som er algebraisk uafhængige overR. Hvis transcendensgraden ikke er uendelig, findes
et største antal af elementer iV , der er algebraisk uafhængige overR, og dette største antal
betegnes tdegR V .

Ved en (endelig)transcendensbasisfor V overR forstås et endeligt sæt af elementer
v1, . . . , vt i V , som er algebraisk uafhængige overR og som frembringerV algebraisk over
R.

Af definitionen følger, at enhver delmængdeV afA, der er indeholdt i en endelig frembragt
R-delalgebra, har endelig algebraisk dimension overR.

Bemærk videre, at en delmængdeV har transcendensgrad 0, hvis og kun hvis hvert element
i V er algebraisk overR, og at dette indtræffer hvis og kun hvis den algebraiske dimension
afV er lig med 0. I dette tilfælde er den tomme mængde en transcendensbasis forV overR.

(5.6) Lemma. Lad V være en delmængde afA, og lad der være givet et endeligt sæt af
elementerv1, . . . , vt i V . Følgende betingelser(overR) er da ækvivalente:

(i) Sættetv1, . . . , vt er et minimalt algebraisk frembringersystem forV , dvs et frem-
bringersystem hvori intetvi kan undværes.

(ii) Sættetv1, . . . , vt er et maksimalt algebraisk uafhængigt system iV , dvs et algebraisk
uafhængigt system, der ikke kan udvides med et element fraV til et større algebraisk
uafhængigt system.

(iii) Sættetv1, . . . , vt er en transcendensbasis forV .

Bevis.
”
(i)⇒(iii)“: Antag, at vi ’erne er et minimalt algebraisk frembringersystem. For at

vise, at de udgør en transcendensbasis, skal vises, at de er algebraisk uafhængige. Antag,
indirekte, atvi ’erne er algebraisk afhængige. Det følger da af Lemma (5.4),at et afvi ’erne, fx
vt , er algebraisk over delalgebraen frembragt af de øvrige. LadB betegne denne delalgebra.
Da er

R[v1, . . . , vt ] = R[v1, . . . , vt−1][vt ] = B[vt ].

Davt er algebraisk overB følger det Lemma (5.3)(1), at alle elementer iB[vt ] er algebraiske
overB. Af Lemma (5.3)(2) følger derfor, atB[vt ] = B̄. Med andre betegnelser,

V ⊆ R[v1, . . . , vt ] = R[v1, . . . , vt−1].

Men dette strider mod atv1, . . . , vt var et minimalt frembringersystem forV .

”
(iii) ⇒(i)“: Antag, atvi ’erne er en transcendensbasis forV . Da er de specielt et algebraisk

frembringersystem forV , og det skal vises, at dette frembringersystem er minimalt.Antag,
indirekte, at et afvi ’erne, fxvt , kan undværes. Da gælder inklusionenV ⊆ R[v1, . . . , vt−1].
Nu ervt element iV , og følgelig ervt element i relationens højreside. Ifølge Lemma (5.4)
er dette i modstrid med atvi ’erne er algebraisk uafhængige.

Beviset for
”
(ii) ⇐⇒ (iii)“ er analogt, og overlades til læseren.

(5.7) Bemærkning. Af Lemma’et følger, at en delmængdeV af A har en (endelig) trans-
cendensbasis, hvis entenV har endelig transcendensgrad, eller hvis der findes endeligmange
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elementer iV , der udgør et algebraisk frembringersystem forV overR. I det første tilfælde
kan vi nemlig begynde med den tomme mængde, som er en algebraisk uafhængig delmængde
af V , og så supplere successivt med elementer fraV indtil vi opnår en maximal algebraisk
uafhængig delmængde afV ; forudsætningen medfører, at denne proces stopper efter endelig
mange skridt. I det andet tilfælde kan vi begynde med en endelig delmængde afV , som
udgør et algebraisk frembringersystem, og så successivt bortkastevi ’er, som kan undværes.
Efter endelig mange skridt fås et minimalt algebraisk frembringersystem forV .

(5.8) Lemma. LadV være en delmængde afA, og antag atV har en endelig transcendensbasis
overR medt elementer. Da gælder ulighederne,

dimalg
R V 6 t 6 tdegR V.

Bevis.Lad v1, . . . , vt være en transcendensbasis forV overR. Da ervi ’erne specielt et
algebraisk frembringersystem forV , så antallet,t , af vi ’er er større end eller lig med det
minimale antal elementer, der kan frembringeV . Videre ervi ’erne et algebraisk uafhængigt
sæt fraV , så antallet afvi ’er er mindre end eller lig med det maximale antal (evt∞) der kan
være i et algebraisk uafhængigt sæt udtaget fraV .

Hermed er ulighederne bevist.

(5.9) Udskiftningssætningen.LadV være en delmængde afA. Lada1, . . . , al være et sæt
af elementer iA, som frembringerV algebraisk overR, og ladv1, . . . , vt være et sæt af
elementer iV , som er algebraisk uafhængige overR. Da erl > t , og der findesl − t af
ai ’erne som sammen medvj ’erne frembringerV algebraisk overR.

Bevis.Sætningen vises ved induktion eftert . Fort = 0 er påstanden triviel (og indholdsløs).
Antag, att > 1, og at påstanden gælder fort − 1 elementervj . Da det − 1 førstevj ’er er
algebraisk uafhængige overR, gælder påstanden altså forv1, . . . , vt−1. Følgelig erl > t−1,
og vi kan udskiftet − 1 af ai ’erne med dissevj ’er. Vi kan antage, at det er de første
t − 1 afai ’erne der kan udskiftes, dvs at elementernev1, . . . , vt−1, at , . . . , al frembringerV
algebraisk overR. [I detteskridt ved vi kun, atl > t−1; det eraltså ikkeudelukket, atl = t−1,
i hvilket tilfælde følgenat , . . . , al er tom.] Altså erV ⊆ R[v1, . . . , vt−1, at , . . . , al ]. Da
vt ∈ V gælder derfor specielt, at

vt ∈ R[v1, . . . , vt−1, at , . . . , al].

Af Lemma (5.4) følger nu, at elementernev1, . . . , vt−1, at , . . . , al, vt er algebraisk afhængige
over R. Der findes altså en ikke-triviel algebraisk relation mellem disse elementer. Da
elementernev1, . . . , vt er forudsat algebraisk uafhængige, må et af elementerneat , . . . , al
forekomme i denne relation. Specielt følger det, att 6 l. Det kan antages, at det erat , der
forekommer i relationen, og så får vi, at

at ∈ R[v1, . . . , vt , at+1, . . . , al ].

Under brug af Lemma (5.3)(2) fås følgende inklusioner,

V ⊆ R[v1, . . . , vt−1, at , . . . , al ] ⊆ R[v1, . . . , vt , at+1, . . . , al ].

Altså erv1, . . . , vt , at+1, . . . , al et algebraisk frembringersystem forV overR.
Hermed er påstanden vist fort elementer, hvorved induktionsbeviset er fuldført.
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(5.10) Hovedsætning.For enhver delmængdeV afA gælder ligningen,

tdegR V = dimalg
R V.

Hvis V har endelig transcendensgradt overR, så findes der endelige transcendensbaser for
V overR, og alle sådanne baser indeholdert elementer.

Bevis.Uligheden dimalg
R V 6 tdegR V gælder, thi hvis højresiden er uendelig gælder den

trivielt, og hvis højresiden er endelig, så findes der en transcendensbasis forV , og så følger
uligheden af Lemma (5.8).

Ligeledes gælder uligheden tdegR V 6 dimalg
R V . Hvis højresiden er uendelig gælder

uligheden nemlig trivielt. Hvis højresiden er endelig, findes et algebraisk frembringersystem
a1, . . . , al for V overR medl = dimalg

R V . Af Udskiftningssætningen (5.9) følger, at der for
hvert algebraisk uafhængigt sæt iV medt elementer gældert 6 l. Altså er tdegR V 6 l,
hvormed den påståede ulighed er vist.

Altså gælder ligningen anført i sætningen. Sætningens sidste påstand følger nu umiddelbart
af Lemma (5.8).

(5.11) Bemærkning. Begreberne og sætningerne i dette afsnit anvendes ofte i en situation
hvorA og/ellerR er legemer.

Antag først, at integritetsområdetA er et legeme. For enhver delringB af A vil da også
brøklegemet forB være indeholdt iA. For givne elementera1, . . . , am i A betegnes med

R(a1, . . . , am)

brøklegemet for delalgebraenR[a1, . . . , am]. Øjensynlig er dette dellegeme afA det mindste,
der indeholderR og alleai ’erne; det kaldesdellegemet frembragtafR ogai ’erne.

Det givne legemeA siges at væreendeligt frembragt som legemeoverR, hvis der iA
findes endelig mange elementera1, . . . , am, somfrembringer legemetA, dvs opfylder at

A = R(a1, . . . , am).

I denne situation har altså enhver delmængdeV af A en endelig transcendensbasis overR,
nødvendigvis med højstm elementer.

Betragt dernæst tilfældet, hvorA er et integritetsområde, endeligt frembragt som algebra
over et legemek af elementera1, . . . , am. Da erA = k[a1, . . . , am], og for brøklegemet
af A kan anvendes betegnelsenk(a1, . . . , am). AlgebraenA er homomorft billede af en
polynomiumsring, altså af formenA = k[X1, . . . , Xm]/P, og idealetP er et primideal i
polynomiusringen, daA er forudsat at være et integritetsområde. Resultaterne i dette kapitel
har altså speciel anvendelse på sådanne kvotienter af polynomiumsringen over et legeme
k. Ifølge Noether’s Normaliseringslemma er en sådan algebraA hel over en delring af
formen k[x1, . . . , xt ], hvor xi ’erne er algebraisk uafhængige overk. Ifølge definitionen
udgørxi ’erne en transcendensbasis forA over k. Specielt er antallett entydigt bestemt,
nemlig somt = tdegk A.
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(5.12) Sætning.Antag, atA er et integritetsområde, og at legemetk er en delring afA. Lad
p være et primideal iA. Da gælder uligheden,

tdegk(A/p) 6 tdegk A.

Hvis tdegk A < ∞ og lighed gælder i uligheden ovenfor, da erp = (0).

Bevis.Lad a 7→ â betegne den kanoniske (surjektive) homomorfiA → A/p. Betragt iA
elementetP (a1, . . . , at), der fås ved at indsættelse afai ’er i et polynomiumP . Det er klart,
at billedet iA/p af dette element fås ved at indsætteâi ’erne iP . Det følger, at hviŝai ’erne er
algebraisk uafhængige overk, så erai ’erne algebraisk uafhængige overk. Heraf følger den
påståede ulighed umiddelbart.

Antag nu, at tdegk A < ∞ og at lighed gælder i uligheden. Vi kan da vælgeai ’erne, med
t := tdegk(A/p), så atâi ’erne udgør en transcendensbasis forA/p. Da erai ’erne algebraisk
uafhængige overk. Specielt afbildes delringenB := k[a1, . . . , at ] derfor isomorft på sit
billedek[â1, . . . , âm] i A/p. Da t = tdegk A, erai ’erne en transcendensbasis forA overk,
og hvert element iA er derfor algebraisk overB. Lad nua være et element forskelligt fra 0 i
A. Der findes da en ligning,

bma
m + · · · + b1a + b0 = 0, (∗)

hvor koefficienternebi tilhørerB, og hvor ikke allebi ’er er lig med 0. I denne relation kan
vi antage, atb0 er forskellig fra 0. Er nemligbi den første koefficient forskellig fra 0, så kan
ai sættes uden for parentes på venstresiden; daa 6= 0, er parentesen lig med 0, og dette er så
en ligning af den ønskede form.

Ligningen (∗) medfører følgende ligning iA/p:

b̂mâ
m + · · · + b̂1â + b̂0 = 0

Nu var afbildningenb 7→ b̂ injektiv påB, og da vi har antagetb0 6= 0, følger det af den sidste
ligning, atâ 6= 0.

Vi har vist, at fora 6= 0 er â 6= 0. Altså er afbildningenA → A/p injektiv. Og det
betyder, at kernenp er lig med(0).

(5.13) Bemærkning. Nogle af resultaterne i denne paragraf kan generaliseres til tilfældet,
hvor algebraenA ikke er et integritetsområde. Lad os her betragte en endeligt frembragt
algbraA = k[a1, . . . , an] over et legemek; det forudsættes ikke, atA er et integritetsområde.
Definitionen af transcendensgrad, tdegk A, som det største antal algebraisk uafhængige ele-
menter fraA, kan overføres uændret. Bemærk, at hvisx1, . . . , xd er algebraisk uafhængige
elementer iA, så er delalgebraenk[x1, . . . , xd ] isomorf med polynomiumsringen overk i d
variable; specielt er delalgebraen et integritetsområde.

Sætning. Antag, at algebraenA = k[x1, . . . , xn] er hel over en delalgebraB = k[x1, . . . , xt ]
frembragt aft algebraisk uafhængige elementer. Da ert = tdegk A.
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Bevis.Det skal vises, at hvisy1, . . . , yd er d algebraisk uafhængige elementer iA, så er
d 6 t . LadC := k[y1, . . . , yd ]. Vi viser først, at der findes et primidealp ⊆ A således, at
C ∩ p = (0). Betragt hertil idealetr = Rad(0) i A bestående af alle nilpotente elementer. Da
A er noethersk, err en endelig fællesmængde af primidealer,r = p1 ∩ · · · ∩ pN . Snit medC.
DaC er et integritetsområde, er 0 det eneste nilpotente elementi C. Derfor erC ∩ r = (0).
Følgelig får vi ligningen,

(0) = (C ∩ p1) ∩ · · · ∩ (C ∩ pN ).

Højresiden er en fællesmængde af primidealer og venstresiden er er primideal. Heraf følger
let, at venstresiden er et af primidealerne på højresiden. Med et af primidealernepi somp,
har vi altså den ønskede ligningC ∩ p = (0).

LigningenC ∩ p = (0) viser, at den sammensatte homomorfiC → A → A/p er injektiv.
Det betyder, at elementerney1, . . . , yd afbildes påd algebraisk uafhængige elementer iA/p.
Derfor gælder uligheden

d 6 tdegk(A/p).

På den anden side kan vi betragte den sammensatte homomorfiB → A → A/p. Billedet
er en delalgebraB af A/p, og daA er hel overB følger det, atA/p er hel overB. Specielt
erA/p algebraisk overB; de to integritetsområder har derfor samme transcendensgrad over
k. Nu har vi ulighederne,

t = tdegk B > tdegk B = tdegk A/p.

Tilsammen får vi den søgte ulighedd 6 t .

(5.14) Opgaver.
1. LadB være en delring afA således atR ⊆ B ⊆ A. Vis formlen,

tdegRA = tdegBA+ tdegRB.


