KomAlg Dimension 5.1

5. Dimension af endeligt frembragte algebraer over legemer

(5.1) Setup. | denne paragraf betegneret legeme. Den noetherske rilgvil typisk veere
en endeligt frembragt algebra overeller, aekvivalentR vil veere en kvotient af polynomi-
umsringenk[ X1, ..., X,;] modulo et ideal.

(5.2) Naglelemma.Antag, atR er et integritetsomrade, endeligt frembragt som algebea ov
k. Ladyp veere et primideal R. Antag, atp er isoleret primideal for et hovedideRf # (0).
Da geelder ligningen,

tdeg,(R/p) = tdeg, R — 1. (5.2.1)

Bevis. Ideen i beviset er falgende: Farst vises ngglelemmaet iiapbesldet, hvorR er
polynomiumsringe[ X1, ..., X,]. Dernaest reduceres den almindelige pastand til special-
tilfeeldet ved hjeelp af Noether’'s Normaliseringslemma: edgpenR er hel over en delring
Ro, som er en polynomiumsring. Lad = RoNp. DaRr er hel overRy har R og Rg samme
transcendensgrad over Af samme grund har/p og Ro/po Samme transcendensgrad.
Ligningen (5.2.1) geelder altsa fa@t og p, hvis og kun hvis den geelder fdtg og po. Da
pastanden er vist for polynomiumsringRe, skal det altsa vises, at naer isoleret primideal
for et hovedideaR f # (0), sa emg isoleret primideal for et hovedide&l fo # (0). Denne
sidste pastand er det ikke sd nemt at vise direkte. Vi gar ereprigrst vises, at det er nok
at bevise ligning (5.2.1) nar har egenskaben, at det er det eneste isolerede primidesil for
hovedideal forskelligt frg0). Dernaest vises, at hvishar denne egenskab, sé arden

0gsa.

Disse enkelte skridt gennemfgres i falgende 3 lemmaer. blar dist, er Ngglelemmaet
altsa bevist. 0
(5.3) Lemma. Pastanden i Naglelemmaet geelder, Wis= k[X1, ..., X,] er polynomi-
umsringen.

Bevis. Antag nemlig, at er isoleret primideal for et hovedideBlf # (0). Polynomietf
kan ikke veere konstant. Skrifz som produkt af irreducible polynomigx. Da f tilharerp,
vil en af de irreducible faktorep; tilhgrep. Altsd erRf < Rp; C p. Dap forudsaettes at
veere isoleret primideal faR f, falger det, ap = Rp;. Forudsaetningen medfarer altsap at
er et hovedideal frembragt af et irreducibelt polynomipm

Polynomietp kan ikke veere konstant, sa vi kan antage, at fx den varigpferekommer i

p. Deternok atvise, at de—1 restklasset; af X; moduloRpfori =1, ..., n—1eralgebra-
isk uafhaengige ovér. Antag hertil, at der findes en algebraisk relatfofxy, ..., x,—1) = 0,
hvor F er et polynomium ir — 1 variable. Vi slutter sd, af (X1, ..., X,_1) tilhgrer idealet

Rp, altsa at der findes en ligning,
F(X19 »Xn—l) = hpv

med et polynomiunk i k[ X1, ..., X,]. Den variableX, forekommer i polynomiep, men
ikke pa ligningens venstreside. Heraf sluttes, at verisieasma veere nul-polynomiet. Fgl-
gelig erxy, ..., x,—1 algebraisk uafheengige. a
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(5.4) Lemma. Det er nok at bevise, at pastanden i Noglelemmaet gaeldar,ardtet eneste
isolerede primideal for et hovedideRf # (0).

Bevis. Antag nemlig, at der yderligere findessolerede primidealgsy, .. ., p, for hovedi-
dealetRf. Da er intet af;’erne indeholdt ip. Falgelig er feellesmaengdeniaferne ikke
indeholdt ip. Altsa findes et elementi R saledes at € p; ogg ¢ p. Betragt brgkringen

R’ := R,. Den er en endeligt frembragt algebra okeda R’ = R[1/g]. Dag ¢ p er
ekstensionep’ := pR’ et primideal iR’. RingenR’ er en lokalisering aRk, og de to ringe
har derfor samme transcendensgrad. Kvotientringjep’ er ifglge Lokaliseringsprincippet
en lokalisering af kvotientringeR /p, og de to kvotientringe har derfor samme transcendens-
grad overk. Heraf ses, at ligningen i Ngglelemmaet geelderffarg p, hvis og kun hvis den
geelder forR’ ogp’. Deter let at se, at valget afsikrer, atp’ er det eneste isolerede primideal
for hovedidealeR’ . Hermed er pastanden bevist. 0

(5.5) Lemma. Antag, atR er et integritetsomrade og helt over en delriRgg som er en
polynomiumsring ovek. Lady vaere et primideal R, som har egenskaben,ya¢r det eneste
isolerede primideal for et hovedideal forskelligt . Da har kontraktionepg := Ro N p
den samme egenskab.

Bevis. Bemaerk farst, ai er det eneste isolerede primideal for hovedideRlgthvis og kun
hvisp = Rad Rf). Dette fglger af, at radikalet som bekendt er lig med feellesigden af
alle primidealer, som omfattetf .

Antag nu, at primidealgt har egenskaben, altsa at

p=RadRf) hvorf #0.

RingenR er antaget hel over delringety, sa brgklegemet foR er algebraisk over brgkle-
gemet forRg. Betragt det minimale polynomium polynomium fgrover brgklegemet for
Ro:

F=X"+ fuaX" 1+ + AX + fo.

A priori er koefficienternef; elementer i braklegemet f@. Det pastas, atalle kofficienterne
tilhgrer Ro. Hertil bemaerkes, at polynomiét i et passende stort legeme kan faktoriseres:
F=X-w1) (X —a,). Dar er hel overRg er f rod i et normeret polynomium med
koefficienter i Rg. Dette polynomium har det minimale polynomium som divismy, det
har derfor hverty; som rod. Altsa er hvert; helt overRy. Koefficienternef; er summer
af produkter afw;’erne. Derfor er koefficienterng; hele overRo. Desuden tilhgrer de
brgklegemet foiRg. Da Rg er polynomiumsringen over et legeme, og dermed en faktoriel
ring, falger det endelig, at koefficienterifetilharer Ro.

Da f # 0, er fo # 0. Lemmaet er derfor vist, nar vi har bevist ligningen,

po = RadRo fo)- (5.5.1)

Hgjresiden i denne ligning er indeholdt i venstresiden. &etemlig hertil nok at vise, at
fo € po. Ifelge antagelsen ef € p og af ligningen,

F(fy=f"+ faf" 4+ + Af+ fo=0,



KomAlg Dimension 5.3
30. marts 2007

falger specielt, afp € Rf C p. Altsd erfo € RoNp = po.

Betragt omvendt et elemeag pa venstresiden, altsg € po. Det skal vises, atg har en
potens, der tilhgreRg fo. Nu varag € po € p ogp = Rad Rf). Elementet,g har derfor en
potens, der tilhgrer ideal®/f. Idet vi kan erstatteg med denne potens, kan vi antageg@t
tilhagrer Rf. Der findes altsa en ligning,

ap=gf, hvorg € R.

Lad nuG veere det minimale polynomium fag/f over brgklegemet foRg. Daag € R,
bestemmes; ud fra det minimale polynomiurf for f ved ligningen,

G(X) = £ X" F(ap/ X).
fo

Pa den anden side vag/f = g element iR, ogag/f er derfor hel ovelRg. Polynomiet
G har derfor koefficienter Rg. Specielt er konstantleddef' / fo element iRo. Altsa er
ag € Rofo, 0g falgelig tilharerag hgjresiden i (5.5.1). Hermed er ligning (5.5.1) eftervist
og beviset for lemmaet afsluttet. a

(5.6) Dimensionsformlen.Antag, atR er en endeligt frembragtalgebra, og equidimensi-
onal. Ladb veere et primideal R. Da gaelder formlen,

htp + tdeg. R/p = dimR. (5.6.1)

Bevis. Som naevnt i slutningen af (4.15) er det nok at betragte tiééehvorR er et integri-
tetsomrade. Betragt en keede af primidealRyr i

O =poCp1C---Cpp=0, *)

og seetR; := R/p;,. Fori < h er R;;1 sa kvotienten af®; modulo primidealep;_1/p;.
Heraf falger som bekendt, attdeR; ;1 < tdeg, R;. Da transcendensgrader er ikke-negative
falger det specielt, dt < tdeg. R. Altsa er dimensionen endelig, dif< tdeg, R.

Antag nu, at keeden (*) er uforfinelig. | ringeRy, for i < h, findes da ingen primidealer
mellemp;1/p; og primidealet0). Primidealetp;1/p; er derfor isoleret for hovedidealet
frembragt at et vilkarligt af sine elementer forskellige @. Af Na@glelemma’et sluttes derfor,
attdeg R; 1 = tdeg, R; — 1. Heraf ses, at

tdeg. R, =tdeg, R — h.

Dette resultat anvendes farst melty med et maksimalidealR. | dette tilfeelde falger det af
Hilbert's Nulpunktssaetning, at legemefp er af transcendensgrad 0 overAltsa er i dette
tifeeldeh = tdeg, R. | R geelder altsa, at enhver uforfinelig keeder af primideale(Gyail
et maksimalideal indeholder tdeg skarpe inklusionstegn. Transcendensgraden, thegy
altsa lig med dimensionen &f og ogsa lig med den feelles hgjde af maksimalidealefe i
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Betragt nu et vilkarligt primideal i R og en uforfinelig kaede af primidealer (*). Supplér
med en uforfinelig keede af primidealer,

p=pyC - Cpj,

séledes ap; er et maksimalideal. Af det lige viste, anvendt Béog paR/p, felger, at
h+1 =tdeg R = dimR og!/ = tdeg,(R/p). Altsa er

h + tdeg, R/p = dimR.

Da kaeden (*) var en vilkarlig uforfinelig keede, falger hermhdnsionsformlen (5.6.1). 0O

(5.7) Bemaerkning. Som naevnt i (4.15) medfarer Dimensionsformlen alle degétk viste
resultater om polynomiumsringéfXs, ..., X,]. Specielt falger det, at polynomiumsringen
er bi-equidimensional (og specielt katernaer).



