
KomAlg Dimension 1.1

Dimensionsteori

1. Krull-dimension.

(1.1) Bemærkning.Dimensionen, dimP , af en partielt ordnet mængde(P, <) kan defineres
som det største antal skarpe ulighedstegn i en kædep0 < p1 < · · · < ph af elementer fraP .
Hvis der ikke findes en øvre grænse for antallet af ulighedstegn, sættes dimP := ∞. Det er
en konvention, at den tomme mængde tillægges dimensionen−∞, og den medregnes blandt
de partielt ordnede mængder af endelig dimension (dvs af dimension mindre end∞). Med
denne konvention betyder dimP = 0, atP ikke er tom og at to forskellige elementer iP ikke
kan sammenlignes.

For eksempel kan længden afR-modul M defineres som dimensionen af den partielt
ordnede mængde af undermoduler iM.

(1.2) Definition. Ved Krull-dimensionen, i det følgende blot kaldetdimensionen, af enR-
modulM forstås dimensionen,

dimM := dim SuppM,

hvor støtten SuppM, bestående af primidealerp i R således atMp 6= 0, er partielt ordnet ved
sædvanlig inklusion. Dimensionen er med andre ord det største antal skarpe inklusionstegn
i en kæde af primidealer i støtten forM:

p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph. (1.2.1)

Et primidealp tilhører som bekendt støtten SuppM, hvis og kun hvis der findes et elementx

i M, således atp ⊇ Ann(x). Specielt gælder, nårp tilhører støtten forM ogq er et primideal
der omfatterp, at ogsåq tilhører støtten forM. Det er således i (1.2.1) nok at kræve, at
p0 ∈ SuppM.

For nul-modulen er støtten tom, så nul-modulen har ifølge konventionen fra (1.1) dimen-
sionen−∞. En modulM 6= 0 har som bekendt en ikke-tom støtte, og dermed er dimM > 0.
Ligningen dimM = 0 udtrykker øjensynlig, atM 6= 0 og at ethvert primideal i støtten for
M er et maksimalideal.

Dimensionen afR somR-modul kaldes ogsåKrull-dimensionenaf ringenR.

(1.3) Bemærkning. Lad a være et ideal iR. KvotientenR/a kan da opfattes som en ring
og som enR-modul. Mere generelt kan en kvotientM/aM opfattes både som modul over
R og som modul overR/a. Dimensionen afM/aM er uafhængig heraf. Det er nemlig
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klart, at hvert primideal i støtten forR-modulenM/aM vil omfatte a. Primidealerp, der
omfattera, svarer ifølge Kvotientprincippet til samtlige primidealer i R/a, og der findes en
isomorfi (M/aM)p ≃ (M/aM)p/a. Heraf ses, at nårp ⊇ a, så vil p tilhøre støtten forR-
modulenM/aM, hvis og kun hvis primidealetp/a tilhører støtten forR/a-modulenM/aM.
Kæder af primidealer (1.2.1) i støtten forR-modulenM/aM svarer altså bijektivt til kæder
af primidealer i støtten forR/a-modulenM/aM. Heraf følger, at de to dimensioner er den
samme.

Et tilsvarende resultat ikke gælder for brøkmoduler. HvisS er en multiplikativ del-
mængde afR, så er brøkmodulenS−1M en modul over brøkringenS−1R, og S−1M kan
derfor specielt opfattes somR-modul. Primidealerne i brøkringenS−1R svarer ifølge Lo-
kaliseringsprincippet bijektivt til primidealerp der er disjunkte medS, og der findes en
isomorfi(S−1M)S−1p = Mp. Støtten forS−1R-modulenS−1M kan derfor identificeres med
den delmængde af støtten forR-modulenM, der består af primidealer disjunkte medS, og
dimensionen afS−1R-modulenS−1M er altså dimensionen af denne delmængde. Men det
skal understreges, at det også for primidealerp, der ikke er disjunkte medS, kan indtræffe, at
(S−1M)p 6= 0, altså atp tilhører støtten forR-modulenS−1M. Med mindre andet udtrykke-
ligt er fremhævet, vil vi ved dimensionen af en brøkmodulS−1M altid forstå dens dimension
over brøkringenS−1R.

(1.4) Observation. For enhverR-modulM gælder uligheden dimM 6 dimR, idet støtten
for M er en delmængde af mængden af primidealer iR. Tilsvarende gælder for en undermodul
M ′ i M og kvotientenM ′′ = M/M ′, at dimM ′ 6 dimM og dimM ′′ 6 dimM, idet både
M ′ ogM ′′ har støtte indeholdt i støtten forM. Yderligere gælder ligningerne,

dimM = sup
p∈SuppM

dimR/p = sup
p

dimMp,

hvor det sidste supremum fx tages over alle primidealer (eller maksimalidealer) (i SuppM).
Den første lighed indses således: Dimensionen afM er supremum af de talh, for hvilke der
findes en kæde (1.2.1) medp0 ∈ SuppM, eller omskrevet, supremum overp ∈ SuppM af
supremum af de talh for hvilke der findes en kæde (1.2.1) medp0 = p. Når p er givet, så
svarer kæder (1.2.1) medp0 = p ifølger Kvotientprincippet bijektivt til kæder af primidealer
i kvotientenR/p. Heraf følger den påståede lighed.

At dimensionen afM også er bestemt ved det andet supremum indses tilsvarende: Da
hvert primideal er indeholdt i et maksimalideal, er det klart, at vi i definitionen på dimM kun
behøverat betragtekæder (1.2.1), hvorpi tilhører støtten forM ogph = meret maksimalideal.
Videre er det klart, at vi i supremum kun behøver at medregne bidrag svarende til primidealer
p medMp 6= 0, idet de øvrige primidealerp kun bidrager med dimMp = −∞ til supremum.
Det følger af definitionen, at dimensionen afM er supremum over primidealerp i SuppM

af supremum af de talh, for hvilke der findes en kæde (1.2.1) af primidealer i SuppM med
ph = p. Nårp er givet, så svarer sådanne kæder ifølge Lokaliseringsprincippet bijektivt til
kæder af primidealer støtten forMp (som modul over den lokale ringRp), som ender med
maksimalidealetpRp. Heraf følger den anden lighed.
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ForM = R udsiger de to ligheder, at

dimR = sup dimR/p = sup dimRp.

LadM være en endeligt frembragtR-modul. Da består støtten forM som bekendt af de
primidealer, der omfatter annullatoren AnnM. I kæden (1.2.1) ligger primidealernepi altså
i støtten forM, netop hvis allepi ’erne omfatter AnnM. Sådanne kæder svarer altså bijektivt
til kæder af primidealer i kvotientringenR/ AnnM, og følgelig gælder ligningen,

dimM = dim(R/ AnnM).

(1.5) Bemærkning.Dimensionen af enR-modul kan være∞. Den er naturligvis∞, hvis der
i støtten forM findes en uendelig kædep0 ⊂ p1 ⊂ · · · , eller en uendelig kædep1 ⊃ p2 ⊃ · · · .
Sådanne kæder findes ikke hvis ringenR er noethersk (det er klart, at der i en noethersk ring
ikke findes uendelige kæder af den første type, og det vil fremgå af senere resultater, at der
heller ikke findes uendelige kæder af den anden type). Men også for noetherske ringe kan
dimensionen være∞, idet dimM = ∞ kun betyder, at der findes vilkårligt lange kæder
(1.2.1).

Antag, at dimensionen dimM er endelig. Da findes i støtten forM en kæde (1.2.1), hvor
h = dimM er det maksimale antal skarpe inklusioner. Det er klart, at en sådan kæde er
maksimali den forstand, atp0 er et minimalt primideal forM, ph er et maksimalideal iR, og
kæden (1.2.1) er uforfinelig: mellem to på hinanden følgendepi ’er findes ingen primidealer.
Det skal understreges, at der ikke gælder omvendt, at hvis enkæde (1.2.1) er maksimal i
denne forstand, så erh = dimM. Der findes et eksempel på en ringR, der er et noethersk,
lokalt integritetsområde med to uforfinelige kæder af primidealer,

(0) ⊂ p ⊂ m, (0) ⊂ p1 ⊂ p2 ⊂ m.

(1.6) Eksempel. Nul-ringen har dimension−∞. Et legemek har øjensynlig dimension 0.
RingenZ har dimension 1, idet(0) ⊂ (p), hvorp er et primtal, er den maksimalt opnåelige
kæde af primidealer iZ. Mere generelt gælder, at et hovedidealområde, der ikke er et legeme,
er af dimension 1.

I polynomiumsringenR = k[X1, . . . , Xn] over et legemek er kæden,

(0) ⊂ (X1) ⊂ (X1, X2) ⊂ · · · ⊂ (X1, . . . , Xn),

en kæde af primidealer iR. Heraf følger, at dimR > n. På den anden side er det velkendt,
at man ved at inddrage transcendensgrad kan vise, at ingen kæde af primidealer iR kan
indeholde flere endn skarpe inklusioner. Der gælder altså ligheden dimR = n.

(1.7) Definition. For et primidealp i R definereshøjdenaf p som det største antal skarpe
inklusioner i en kæde af primidealer,

p0 ⊂ · · · ⊂ ph = p. (1.7.1)
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Højden afp betegnes htp. Højden af et primideal kan være∞, men den er altid ikke-negativ.
At ht p = 0 betyder, atp er et minimalt primideal iR. Primidealerq ⊆ p svarer som bekendt
bijektivt til samtlige primidealer i brøkringenRp. Kæder (1.7.1) svarer derfor bijektivt til
kæder af primidealer iRp. Følgelig er htp = dimRp.

Det er praktisk at definere højden af et vilkårligt ideala som infimum af højderne af de
primidealer, der omfattera, altså

hta = inf
p⊇a

htp = inf
p⊇a

dimRp.

For det uægte ideala = R tages er infimum over den tomme mængde, og idealetR tillægges
højden∞. Hvis a er et ægte ideal, findes der altid primidealer (endda maksimalidealer), der
omfattera, så infimum tages over en ikke-tom mængde. Men også her kan højden være∞,
nemlig når alle primidealer, der omfattera, har uendelig højde. Vi skal senere vise, at for
noetherske ringe er højden af ægte idealer altid endelig.

(1.8) Observation. For et ægte ideala i R gælder uligheden,

hta + dimR/a 6 dimR.

Uligheden gælder trivielt, hvis højresiden er∞. Antag, at dimR < ∞. Dimensionen afR/a

bestemmes ved at betragte kæder af primidealer,

a ⊆ p
′
0 ⊂ · · · ⊂ p

′
k. (1.8.1)

Da dimR < ∞, er dimR/a < ∞, så vi kan finde en kæde af primidealer (1.8.1), hvor
k = dimR/a. Da dimR < ∞ er htp′

0 < ∞, så vi kan finde en kæde af primidealer (1.7.1)
medp = p′

0, hvorh = htp′
0. Da højden afa er et infimum, er hta 6 h. Kombineres de to

kæder (1.7.1) og (1.8.1) fås iR en kæde af primidealer medh + k skarpe inklusioner. Altså
har vi hta + dimR/a 6 h + k 6 dimR, og dermed den søgte ulighed.

(1.9) Definition. Det er ofte bekvemt at generalisere definitionerne i (1.7) til moduler. For
enR-modulM og et ideala definerescodimensionen, codimM, og M-højden, htM a, ved
ligningerne,

codimM := inf
p∈SuppM

dimRp og htM a := inf
p∈SuppM, p⊇a

dimMp.

Hvis M er endeligt frembragt, følger det af Nakayama’s Lemma, at det sidste infimum ækvi-
valent kan tages over primidealer i støtten forM/aM. For et primidealp følger det let af
definitionen, at htM p = dimMp.

Det er let at se, at codimR/a = hta. Følgende to uligheder:

codimM + dimM 6 dimR, nårM 6= 0,

htM a + dimM/aM 6 dimM, nåraM ⊂ M,

generaliserer begge uligheden i (1.8), og de vises ved et tilsvarende bevis.
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(1.10) Definition. Lad M være enR-modul af endelig dimension, og antagM 6= 0. Som
nævnt i (1.4) er dimM = sup dimR/p, hvor supremum tages over primidealer i støtten for
M. Da dimensionen er endelig, er supremum et maksimum, og det er klart, at den maksimale
værdi dimR/p antages i et minimalt primidealp for M, dvs i et primidealp, der er minimalt i
støtten forM. Hvis der for alle minimale primidealerq for M gælder, at dimR/q = dimM,
sigesM at væreequidimensional. Bemærk, at en modul med kun ét minimalt primideal,
specielt et integritetsområde opfattet som modul over sig selv, er equidimensional.

Tilsvarende er dimM = sup dimMp, og den maksimale værdi dimMp antages i et mak-
simalideal i støtten forM. Hvis der for alle maksimalidealerm i støtten forM gælder, at
dimMm = dimM, sigesM at væreco-equidimensional. Bemærk, at en modul over en lokal
ring er co-equidimensional.

Ladq ⊆ p være primidealer i støtten forM. Da dimensionen afM er endelig, findes der
uforfinelige kæder,

q = p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph = p, (*)

og endda sådanne kæder hvorh = htp/q. Hvis der for enhver sådan uforfinelig kæde gælder
at h = htph/p0, sigesM at værekaternær. Hvis der for alle maksimale kæder (*) i støtten
for M, dvs kæder som er uforfinelige og således atp0 er et minimalt primideal forM og ph

er et maksimalideal iR, gælder ath = dimM, sigesM at værebi-equidimensional. Det er
klart, at en bi-equidimensional modul er equidimensional,co-equidimensional og katernær.

(1.11) Definition. En (endelig eller uendelig) følge(f1, f2, . . . ) af elementer i ringenR
kaldes enM-højdefølge, hvis følgende betingelse er opfyldt for allei:

(∗) For hvert primidealp, som tilhører støtten forM og omfatter(f1, . . . , fi) gælder, at
dimMp > i.

Betingelsen kan også udtrykkes ved ulighederne htM(f1, . . . , fi) > i for i = 1, 2, . . . . For
M = R er betingelsen, at der for alle primidealerp som omfatter(f1, . . . , fi) gælder, at
htp > i. Er dette opfyldt, kaldes følgen blot enhøjdefølge.

(1.12) Sætning.Antag, atR indeholder et legemek og atR er af endelig transcendensgrad
overk. Da gælder uligheden,

dimR 6 tdegkR.

Bevis.Transcendesgraden er som bekendt det største antal algebraisk uafhængige (overk)
elementer, der kan udtages fraR. Øjensynlig gælder for en kvotientR = R/a, at tdegkR 6

tdegkR. Yderligere er det velkendt, at hvisR er et integritetsområde oga = p er et primideal
forskelligt fra (0), så gælder endda tdegkR < tdegkR. Af disse overvejelser følger let for
enhver kæde (1.2.1), at tdegkR/ph + h 6 tdegkR/p0 6 tdegkR, hvoraf påstanden.
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2. Dimension af lokale ringe.

(2.1) Setup. I resten af dette kapitel betragtes en noethersk ringR, et ideala i R, og en
endeligt frembragtR-modulM. I visse af resultaterne forudsættes, at ringenR er lokal; i
disse resultater betegnerm maksimalidealet iR.

(2.2) Lemma. Antag, atR er lokal. Da harM endelig længde, hvis og kun hvis der findes et
naturligt taln således, atmnM = (0).

Bevis.Det er let at se, at påstanden er et korollar til Filtrationssætningen. Her er et mere
direkte bevis: Antag først, atmnM = (0). Da defineres vedFi := miM en filtration iM,

(0) = Fn ⊆ · · · ⊆ F1 ⊆ F0 = M. (2.2.1)

Øjensynlig erFi+1 = mFi , så de successive kvotienter erFi/mFi for i = 0, . . . , n−1. Un-
dermodulenFi i M er endeligt frembragt overR, og kvotientenFi/mFi er derfor endeligt
frembragt som modul over restklasselegemetR/m. De successive kvotienter er altså vek-
torrum af endelig dimension overR/m, og de har derfor endelig længde somR-moduler.
Følgelig har ogsåM endelig længde.

Antag omvendt, atM har endelig længde. Da harM en filtration (2.2.1), hvor de successive
kvotienterFi/Fi+1 er isomorfe medR/m. ModulenR/m annulleres afm, og følgelig gælder
for hverti, atmFi ⊆ Fi+1. Ved gentagen anvendelse heraf fås, atmnM = mnF0 ⊆ Fn = (0).

(2.3) Hovedsætning.Antag, atR er lokal ogM 6= 0. Betragt følgende tre tal:

dim(M) er Krull-dimensionen,
dm(M) er graden af den polynomiale funktionn 7→ longM/mnM,
s(M) er det mindste antals af elementerf1, . . . , fs i maksimalidealetm således, at
kvotientmodulenM/(f1, . . . , fs)M har endelig længde.

Da gælder, atdim(M) = dm(M) = s(M). Specielt er Krull-dimensionendim(M) endelig.

Bevis.Det er antaget, atM 6= 0, så støtten forM er ikke tom; derfor er dim(M) > 0.
Af Nakayma’s Lemma følger, at longM/mnM > 0, nårn > 1. Polynomiet svarende
til n 7→ longM/mnM er altså ikke nul-polynomiet, og derfor erdm(M) > 0. Endelig
skal det bemærkes, at tallets(M) er veldefineret, idet der findes endelig mange elementer
f1, . . . , fs i m således, atM/(f1, . . . , fs)M har endelig længde. Fx er dette opfyldt, hvis
(f1, . . . , fs) er et frembringersystem for maksimalidealetm, idet M/(f1, . . . , fs)M så er
en endelig frembragt modul over restklasselegemetR/m, og dermed af endelig længde.
For s = 0 består undermodulen(f1, . . . , fs)M blot af nul-elementet iM og kvotienten
M/(f1, . . . , fs)M er altsåM. Betingelsens(M) = 0 udtrykker altså, atM har endelig
længde.

Vi viser først, at hver af betingelserne, dim(M) = 0, dm(M) = 0, og s(M) = 0, er
ækvivalente med, atM har endelig længde. Som nævnt ovenfor følger denne påstand for
s(M) af definitionen. Tallet dim(M) er dimensionen afM. Betingelsen dim(M) = 0
betyder således, at alle primidealer i støtten forM er maksimalidealer, og dette gælder som
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bekendt netop, hvisM har endelig længde. Fordm(M) indses påstanden således: betingelsen
dm(M) = 0 betyder, at funktionen longM/mnM er konstant nårn ≫ 0. Da denne funktion
er voksende, er dette opfyldt hvis og kun hvis der findes et naturligt tal n således, atmnM =

mn+1M. Ifølge Nakayama’s Lemma ermnM = mn+1M, hvis og kun hvismnM = (0).
Lemma (2.2) viser, at dette indtræffer netop, nårM har endelig længde.

Af det viste følger, at ligningerne dim(M) = dm(M) = s(M) gælder, hvis et af de
tre tal er 0. Vi efterviser ligningerne i almindelighed ved at bevise hver af ulighederne
dim(M) 6 dm(M), dm(M) 6 s(M), ogs(M) 6 dim(M).

Ulighedendim(M) 6 dm(M): Krull-dimensionen dim(M) er et supremum, så uligheden
er ækvivalent med følgende påstand: For enhver endeligt frembragtR-modulM og enhver
kæde af primidealer,

AnnM ⊆ p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph,

er h 6 dm(M). Denne påstand vises ved fuldstændig induktion efterd := dm(M). Hvis
d = 0 gælder endda dim(M) = dm(M) ifølge det allerede viste. Vi kan derfor antage,
at d > 1. I kæden kan vi øjensynlig antage, atp0 er et minimalt primideal forM. Heraf
følger, atp0 er et associeret primideal forM, og M indeholder derfor en undermodulN ,
der er isomorf medR/p0. Det er nok at vise, ath 6 dm(N), thi daN er en undermodul
i M følger det af et velkendt resultat om Samuel-polynomier, atdm(N) 6 dm(M). Vi
kan derfor erstatteM medN , dvs vi kan antage, atM er isomorf medR/p0. Uligheden
h 6 dm(M) er opfyldt, hvish = 0, så vi kan antage, ath > 1. Vælg nu et elementf i
overskudsmængdenp1\p0, og betragt kvotientmodulenM/f M. Da M = R/p0 og f ikke
tilhører p0, er multiplikation medf injektiv på M. Af et velkendt resultat om Samuel-
polynomier følger derfor, atdm(M/f M) < dm(M). Den anførte påstand gælder derfor for
modulenM/f M.

Nu varM = R/p0, såM/f M = R/(p0 + (f )). Specielt er AnnM/f M = p0 + (f ). Da
f var valgt ip1, udgørpi ’erne fori > 0 en kæde af primidealer, som omfatter AnnM/f M.
Der erh − 1 skarpe inklusioner i denne kæde, så da påstanden gælder forM/f M sluttes,
at h − 1 6 dm(M/f M). Dadm(M/f M) < dm(M) følger det, ath 6 dm(M), hvilket var
påstanden forM.

Ulighedendm(M) 6 s(M): Tallet s(M) er et infimum, så uligheden udsiger, at der for
vilkårliges elementerf1, . . . , fs i m således atM/(f1, . . . , fs)M har endelig længde gælder,
at dm(M) 6 s. Lad a = (f1, . . . , fs) være idealet frembragt aff1, . . . , fs . Da era ⊆ m.
Følgelig er longM/anM > longM/mn for alle n. Funktionen longM/anM er ifølge et
resultat om Samuel-polynomier polynomial af grad6 s. Gradendm(M) af den mindre
funktion longM/mnM er derfor højst lig meds, som påstået.

Ulighedens(M) 6 dim(M): Denne ulighed vises ved fuldstændig induktion efterh :=
dim(M) (som er endelig ifølge det allerede viste). Betragt kæder afprimidealer medh
inklusioner,

AnnM ⊆ p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph.

Disse kæder er maksimale i den forstand, ath = dimM. Vi kan antage, ath > 1, idet
den påståede ulighed er vist at være en lighed, hvish = 0. I sådanne maksimale kæder
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måp0 nødvendigvis være et minimalt primideal forM. Specielt er der kun endelig mange
primidealer, der kan forekomme somp0 i en sådan kæde. Dah > 1 kan intet af disse mulige
p0 være lig medm. Det er et velkendt resultat om primidealer, at foreningsmængden af de
muligep0 så heller ikke kan være lig medm. Altså findes et elementf i m således, atf ikke
tilhører de muligep0’er. Betragt nu kvotientenM/f M. Dimensionen af kvotienten er mindre
end eller lig med dimensionen af modulen, fordi støtten for kvotienten er en delmængde af
støtten for modulen. Valget aff sikrer ydermere, at intet af de muligep0’er kan tilhøre
støtten forM/f M. Altså er dim(M/f M) < dim(M). Induktionsforudsætningen medfører
derfor, ats(M/f M) 6 dim(M/f M). På den anden side følger det klart af definitionen på
s, at der for hvert elementf i m gælder, ats(M) 6 s(M/f M) + 1. Vi har således vist
ulighedernes(M) 6 s(M/f M) + 1 6 dim(M/f M) + 1 6 dim(M), og dermed uligheden
s(M) 6 dim(M).

Hermed er de tre uligheder eftervist og beviset for hovedsætningen afsluttet.

(2.4) Tilføjelse. Under forudsætningerne i Hovedsætningen gælder for ethvert ideala ⊆ m

således atM/aM har endelig længde, at

da(M) = dimM.

Bevis.Af Lemma (2.2), anvendt på modulenM/aM, følger, at der findes et naturligt talk

således, atmkM ⊆ aM. Ifølge antagelsen eraM ⊆ mM. Ved gentagen anvendelse af disse
inklusioner ses, atmknM ⊆ anM ⊆ mnM. Vi får derfor følgende uligheder mellem længder:

longM/mknM > longM/anM > longM/mnM.

Heraf ses, at nårn ≫ 0, er polynomietχa,M(n) klemt mellem polynomierneχm,M(kn)

ogχm,M(n). De to sidste polynomier har øjensynlig samme grad, nemlig gradendm(M) =

dimM. Altså har også det første polynomium denne grad, dvsda(M) = dimM, som påstået.

(2.5) Korollar. Antag, atR er lokal, og ladk := R/m være restklasselegemet. Krull-
dimensionendimR er da lig med det mindste antals af elementer im, som frembringer et
m-primært ideal. Specielt gælder uligheden,

dimR 6 rkk m/m2,

hvor rangen på højresiden er dimensionen afm/m2 som vektorrum overk.

Bevis.Et idealq = (f1, . . . , fs) er som bekendtm-primært, hvis og kun hvisq indeholder
en potens afm, eller ækvivalent, hvis og kun hvis kvotientenR/q har endelig længde. Af
den sidste karakterisering og ligningens(R) = dimR fra hovedsætningen følger den første
påstand. Ifølge Nakayama’s lemma er dimensionen på ulighedens højreside lig med det
minimale antal elementer, der frembringerm. Uligheden er derfor et specialtilfælde af den
første påstand.
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(2.6) Parametersystem.Når R er lokal ogM 6= 0 siges et system af elementerf1, . . . , fs

af elementer im at være etparametersystemfor M, hvis s = dimM og M/(f1, . . . , fs)M

har endelig længde. Eksistensen af parametersystemer følger af ligningens(M) = dimM

fra Hovedsætning (2.3).
Specielt er et parametersystem forR et system afs = dimR elementerf1, . . . , fs som

frembringer etm-primært ideal.

(2.7) Korollar. Antag, atR er lokal og atM 6= 0. Der findes da primidealerq, som tilhører
støtten forM og opfylder, atdimM = dimR/q. Ethvert sådant primideal er et minimalt
primideal forM. Specielt er der kun endelig mange sådanne primidealer. Ladf være et
element i maksimalidealetm. Hvis f tilhører et af disse primidealer, så erdimM/f M =

dimM. I modsat fald er
dimM/f M = dimM − 1.

Bevis.Den første påstand følger af Observation (1.5): Dimensionen dimM er supremum over
p i støtten forM af dimR/p, og da dimensionerne er endelige, er supremum et maximum.
Mere præcist findes der kæder,

AnnM ⊆ p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ ph,

hvorh = dimM, og kravet tilq er netop, atq indgår somp0 i en sådan kæde. I en sådan kæde er
p0 et minimalt primideal forM, thi ellers ville der findes et primidealp med AnnM ⊆ p ⊂ p0,
og dermed en kæde medh + 1 skarpe inklusioner, i modstrid med ath = dimM var det
maksimale antal skarpe inklusioner. Som bekendt findes der kun endelig mange minimale
primidealer forM. Heraf følger den tredie påstand.

Lad nuf være element im. Støtten forM/f M består af de primidealerp i støtten for
M, for hvilkef ∈ p. Det er altså klart, at dimM/f M 6 dimM, og at lighedstegnet gælder,
hvis og kun hvisf tilhører et af de primidealerq i støtten forM, for hvilke dimR/q =

dimM. Det er således korollarets essentielle påstand, at hvis dimM/f M < dimM, så
gælder dimM/f M = dimM − 1. Denne påstand følger af ligningen dimM = s(M) fra
Hovedsætningen, idet der øjensynlig altid gælders(M) − 1 6 s(M/f M) 6 s(M).

(2.8) Bemærkning. Antag, atR er lokal og atM 6= 0. Det følger at Korollar (2.7), at
når f ∈ m, så gælder ulighederne dimM − 1 6 dimM/f M 6 dimM. Ved gentagen
anvendelse af disse uligheder sluttes, at for en vilkårlig følge(f1, . . . , fs) af elementer im
gælder ulighederne,

dimM − s 6 dimM/(f1, . . . , fs) 6 dimM,

og yderligere, at hvis uligheden til venstre er en lighed, altså hvis

dimM/(f1, . . . , fs)M = dimM − s, (2.8.1)

så er dimM/(f1, . . . , fi)M = dimM − i for i = 1, . . . , s.
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Hvis den givne følge er et parametersystem forM, dvs hviss = dimM og kvotienten
M/(f1, . . . , fs)M har endelig længde, så har kvotienten dimension 0, og lighedgælder i
(2.8.1). Heraf aflæses, at lighed gælder i (2.8.1) hvis den givne følge er delfølge af et
parametersystem.

Antag omvendt, at lighed i (2.8.1) er opfyldt for den givne følge. Da ers 6 dimM og
kvotientenM = M/(f1, . . . , fs)M dimensionent := dimM − s. Lad(g1, . . . , gt) være et
parametersystem forM. Da har

M/(f1, . . . , fs, g1, . . . , gt )M = M/(g1, . . . , gt)M

endelig længde ogs + t = dimM. Følgen(f1, . . . , fs, g1, . . . , gt) er derfor et parametersy-
stem forM.

Heraf aflæses, at lighed gælder i (2.8.1), hvis og kun hvis følgen(f1, . . . , fs) er delfølge
af et parametersystem.

(2.9) Opgaver.
1. I R := k[X, Y ] (k er et legeme) betragtes primidealerneq = (0), p := (Y ) ogm := (X, Y ),H4
og kvotientenM := R/p somR-modul. Bestem brøkmodulerneMq, Mp, ogMm, og deres
Krull-dimensioner.


