KomAlg Dimension 1.1

Dimensionsteori

1. Krull-dimension.

(1.1) Bemeerkning. Dimensionen, dinP, af en partielt ordnet meengd®, <) kan defineres
som det stgrste antal skarpe ulighedstegnien kagde p1 < --- < p,, af elementer fraP.
Hvis der ikke findes en gvre graense for antallet af ulighgustesettes din® .= co. Det er
en konvention, at den tomme maengde tillaeegges dimensienenog den medregnes blandt
de partielt ordnede maengder af endelig dimension (dvs aémion mindre endo). Med
denne konvention betyder difh = 0, at P ikke er tom og at to forskellige elementePiikke
kan sammenlignes.

For eksempel kan leengden &fmodul M defineres som dimensionen af den partielt
ordnede maengde af undermodulef i

(1.2) Definition. Ved Krull-dimensioneni det falgende blot kaldedimensionenaf en R-
modul M forstas dimensionen,

dim M := dim SuppM,

hvor statten Supp/, bestaende af primidealgii R sdledes a#,, # 0, er partielt ordnet ved
saedvanlig inklusion. Dimensionen er med andre ord dettstargal skarpe inklusionstegn
i en keede af primidealer i statten fbf:

poCp1 C---Cpp. (1.2.1)

Et primidealp tilhgrer som bekendt stgtten Suj hvis og kun hvis der findes et elemeant

i M, sdledes ai 2 Ann(x). Specielt geelder, nartilhgrer stagtten fol! og q er et primideal
der omfatterp, at ogsag tilhgrer stgtten forM. Det er saledes i (1.2.1) nok at kreeve, at
po € SuppM.

For nul-modulen er stgtten tom, s& nul-modulen har ifglgevkationen fra (1.1) dimen-
sionen—oo. En modulM # 0 har som bekendt en ikke-tom stgtte, og dermed erMdim O.
Ligningen dimM = O udtrykker gjensynlig, a¥/ # 0 og at ethvert primideal i stgtten for
M er et maksimalideal.

Dimensionen ak som R-modul kaldes ogsKrull-dimensioneraf ringenR.

(1.3) Bemeerkning. Lad a veere et ideal R. KvotientenR/a kan da opfattes som en ring
og som enkR-modul. Mere generelt kan en kvotiebt/aM opfattes bade som modul over
R og som modul oveR/a. Dimensionen afiVf//aM er uafhaengig heraf. Det er nemlig
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klart, at hvert primideal i stgtten faR-modulenM /aM vil omfatte a. Primidealerp, der
omfattera, svarer ifglge Kvotientprincippet til samtlige primideal R/a, og der findes en
isomorfi(M/aM), ~ (M/aM),,,. Heraf ses, at ngr O a, sa vilp tilhgre stgtten foRk-
modulenM /aM, hvis og kun hvis primidealgt/a tilhgrer stgtten foR /a-modulenM /aM.
Kaeder af primidealer (1.2.1) i statten fBrmodulenM /aM svarer altsa bijektivt til kaeder
af primidealer i stgtten foR /a-modulenM /aM. Heraf falger, at de to dimensioner er den
samme.

Et tilsvarende resultat ikke geelder for brgkmoduler. HVigr en multiplikativ del-
maengde aiR, s& er brekmodule§s M en modul over brakringes—'R, og S~V kan
derfor specielt opfattes soR-modul. Primidealerne i brgkringesi R svarer ifglge Lo-
kaliseringsprincippet bijektivt til primideales der er disjunkte med, og der findes en
isomorfi(S™M)g-1, = M,. Statten forS~'R-modulens~*M kan derfor identificeres med
den delmaengde af statten fBrmodulenM, der bestar af primidealer disjunkte m&dog
dimensionen af~1R-modulens—1M er alts& dimensionen af denne delmaengde. Men det
skal understreges, at det ogsa for primidepleier ikke er disjunkte me#f, kan indtraeffe, at
(S—lM)p +£ 0, altsd ap tilharer stgtten foR-modulens—1M. Med mindre andet udtrykke-
ligt er fremhaevet, vil vi ved dimensionen af en brgkmastuty altid forstd dens dimension
over brgkringers —1R.

(1.4) Observation. For enhverR-modul M geelder uligheden dim¢ < dim R, idet statten
for M er en delmaengde af maengden af primideakerTilsvarende geelder for en undermodul
M’ i M og kvotientenM” = M/M’, at dimM’ < dim M og dimM” < dim M, idet bade
M’ og M" har stegtte indeholdt i statten faf. Yderligere geelder ligningerne,

dmM = sup dimR/p = supdimM,,
peSuppM p

hvor det sidste supremum fx tages over alle primidealeer(etlaksimalidealer) (i Supgd).
Den farste lighed indses saledes: Dimensionel & supremum af de tal, for hvilke der
findes en kaede (1.2.1) megd € SuppM, eller omskrevet, supremum overe SuppM af
supremum af de tal for hvilke der findes en keede (1.2.1) mggl= p. Narp er givet, sa
svarer kaeder (1.2.1) med = p ifglger Kvotientprincippet bijektivt til keeder af primidéer
i kvotientenR /p. Heraf falger den pastaede lighed.

At dimensionen aff ogsa er bestemt ved det andet supremum indses tilsvarerale: D
hvert primideal er indeholdt i et maksimalideal, er detklat vi i definitionen pa dind/ kun
behgver atbetragte kaeder (1.2.1), hyditharer stgtten foM ogp;, = meret maksimalideal.
Videre er det klart, at vii supremum kun behgver at medregarady svarende til primidealer
p medM, # 0O, idet de gvrige primidealgrkun bidrager med dinM, = —oo til supremum.
Det fglger af definitionen, at dimensionenMfer supremum over primidealgri SuppM
af supremum af de td, for hvilke der findes en keede (1.2.1) af primidealer i Skpmed
pn = p. Narp er givet, sa svarer sadanne kaeder ifglge Lokaliseringsipat bijektivt til
keeder af primidealer statten faf, (som modul over den lokale ring,), som ender med
maksimalidealep R,,. Heraf fglger den anden lighed.
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For M = R udsiger de to ligheder, at
dim R = supdimR/p = supdimR,,.

Lad M veere en endeligt frembragt-modul. Da bestar statten faf som bekendt af de
primidealer, der omfatter annullatoren Amh | kaeden (1.2.1) ligger primidealerpe altsa
i stgtten forM, netop hvis alle;’erne omfatter Ann/. Sadanne kaeder svarer altsa bijektivt
til keeder af primidealer i kvotientringeR/ Ann M, og falgelig geelder ligningen,

dimM = dim(R/Ann M).

(1.5) Bemeerkning. Dimensionen af e®-modul kan veerec. Den er naturligviso, hvis der
| stgtten forM findes en uendelig keegle C p1 C - - -, ellerenuendeligkeegg D p2 O - - -.
Sadanne kaeder findes ikke hvis ringeer noethersk (det er klart, at der i en noethersk ring
ikke findes uendelige kaeder af den farste type, og det vildéeaf senere resultater, at der
heller ikke findes uendelige kaeder af den anden type). Mea fagshoetherske ringe kan
dimensionen vaereo, idet dimM = oo kun betyder, at der findes vilkarligt lange keeder
(1.2.1).

Antag, at dimensionen dif er endelig. Da findes i stgtten fof en keede (1.2.1), hvor
h = dim M er det maksimale antal skarpe inklusioner. Det er klartnasd@lan kaede er
maksimal den forstand, afip er et minimalt primideal foM, p;, er et maksimalideal R, og
kaeden (1.2.1) er uforfinelig: mellem to pa hinanden fglgente findes ingen primidealer.
Det skal understreges, at der ikke geelder omvendt, at hvieeste (1.2.1) er maksimal i
denne forstand, sa ér= dim M. Der findes et eksempel pa en riRg der er et noethersk,
lokalt integritetsomrade med to uforfinelige kaeder af pdieailer,

O cpcm, (0)CprCp2Cm.

(1.6) Eksempel. Nul-ringen har dimensior-co. Et legemek har gjensynlig dimension 0.
RingenZ har dimension 1, idet0) C (p), hvor p er et primtal, er den maksimalt opnaelige
kaede af primidealerZ. Mere generelt gzelder, at et hovedidealomrade, der ikkdegeme,
er af dimension 1.

| polynomiumsringerR = k[ X1, ..., X,] over et legemé er keeden,

en keede af primidealerR. Heraf falger, at dinR > n. Pa den anden side er det velkendt,
at man ved at inddrage transcendensgrad kan vise, at ingé® &bgprimidealer iR kan
indeholde flere end skarpe inklusioner. Der geelder altsa ligheden &ira 7.

(1.7) Definition. For et primideab i R definereshgjdenaf p som det starste antal skarpe
inklusioner i en keede af primidealer,

poC - Chr=5p. (1.7.1)
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Hgjden afp betegnes hi. Hgjden af et primideal kan veese, men den er altid ikke-negativ.
At htp = 0 betyder, ap er et minimalt primideal R. Primidealery C p svarer som bekendt
bijektivt til samtlige primidealer i brakringe®,. Keeder (1.7.1) svarer derfor bijektivt til
keeder af primidealerk,. Falgelig er hp = dim R,,.

Det er praktisk at definere hgjden af et vilkarligt ideadom infimum af hgjderne af de
primidealer, der omfatter, altsa

hta = inf htp = inf dimR,,.
p2a p2a

For det uaegte ideal = R tages er infimum over den tomme maengde, og id&atdleegges
hgjdenco. Hvis a er et segte ideal, findes der altid primidealer (endda maksiesder), der
omfattera, sd infimum tages over en ikke-tom maengde. Men ogsa her kdermggerex,
nemlig nar alle primidealer, der omfattey har uendelig hgjde. Vi skal senere vise, at for
noetherske ringe er hgjden af segte idealer altid endelig.

(1.8) Observation. For et segte ideal i R geelder uligheden,
hta + dimR/a < dimR.

Uligheden geelder trivielt, hvis hgjresidencer. Antag, at dimR < oco. Dimensionen aR/a
bestemmes ved at betragte kaeder af primidealer,

aCpyC - Cp (1.8.1)

Da dimR < oo, er dimR/a < oo, sa vi kan finde en keede af primidealer (1.8.1), hvor
k = dimR/a. DadimR < oo er htpy < oo, sé vi kan finde en kaede af primidealer (1.7.1)
medp = py, hvorh = htp,. Da hgjden afi er et infimum, er htt < 2. Kombineres de to
kaeder (1.7.1) og (1.8.1) faski en keede af primidealer meéd+- k skarpe inklusioner. Altsa
har vi hta + dim R/a < h + k < dim R, og dermed den sggte ulighed.

(1.9) Definition. Det er ofte bekvemt at generalisere definitionerne i (1Ifhtduler. For
en R-modul M og et ideala definerescodimensionencodimM, og M-hgjden ht,; a, ved
ligningerne,

codimM := inf dimR, og hta:= inf dimM,.
peSuppM peSuppM, p2Da

Hvis M er endeligt frembragt, falger det af Nakayama’s Lemma, esidste infimum aekvi-
valent kan tages over primidealer i stgtten MyaM. For et primideab fglger det let af
definitionen, at hiy p = dim M,,.
Det er let at se, at codiiR/a = hta. Fglgende to uligheder:
codimM +dimM < dimR, narM #0,
htyy a +dimM/aM < dimM, naraM C M,

generaliserer begge uligheden i (1.8), og de vises vedseatiénde bevis.
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(1.10) Definition. Lad M veere enR-modul af endelig dimension, og antag) = 0. Som
naevnt i (1.4) er dinM = sup dimR/p, hvor supremum tages over primidealer i stgtten for
M. Dadimensionen er endelig, er supremum et maksimum, og #ktrg at den maksimale
veerdi dimR /p antages i et minimalt primideglfor M, dvsi et primideap, der er minimalt i
stgtten forM. Hvis der for alle minimale primidealerfor M geelder, at dink/q = dim M,
sigesM at veereequidimensional Bemeerk, at en modul med kun ét minimalt primideal,
specielt et integritetsomrade opfattet som modul overedig sr equidimensional.

Tilsvarende er dim/ = sup dimM,, og den maksimale veerdi dit, antages i et mak-
simalideal i stgtten foM/. Hvis der for alle maksimalidealen i statten forM geelder, at
dim M, = dim M, sigesM at veereco-equidimensionalBemeerk, at en modul over en lokal
ring er co-equidimensional.

Lad g C p veere primidealer i stgtten far. Da dimensionen a#/ er endelig, findes der
uforfinelige keeder,

q=poCp1C---Cpp=p, *)

og endda saddanne kaeder hkce htp/q. Hvis der for enhver sadan uforfinelig keede geelder
ath = htp;,/po, sigesM at veerekaternaer Hvis der for alle maksimale kaeder (*) i stagtten
for M, dvs kaeder som er uforfinelige og saledeggatr et minimalt primideal fo og p,

er et maksimalideal R, geelder ati = dim M, sigesM at veerebi-equidimensionalDet er
klart, at en bi-equidimensional modul er equidimensiocaequidimensional og katerneer.

(1.11) Definition. En (endelig eller uendelig) falgefi, f2, ...) af elementer i ringerR
kaldes enV/-hgjdefglgehvis falgende betingelse er opfyldt for alte

(x) For hvert primideap, som tilhgrer stgtten fa/ og omfatter( 11, ..., f;) geelder, at

dimM, > i.
Betingelsen kan ogsa udtrykkes ved ulighederng(it, ..., f;) > ifori =1,2,.... For
M = R er betingelsen, at der for alle primideajesom omfatter(f1, ..., f;) geelder, at

htp > i. Er dette opfyldt, kaldes fglgen blot éwjdefalge

(1.12) Seetning.Antag, atR indeholder et legemie og atR er af endelig transcendensgrad
overk. Da geelder uligheden,
dimR < tdeg.R.

Bevis.Transcendesgraden er som bekendt det stgrste antal adfelméhaengige (ovelt)
elementer, der kan udtages fa @jensynlig gaelder for en kvotie® = R/a, at tdegR <
tdeg R. Yderligere er det velkendt, at hviser et integritetsomrade ag= p er et primideal
forskelligt fra (0), s& geelder endda tdeR) < tdeg R. Af disse overvejelser falger let for
enhver keede (1.2.1), at tdeR)/p;, + h < tdeg. R/po < tdeg. R, hvoraf pastanden. a
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2. Dimension af lokale ringe.

(2.1) Setup. | resten af dette kapitel betragtes en noethersk Rngt ideala i R, og en
endeligt frembragR-modul M. | visse af resultaterne forudseettes, at ringear lokal; i
disse resultater betegnarmaksimalidealet R.

(2.2) Lemma. Antag, atrR er lokal. Da haM endelig laengde, hvis og kun hvis der findes et
naturligt taln séledes, at™ M = (0).

Bevis.Det er let at se, at pastanden er et korollar til Filtratieessngen. Her er et mere
direkte bevis: Antag farst, at” M = (0). Da defineres ved; := m' M en filtration i M,

0 =F,C---CFCFy=M. (2.2.1)

@jensynlig erF; 11 = mF;, sa de successive kvotienteréymF; fori =0, ...,n—1. Un-
dermodulenF; i M er endeligt frembragt oveR, og kvotientenF; /mF; er derfor endeligt
frembragt som modul over restklasselege¢tn. De successive kvotienter er altsa vek-
torrum af endelig dimension oveét/m, og de har derfor endelig leengde sdtrmoduler.
Folgelig har ogsa/ endelig leengde.

Antag omvendt, at/ har endelig leengde. Da haf enfiltration (2.2.1), hvor de successive
kvotienterF;/ F; 1 erisomorfe med& /m. ModulenR /m annulleres afn, og falgelig geelder
for hverti, atmF; C F; 1. Ved gentagen anvendelse heraf fasya¥ = m" Fy € F,, = (0).

i

(2.3) Hovedseetning.Antag, atR er lokal ogM # 0. Betragt falgende tre tal:

dim(M) er Krull-dimensionen,

dw(M) er graden af den polynomiale funktian— longM /m"* M,

s(M) er det mindste antal af elementelf, ..., f; i maksimalidealet sdledes, at
kvotientmodulerM /( f1, . . ., fs)M har endelig laengde.

Da geelder, alim(M) = d,(M) = s(M). Specielt er Krull-dimensionetim(M) endelig.

Bevis.Det er antaget, aM # 0, sa statten fo/ er ikke tom; derfor er diroM) > 0.

Af Nakayma’'s Lemma falger, at long/m"M > 0, ndarn > 1. Polynomiet svarende

til n — longM/m"M er altsa ikke nul-polynomiet, og derfor &, (M) > 0. Endelig
skal det bemeerkes, at talletd) er veldefineret, idet der findes endelig mange elementer
f1, ..., fs i m sdledes, aM/(f1, ..., f;)M har endelig laengde. Fx er dette opfyldt, hvis
(f1, ..., fs) er et frembringersystem for maksimalideatetidet M/(f1, ..., f;)M sa er

en endelig frembragt modul over restklasselege®gt, og dermed af endelig leengde.

For s = O bestar undermodule(¥, ..., f;)M blot af nul-elementet M og kvotienten
M/(f1,..., fs)M er altsdM. Betingelsens(M) = 0 udtrykker altsa, ap har endelig
lzengde.

Vi viser farst, at hver af betingelserne, did) = 0, d,(M) = 0, ogs(M) = 0, er
aekvivalente med, a¥ har endelig leengde. Som naevnt ovenfor falger denne pastand f
s(M) af definitionen. Tallet difiM) er dimensionen aff. Betingelsen dimM) = 0
betyder saledes, at alle primidealer i stattensber maksimalidealer, og dette gaelder som
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bekendt netop, hviaf har endelig laengde. Faf, (M) indses pastanden saledes: betingelsen
dw (M) = 0 betyder, at funktionen lontf /m"” M er konstant nax > 0. Da denne funktion

er voksende, er dette opfyldt hvis og kun hvis der findes etrigt tal » saledes, at* M =
m"t1M. Ifglge Nakayama’s Lemma e M = m™+t1M, hvis og kun hvisn”M = (0).
Lemma (2.2) viser, at dette indtreeffer netop, Mhar endelig leengde.

Af det viste faglger, at ligningerne ditM) = d,(M) = s(M) geelder, hvis et af de
tre tal er 0. Vi efterviser ligningerne i almindelighed vedhbevise hver af ulighederne
dim(M) < dw(M), dw(M) < s(M), 0gs(M) < dim(M).

Ulighedendim(M) < d.,(M): Krull-dimensionen dinaM) er et supremum, sa uligheden
er eekvivalent med fglgende pastand: For enhver endeligtbfiregt R-modul M og enhver
keede af primidealer,

AnnM C po Cp1C--- Cpn,

erh < dn(M). Denne pastand vises ved fuldstaendig induktion eftee d.,(M). Hvis
d = 0 geelder endda ditM) = d.,(M) ifglge det allerede viste. Vi kan derfor antage,
atd > 1. | keeden kan vi gjensynlig antage,pater et minimalt primideal foM. Heraf
falger, atpg er et associeret primideal fa, og M indeholder derfor en undermodi,
der er isomorf medR /pg. Det er nok at vise, at < d(N), thi daN er en undermodul
I M folger det af et velkendt resultat om Samuel-polynomied.atN) < dn(M). Vi
kan derfor erstattd/ med N, dvs vi kan antage, a er isomorf medR /po. Uligheden
h < dw(M) er opfyldt, hvish = 0, sa vi kan antage, @& > 1. Vaelg nu et elemenf i
overskudsmeaengden \po, 0og betragt kvotientmoduleW /f M. DaM = R/po og f ikke
tilharer po, er multiplikation medf injektiv pA M. Af et velkendt resultat om Samuel-
polynomier fglger derfor, af,,(M/f M) < d(M). Den anfarte pastand geelder derfor for
modulenM /f M.

NuvarM = R/po, SaM/fM = R/(po + (f)). Specielter AntM /f M = po + (f). Da
f var valgt ipy, udgarp;’erne fori > 0 en kaede af primidealer, som omfatter Avirif M.
Der erh — 1 skarpe inklusioner i denne keede, sa da pastanden geeldd/fav sluttes,
ath — 1< dnw(M/fM). Dad,(M/fM) < d,(M) falger det, at: < d,,(M), hvilket var
pastanden foM.

Ulighedend,(M) < s(M): Tallets(M) er et infimum, sa uligheden udsiger, at der for
vilkarlige s elementerfy, ..., f; imsaledesa¥//(f1, ..., f;)M har endelig leengde gaelder,
atd, (M) <s. Lada = (f1, ..., fs) veere idealet frembragt g, ..., f;. Daera C m.
Falgelig er longf/a”M > longM /m" for alle n. Funktionen long//a" M er ifglge et
resultat om Samuel-polynomier polynomial af grads. Gradend,,,(M) af den mindre
funktion longM /m" M er derfor hgjst lig med, som pastaet.

Ulighedens (M) < dim(M): Denne ulighed vises ved fuldstaendig induktion efiee=
dim(M) (som er endelig ifalge det allerede viste). Betragt keedepriafiidealer med:
inklusioner,

AnnM C po Cp1 C -+ C pp.

Disse keeder er maksimale i den forstandh at dim M. Vi kan antage, ak > 1, idet
den pastaede ulighed er vist at vaere en lighed, hvis 0. | sddanne maksimale kaeder
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maypo nadvendigvis vaere et minimalt primideal fof. Specielt er der kun endelig mange
primidealer, der kan forekomme sqmi en sadan keede. Da> 1 kan intet af disse mulige
po veere lig medn. Det er et velkendt resultat om primidealer, at foreningsg@en af de
muligepo sa heller ikke kan veere lig medl Altsa findes et element i m sdledes, af ikke
tilhgrer de muligeo’er. Betragt nu kvotienten / f M. Dimensionen af kvotienten er mindre
end eller lig med dimensionen af modulen, fordi stgtten famtienten er en delmaengde af
stgtten for modulen. Valget gf sikrer ydermere, at intet af de muligg’er kan tilhgre
statten forM /f M. Altsa er dimM/f M) < dim(M). Induktionsforudsaetningen medfarer
derfor, ats(M/f M) < dim(M/fM). Pa den anden side falger det klart af definitionen pa
s, at der for hvert elemenf i m gaelder, ats(M) < s(M/fM) + 1. Vi har saledes vist
ulighederne (M) < s(M/fM)+ 1< dm(M/fM)+ 1< dim(M), og dermed uligheden
s(M) < dim(M).

Hermed er de tre uligheder eftervist og beviset for hoveoisaptn afsluttet. a

(2.4) Tilfgjelse. Under forudsaetningerne i Hovedsaetningen gaelder for dtitlegia C m
sdledes aM /aM har endelig laengde, at

dqy(M) =dimM.

Bevis.Af Lemma (2.2), anvendt pd moduleéd/aM, falger, at der findes et naturligt tal
séledes, an'M C aM. Ifglge antagelsen et < mM. Ved gentagen anvendelse af disse
inklusioner ses, at*” M < a* M < m" M. Vifar derfor falgende uligheder mellem leengder:

longM /m*" M > longM/a"M > longM /m" M.

Heraf ses, at nan >> 0, er polynomiety, s (n) klemt mellem polynomierne; . s (kn)

0g xm.m (n). De to sidste polynomier har gjensynlig samme grad, nemédend,,(M) =

dim M. Altsa har ogsa det farste polynomium denne graddgyaf) = dim M, som pastaet.
i

(2.5) Korollar. Antag, atR er lokal, og ladk := R/m veere restklasselegemet. Krull-
dimensionerdim R er da lig med det mindste antaaf elementer m, som frembringer et
m-primeaert ideal. Specielt geelder uligheden,

dim R < rky m/m?,

hvor rangen pé hajresiden er dimensionemaf? som vektorrum ovet.

Bevis.Et idealq = (f1, ..., fs) er som bekendi-primeert, hvis og kun hvig indeholder
en potens af, eller aekvivalent, hvis og kun hvis kvotient®yq har endelig leengde. Af
den sidste karakterisering og ligningetR) = dim R fra hovedseetningen falger den farste
pastand. Ifglge Nakayama’s lemma er dimensionen pa ul@isetgijreside lig med det
minimale antal elementer, der frembringer Uligheden er derfor et specialtilfeelde af den
farste pastand. i
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(2.6) Parametersystem.Nar R er lokal ogM # 0 siges et system af elementgr, . .., f;
af elementer in at veere eparametersysterfior M, hviss = dimM ogM/(f1, ..., f{)M
har endelig leengde. Eksistensen af parametersystemer &dl¢jgningens (M) = dim M
fra Hovedseetning (2.3).

Specielt er et parametersystem ®ret system af = dim R elementerfy, ..., f; som
frembringer ein-primaert ideal.

(2.7) Korollar. Antag, atR er lokal og atM # 0. Der findes da primidealer, som tilharer
statten forM og opfylder, adim M = dimR/q. Ethvert sadant primideal er et minimalt
primideal forM. Specielt er der kun endelig mange sadanne primidealer. fLagkre et
element i maksimalidealet. Hvis f tilharer et af disse primidealer, sadimM/f M =
dim M. | modsat fald er

dmM/fM =dimM — 1.

Bevis.Den farste pastand fglger af Observation (1.5): Dimensiolima M er supremum over
p i statten forM af dimR/p, og da dimensionerne er endelige, er supremum et maximum.
Mere preecist findes der keeder,

AnnM Cpo Cp1 C--- C pa,

hvorh = dim M, og kravettilg er netop, a indgar sonpgien sadan keede. | en sadan kaede er
po et minimalt primideal fon, thi ellers ville der findes et primidepimed AnnM < p C po,

og dermed en kaede méd+ 1 skarpe inklusioner, i modstrid med /at= dim M var det
maksimale antal skarpe inklusioner. Som bekendt findes wieiekdelig mange minimale
primidealer forM. Heraf fglger den tredie pastand.

Lad nu f vaere elementin. Stgtten forM/f M bestar af de primidealari statten for
M, for hvilke f € p. Det er altsa klart, at dilv//f M < dim M, og at lighedstegnet geelder,
hvis og kun hvisf tilhgrer et af de primidealey i stgtten forM, for hvilke dmR/q =
dimM. Det er saledes korollarets essentielle pastand, at hmis\tfif M < dim M, sa
geelder dimM/fM = dimM — 1. Denne pastand falger af ligningen dith= s(M) fra
Hovedsaetningen, idet der gjensynlig altid geebd®?) — 1 < s(M/f M) < s(M). a

(2.8) Bemeerkning. Antag, atR er lokal og atM # 0. Det fglger at Korollar (2.7), at
nar f € m, sa geelder ulighederne dibh — 1 < dimM/fM < dimM. Ved gentagen
anvendelse af disse uligheder sluttes, at for en vilkadlgd (11, ..., f;) af elementer in
geelder ulighederne,

dmM —s <dmM/(f1,..., fs) <dimM,
og yderligere, at hvis uligheden til venstre er en lighethaahvis

dimM/(fi, ..., fyM =dimM —s, (2.8.1)

saerdimM/(f1,..., fi)M =dimM —ifori =1,...,s.



H4

KomAlg Dimension 2.5
30. marts 2007

Hvis den givne falge er et parametersystem #br dvs hviss = dim M og kvotienten
M/(f1,..., fs)M har endelig la&engde, sa har kvotienten dimension 0, og ligizeldier i
(2.8.1). Heraf afleeses, at lighed geelder i (2.8.1) hvis denegfalge er delfglge af et
parametersystem.

Antag omvendt, at lighed i (2.8.1) er opfyldt for den givhégia Da ers < dim M og
kvotientenM = M/(f1, ..., f;)M dimensionen := dimM —s. Lad (g1, ..., g;) veere et
parametersystem fae/. Da har

M/(fl»---»f?»gl»---’gl‘)M:M/(gl’---9gt)M

endelig leengde og+ ¢t = dim M. Falgen(f1, ..., f, g1, ..., &) er derfor et parametersy-
stem forM.

Heraf afleeses, at lighed geelder i (2.8.1), hvis og kun hvgei®lfi, ..., f;) er delfglge
af et parametersystem.

(2.9) Opgaver.

1.1 R :=k[X, Y] (k eretlegeme) betragtes primidealegne (0),p := (Y)ogm := (X, Y),
og kvotientenM := R/p somR-modul. Bestem brgkmoduleré,, M,, og M., og deres
Krull-dimensioner.



