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Resumé

ADVARSEL - dette er et total underground-dokument!. Det er livsfarligt

at bruge ukritisk. Der er naesten sikkert graverende fejl. Jeg patager mig intet
ansvar overhovedet for noget som helst. Faktisk vil jeg for en sikkerheds skyld
frarade brug af det folgende...
Ved referencer til leerebggerne bruges (B) for Berg (Kompleks funktionsteori),
og (S) for Solovej (Supplement). Check altid referencen for at veere sikker, og
lav kun henvisninger til de officielle lezerebgger - absolut ikke til dette doku-
ment.
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1 Definitioner

Afstand mellem to komplekse tal z,w er |z — w|. (B.p.5)

For z € C\{0} betegner arg z maengden af argumenter for z, dvs. { € R|z = |z|e?}
(B.p.79)

For z € C\ {0} betegner Arg z det entydigt bestemte argument, der tilhgrer | —m, 7],
dvs. Arg z € argzN] — 7, 7|, arg z = Arg z + 27Z.

Hovedargumentet er en kontinuert argumentfunktion for den opskarne plan C, =
C\{z e R|z <0}.

Vihar idet z = z+iy Arg z = Arccos 7 (y > 0) = Arctan (z > 0) = —Arccos |$7|(y <
0), sa Arg € C* pa den opskarne plan. (B.p.79)

Kan for hvert a € R bestemme Arg, for den opskarne plan C, = C\ {re!®|r > 0}
ved Arg ,(2) € arg 2N]o — 27, . Da Arg oz = Arg (/" ¥)z) + a —  for 2 € C,
er Arg , € C* pa den opskarne plan. (B.p.79)

Ved en argumentfunktion for A C C\ {0} forstas en funktion § : A — R sa
0(z) € arg z for z € A, dvs. z = |2|e?®) (B.p.79)

Lad v : [a,b] — C\ {0} veere kontinuert kurve, der ikke passerer 0. Ved argu-
mentvariationen langs « forstas tallet argvar(y) = 8(b) — 6(a) hvor 8 er en vilkarlig
kontinuert argumentfunktion langs v (B.D.5.12 (p.82))

M er begreenset hvis der findes K sa |z| < K for z € M (B.p.57)

Cirkelskive : K(a,r) = {z € C||la — z| < r} er den abne cirkelskive med centrum a
og radius r. Den udprikkede cirkelskive er K’'(a,r) = K(a,r) \ {a} = {z € C|0 <
la —z| <r} (B.p.5)

G C Cében, f: G — C. f er differentiabel i zo € G hvis LEAHN=I0) e (0, 1)
har greenseveerdi for b — 0. Graenseveerdien kaldes differentialkvotienten og beteg-
nes f'(zo) (B.D.1.1 (p.5))

Lad G C C aben. A C G kaldes diskret i G, hvis A ikke har nogen fortaetningspunk-
ter i G (B.D.5.5 (p.77))

Lad A C C vaere givet. Et punkt a € C kaldes et fortaetningspunkt for A hvis
Vr > 0: K'(a,r) N A # (. Ekvivalent hermed: der findes en fglge =, € A\ {a} sa
Zn — a for n — co. (B.D.5.4 (p.77))

Se f.eks. pa z'/™. En gren heraf er en funktion f : A — C defineret pa delmeengde
A C Csa f(z) = 2%/ for alle z € A. Hvis f : A — C er en gren, si er
z — f(2)e*™*/™ ogsa en gren for k € Ny. 0 er et forgreningspunkt for z'/" (B.
p-83))

¢:G—R,GCR?, G éaben, ¢ C? kaldes harmonisk hvis V2¢ = 0i G. S& Ref og
Imf, f € H(G) er harmoniske (B.p.63)

En holomorf funktion f : C — C kaldes hel. (ex. polynomier, exp, sin, cos, sinh,
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cosh, modex. 1/z) (B.p.66)

G CC aben, f:G— C. f er holomorf i G hvis f er differentiabel i alle punkter i
G. Mengden af holomorfe funktioner pa G kaldes H(G) (B.D.1.1 (p.5))

Den veerdi af log, der svarer til hovedargumentet af z kaldes hovedlogaritmen og
betegnes Log z, dvs. Log z = log |z| + tArg 2, og er den omvendte funktion til re-
striktionen af exp til strimlen {z € C| — 7 < Imz < 7} (B.p.84))

f : la,b] — C kontinuert. f; ft)ydt = f; Ref (t)dt + f; Imf(t)dt. Seedvanlige regler
geelder. (B.p.29)

Et punkt a € A der ikke er forteetningspunkt for A kaldes et isoleret punkt i A.
Der geelder 3r > 0: K(a,r) N A= {a}. (B.D.5.4 (p.77))

f:A—C,ACC (B.p.b). f(z) =Ref(z) +ilmf(z) (B.p.6) f(z +1iy) = u(z,y) +
iv(z,y) (B.p.14)

Komplekst tal z =z + iy = r(cosf + isinf). v = Re(z) kaldes realdel, y = Im(z)
imagineerdel, r = |z| = /22 4+ y? modulus, og arg(z) er maengden af § € R hvor
z =r(cosf + isinh) for z # 0 (B.p.5)

Rez og 7 er ikke differentiable nogetsteds i C (B.O. 1.5 (p.25))

f:A— C,ACC hvor der geelder (B.p.5)
Ve>030 >0Vz€ A:|z—20| <0=|f(2) — f(z0)] <€

G C C er konveks hvis for alle a,b € G: (1 —t)a+tb e G for ¢t € [0,1] (B.p.41)

En fglge af funktioner f,, : M — C konvergerer punktvis mod f : M — C hvis
(B.p.55)
Vo € MVe > 03N e NVn > N : |f(z) — fo(z)| <€

En folge af funktioner f, : M — C konvergerer uniformt mod f : M — C hvis
(B.D.4.1 (p.56))

Ve > 03IN e NVz € MVn > N : |f(z) — fo(z)| <€

(Alternativt sup{|f(z) — fu(z)||lx € M} — 0).

Lad G C C vere aben. En fglge af funktioner f, : G — C siges at konvergere lokalt
uniformt mod f : G — C hvis Va € G3r > 0: K(a,7) C G A f,, — f uniformt for
z € K(a,r) (B.D.4.14 (p.65))

En uendelig reekke Y ° f,(2) af funktioner f, : M — C er uniformt konvergent
med sumfunktion s : M — C hviss s,(z) = Y fr(z),z € M konvergerer uniformt
mod s (B.D.4.3 (p.58))

v : la,b] — C orienteret og C'-kurve. Lad vx = v([a,b]), og lad f : v — C
veere kontinuert. Ved kurveintegralet af f langs v forstas det komplekse tal f7 f=

[, f(z)dz = [} f(v(£))¥ ()dt (B.D.2.2 (p.31)).

Bemaerk: f_,yf =— f,y f
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7 : [a,b] — C orienteret og stykkevist C'! (vej). . Ved kurveintegralet af f langs vejen

~ forstas det komplekse tal fv f= fwlUmU% =7 fv =7 ftj ) v (t)dt
(B.D.2.5 (p.33)).

A C C er kurvesammenhangende, hvis to vilkarlige punkter fra A kan forbindes
med en kontinuert kurve, der forlgber helt i A. VP,Q € AJkontinuert ~ : [0,1] —
Cvt € [0,1] : v(0) = P,v(1) = Q,~v(t) € A. Omrade er kurvesammenhangende
(B.D.5.1 (p.75))

Vi=A= 6:,:2+3y (B.p.63)

Ved en Laurentraekke forstas en dobbelt uendelig reekke af formen Y™ ¢, 2" hvor
(cn)nez er givne komplekse tal og z € C\ {0} (B.D.6.16 (p.110))

Den skal forstas som summen af to uendelige raekker: > 7% c_pz™" + Yo" ¢p 2™ hvor
de forlanges, at begge raekker er konvergente. Hvis konvergensradier er hhv. pq, ps er
rackken absolut konvergent i ringomradet G = {z € C|1/p; < |z| < p2} mellem de
to koncentriske cirkler med centrum i 0 og radier 1/p1, p2. Den ved Laurentrackken
definerede funktion er holomorf i G (B.p.110-111)

Kan ogsa tages i centrum a: ¢, (2 —a)" pa ringomradet {z € C|R; < |z—a| <
Ro} (Bp.111)

Ved en logaritmefunktion for A C C\ {0} forstas en funktion [ : A — C, sa
l(z) € logz for z € A, altsa sa exp(l(z)) = z. Hvis a er en argumentfunktion
for A sa er I(z) = log|z| + ia(z) en logaritmefunktion for A og hvis [ er en log-
aritmefunktion for A, sa er @ = Iml en argumentfunktion for A. Dermed ses, at
A C C\ {0} har en kontinuert argumentfunktion netop hvis den har en kontinuert
logaritmefunktion. Log, er en holomorf gren af logaritmen i den opskarne plan C,
og er der en stamfunktion til 1/z. Log, = Log pa C, (B.p.84-85)

[a,b] — C en vej, 7(t) = z(t) + iy(t). Leengden er L(y f Iy (¢
f V' (£)? + y' (t)2dt (idet |y (t)] stykvist kontinuert sa 1ntegrabel). (B.D.2.7 ( .34 ))

Funktion, der ikke har veaesentlige singulariteter. Meengden heraf betegnes M(G)
(B.p.99)

Ved en meromorf funktion i et omrade G C C forstas en afbildning h : G — CU oo
med egenskaberne (B.D.6.15 (p.108))

o P ={zec GJh(z) = oo} er diskret i G

o Restriktionen f = h|g\ p er holomorf i den abne meengde G \ P

e Ethvert punkt a € P er en pol for f.

En holomorf funktion i G er meromorf med P = (). (B.p.109)

Funktionen h(z) = f(z)/g(z) er meromorf med polmaengde bestar af de a € Z(g)
hvor ordenen som naevnernulpunkt er stgrre end ordenen som teellernulpunkt. Man
kan pa naturlig made addere og multiplicere to meromorfe funktioner idet sum og
produkt er holomorfe uden for den samlede polmangde, men visse af polerne kan
veere haevelige singulariteter for resultatet. Hvis h er meromorf og # 0 er ogsa 1/h
meromorf. Nulpunkter for h af orden n er ogsa nulpunkter af orden n for 1/h, og
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det samme gaelder for polerne. (B.p.109)
En rational funktion er meromorf i C med kun endeligt mange poler (B.p.109)

For en lukket kontinuert kurve v : [a,b] — C\ {0} kaldes w(v,0) = 5-argvar(y) € Z
kurvens omlgbstal om 0 (B.D.5.12 (p.82)). Bem. omlgbstallet skifter fortegn hvis
gennemlgbsretningen sndres.

G C C aben kaldes et omrade hvis alle P, € G kan forbindes med trappelinje i
G (B.D.1.8 p.16)

G C C omrade. For to vilkarlige kurver med samme start- og slutpunkt geelder, at
den ene kan deformeres kontinuert over i den anden (omrade 'uden huller’). Formelt:
Der findes kontinuert homotopi H : [0,1] x [0,1] — G med H(t,0) = vo(¢), H(t,1) =
v1(t), H(t,s) = vs(t) hvor ¢t € [0,1] og vs(0) = H(0,s) = a,vs(1) = H(1,s) = b.
(B.p. 41) Bem: enkeltsammenhaengendeC konveksC stjerneformet.

G C C omrade. G er stjerneformet om a € G hvis der for alle z € G geelder, at
linjestykket [a, 2] C G (B.p.41)

En isoleret singularitet a kaldes en pol af orden m € N for f hvis (z —a)™ f(z) har
en graensevaerdi for 2 — a og lim, (2 — a)™ f(2) # 0. En pol af orden 1 kaldes en
simpel pol (B.D.6.10 (p.104))

Potenser z%, (z,a € C) defineres for z # 0 ved z* = exp(alog z) og er dermed en
uendelig maengde. (B.p.86)

Hvis [ er en holomorf gren af logaritmen for et omrade G C C\ {0}, sa er exp(«l(z))
en holomorf gren af z* med afledet aexp((a — 1)I(z)) (B.p.87)

Den til f € H(G \ {a}) horende funktion f.(z) =Y [°c_n(2 —a)~" - altsd summen
af leddene hgrende til negative potenser i Laurentrackken kaldes den principale del
af f. f(z) — fe(2) er holomorf i G \ {a}, og har en haevelig singularitet for z = a.
fi = f — fe fastleegger den holomorfe udvidelse til a (B.D.6.20, p.115))

Ved en rational funktion forstas et udtryk af formen p(z)/q(z) hvor p,q € C(z),q #
0. Funktionen f(z) = p(z)/q(z) er dermed holomorf i C\ Z(q) og Z(f) = Z(p)
(B.p.105)

Lad f € H(G \ {a}) have en isoleret singularitet for z = a € G med Laurentrackken
f(z) = 37 en(z — a)™. Koefficienten c¢_; kaldes residuet af f i a og betegnes
Res(f,a), s& Res(f,a) = c_1 = 5 faK(a,r) f(2)dz,0 < r < p, hvor K(a, p) er den
storste cirkelskive i G med centrum i a (B.p.125)

Lad G C C omrade og a € G. Hvis f € H(G \ {a}) kaldes a en isoleret singularitet
for f. Hvis f kan tilleegges en kompleks veerdi i a sa& f bliver holomorf i G siges
singulariteten at veere heevelig. Den veerdi f skal tilleegges i a er lim,_,, f(2). Ellers
kaldes singulariteten essentiel (B.D.6.8 (p.103))

f:G— C,G CC omrade. En funktion F': G — C kaldes en stamfunktion til f,
hvis F' er holomorf i G og F' = f (B.D.2.10 (p.35)

Kurve bestaende af vandrette og lodrette linjestykker (B.D.1.8 (p. 16))
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En vej (contour) er en parameterfremstilling ~ : [a,b] — C, som er stykkevist C!.
(B.D.2.5 (p.33))

2 Seaetninger

Funktionen Arcsin z = f[o . \/%,z € G(= C\ {z € R||z| > 1}) der fas ved at

integrere langs linjestykket fra 0 til z (eller via vej) er holomorf i G og stamfunktion

til 1/4/1 — 22 (B.p.89)

Lad 0 : A — R veere kontinuert argumentfunktion for en kurvesammenhangende
A C C\ {0}. Sa er for hvert p € Z ogsa 0 + 2mp en kontinuert argumentfunktion for
A, og der er ikke andre. (B.L.5.8 (p.80))

Lad 7 : [a,b] — C veere kontinuert kurve, der forlgber helt i en cirkelskive K (zg,7) C
C\ {0}. Sa findes en kontinuert argumentfunktion langs kurven (B.L.5.9 (p.80))

Lad v : [a,b] — C vaere kontinuert kurve, der ikke passerer gennem 0. Sa findes en
kontinuert argumentfunktion 6 : [a,b] — R langs v og enhver kontinuert argument-
funktion langs 7 er givet som 6(¢) + 2pm for passende fast p € Z (B.S.5.10 (p.81))
(Bemaerk - billedet v* har ikke ngdvendigvis kontinuert argumentfunktion).

Ethvert enkeltsammenhangende omrade G C C\ {0} har en kontinuert argument-
funktion (B.S.5.14 (p.85))

Lad K vere en afsluttet og begraenset meengde i C (eller generelt R¥). Til enhver
familie (G;);c; af &bne maengder i R* som overdsekker K, dvs. K C U;crG; findes
endeligt mange indices i1,...,i, s&a K CG1U---UG, (B.S.4.13 (p.64))

Cauchy-Riemann: f(z) = f(z + iy) = u(x,u) + iv(z,y) komplekst differentiabel
iz9 = @+ iyo < 1) u,v begge differentiable i (x0,y9) og 2) Cauchy-Riemann
differentialligningerne opfyldt:

Ou  0Ov Ou ov

dxr 9y’ 9y Oz
i zg - f er holomorf i G, hvis disse betingelser geelder i G. (B.S.1.6 (p.14))

Lad f € H(G),G aben. Sa er f vilkarligt ofte differentiabel. (PB.S.4.8 (p.60))

Lad G C C aben. En diskret maengde A C G er teellelig og G\ A er aben (B.S.5.6
(p-77))

Potensrackke: exp(z) = > o erT'L med p = 00 og exp’(z) = exp(z) (B.F.(1),(2) (p.19))
Funktionalligning: exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2) (B.S.1.15 (p.20)).

Eulers formel: exp(iz) = cos z+isin z = exp(x)(cosy+isiny)(z = x+iy), exp(if) =
cosf +isinf (B.S.1.16 (p.21))

|ez| = e$7627ri = 17€iﬂ- =-1 (BSllG (p22))
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Eksponentialfunktionen er periodisk med periode 27 (B.p.22)
Ligningen exp(z) = 1 har lgsningerne z = 27ip,p € Z (B.S.1.18 (p.23))

Lad «v : [a,b] — C veere parameterfremstilling for en vej. For kontinuert funk-

F)IL(y) = maxeepap [f (7)) IL()
(B.L.2.8 (p.34) Ofte findes vurdering |f(z)| < KVz € v*, sa max,- |f| < K. Da fas

[, | < KLG). (Bp39)

tion f : v* — C geelder ‘fvf’ < max,eq-

Lad f € H(G) og antag, at f ikke er identisk 0. Hvis a € G er et nulpunkt for
f (dvs. f(a) = 0), sa findes entydigt n € N og en entydig g € H(G),g(a) # 0 sa
f(z) = (z —a)"g(z),z € G. Tallet n kaldes nulpunktets multiplicitet eller orden
(B.S.6.1 (p.99))

Ordenen af nulpunktet a for f betegnes ord(f, a). Et nulpunkt af orden 1 kaldes et
simpelt nulpunkt (B.p.100)

Lad G veere et omrade i C og antag, at f € H(G) kun har endeligt mange nulpunk-
ter i G. Da findes et polynomium p(z) og en nulpunktsfri funktion ¢ € H(G), sa

f(z) =p(z)p(z),z € G. (Opg. 6.1 (p.120))

Lad G C C ében og v : [a,b] — C kontinuert kurve, der forlgber helt i G. Der findes
endeligt mange delepunkter a = tg < t; < --- <t, =b1i [a,b] og en radius r > 0, s&
Ug K (y(t:),7) C G og sa y([ti, ti+1]) C K(y(t;),t),i=0,1,--- ,n—1 (B.L.5.2 (p.76)

Lad u vaere reel C? funktion, der er harmonisk i et enkeltsammenhaengende omrade
G C R?% ~ C. Sa findes en holomorf funktion f : G — C med Ref = u, og f er fast-
lagt pa neer addition af en rent imaginaer konstant. (Begge veje geelder) (B.S.4.10

(p-63))

Picards seetning: For en ikke-konstant hel funktion f : C — C er enten f(C) = C
eller f(C) = C\ {a} for passende a € C. Hvis f ikke er et polynomium, er f~*({w})
en uendelig maengde for alle w € C pa naer hgjst et enkelt. (B.S.4.19 (p.67))

Moreras seetning: Lad f : G — C (G aben) vaere kontinuert i omrade G C C. Hvis
f,y f = 0 for enhver lukket vej i G eller blot |, an [ = 0 for enhver massiv trekant

A C G, saer fholomorfi G (B.S.4.12 (p.64))

Hvis f(z) er kontinuert i et enkeltsammenhzengende omrade G og fv f(z)dz =0 for
enhver lukket vej v C G, sa er f analytisk pa hele G (WA p.347).

sinh z = 62726_2 , coshz = % (B.p.23)

oo 2n+l
0 (2n+1)?

coshz = > ° 2" med p = oo (B.p.23).

Potensraekker sinhz = > n)t

Differentialkvotienter sinh’(z) = cosh(z), cosh’(z) = sinh(z). (B.p.24)
Sammenhaeng med trigonometriske sinh(iz) = isin z, sin(iz) = isinh z, cosh(iz) =
cos z, cos(iz) = cosh z.(B.p.24). Desuden sin(z + iy) = sinx coshy + i coszsinhy

(B.0.1.12 (p.26))

Idoitformlen cosh? z — sinh? z = 1 (B.p.24)
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Tan mv. tanh z = sinh z/ cosh z, coth z = cosh z/ sinh z. Holomorfe i C\ {ir/2+inZ}
hhv. C\ inZ (B.p.24)

Hvis to holomorfe funktioner f, g i et omrade G stemmer overens i en delmaengde
A C G som har et forteetningspunkt i G, da er f(z) = g(2) for alle z € G (B.S.6.5
(p.101)

f : [a,b] — C kontinuert. Trekantsuligheden
(B.S.2.1 (p-29)) (idet Rew < |Rew| < |w|

I f(t)dt‘ < [PIf(t)ldt geelder

Hvis f : G — C kontinuert, G C C omrade , og F' : G — C stamfunktion for f,
geelder f,y f(z)dz = F(z2) — F(z1) = F(y(b)) — F(y(a)) for enhver vej v fra z; til
zo. Specielt geelder f,y f =0 for enhver lukket vej v (B.S.2.11 (p.35))

Cauchys integralssetning : f : G — C holomorf i enkeltsammenhsengende omrade
G C C. Lad + veere en lukket vej i G. Da geelder fv f(z)dz = 0 (B.S.3.1 (p.42))
(brug evt. lukkede trappelinjer)

Cauchys integralsaetning for stjerneformet omrade: Lad G C C veere stjerneformet
omrade og f € H(G). For enhver lukket vej v i G geelder f7 f(z)dz =0 (B.S.3.3

(p-45))

Cauchys integralformel: Lad f : G — C vaere holomorf i aben maengde G og antag,
at K(a,r) C G (plads til en lidt sterre cirkelskive). For alle zg € K(a,r) geelder
(idet cirklen gennemlgbes en gang mod uret)

szlém)ﬂdw

211 Z— 2y

(B.S.3.8 (p.48)). Desuden gaelder (ved differentiation under integraltegnet) (B.S.4.8
(p-60))

!
(n) - Ad eN
f (20) 2mi /61((1177') (z - Zo)n+l “n 0

Udvidet version: Lad f € H(G), G enkeltsammenhangende omrade. Lad ~ vaere
en lukket vej i G. Daer w(v, 20) f(20) = 5 1&gy 20 € G\v* (Opg. 6.8 (p.121))

2mi Jy z—2p

Middelveerdikorollar: Lad f : G — C holomorf i 4ben maengde G med K(a,r) C G.

1 2m

Da gaelder f(a) = 5= [ f(a+re??)dd, dvs. vaerdien i centrum er lig middelveaerdien

af veerdierne pa periferien. (B.K.3.9 (p.49))

Stamfunktion: Enhver holomorf funktion i et enkeltsammenhaengende omrade har
en stamfunktion (B.S.3.5 (p.46)).

Goursats lemma: G C C aben, f € H(G). Daer [,, f(z)dz = 0 for enhver massiv
trekant A C G (B.L.3.2 (p.43))

Cauchys residuesazetning: Lad G veere enkeltsammenhaengende omrade og lad P =
{a1,...,a,} € G. Lad v veere en simpel lukket vej i G som omslutter aq,...,a,
og som gennemlgbes en gang med positiv orientering. For f € H(G \ P) gelder
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(B.S.7.1 (p.125)) (Bemeerk, polernes orden er uden betydning)
/ f(z)dz = 2mi Z Res(f,a;)
i 1

Lad f veere en rational funktion f(z) = 522 = %ﬂ,am #0,b, #0

og antag, at n > m + 2 og at f ikke har nogen poler pa den reelle akse. Sa er
2. flx)de = 2mi Z’f Res(f,z;) hvor z; er polerne i den gvre halvplan (B.S.7.8
(p-133)). (I nedre halvplan sendres fortegn (B.p.134))

Lad f veere en meromorf funktion i C uden poler pa den reelle akse og med kun en-
deligt mange poler z; i den gvre halvplan. Hvis maxo<i<x |f(Re)| — 0, R — o0 s&
vil limp oo ffRf(x)erx = 2710 3.V Res(f(2)e™2, z;), A > 0 (B.S.7.10 (p.134))(I
nedre halvplan sendres fortegn og A < 0) (B.p.135))

Lad h: G — CU {00} vaere meromorf i et enkeltsammenhzengdende omrade G og
lad v veere en positivt orienteret simpel lukket ved i G, der ikke gar igennem nogen
af h’s nulpunkter og poler. Sa er

1 B (2)

— dz=N—P
2mi J., h(z) :

lig med antallet N af nulpunkter minus antallet P af poler for h i det delomrade
af G som -y omslutter. Ved udregningen telles et nulpunkt eller en pol af orden m
som tallet m (B.S.7.3 (p.128))

f(z) = f(z +iy) = u(x,y) + iv(x,y). Jacobi-determinanten er (B.p.16)
ou\> o\’ ou\’ ov\? "o
wi=(a) (&) = (&) (&) v
f € H(G),G C C omrade.
e Hvis f/(z) =01ialle z € G, sa er f konstant (B.S.1.9 (p. 16)).

Hvis f kun har reelle veerdier er f konstant (B.K.1.10 (p.16))

Hvis | f| er konstant er f konstant (B.0.1.7 (p.25))

e En begraenset hel funktion er konstant (Liouvilles seetning) (B.S.4.20 (p.67))
(ditto for f(z) analytisk og begraenset (WA. p.348))

Lad f: A — C veere kontinuert pa kurvesammenhaengende A C C. Hvis f(A)
er diskret i C er f konstant (B.S.5.7 (p.78))

Se ogsa identitetssaetningen

f kontinuert ensbetydende med, at Ref og Imf begge kontinuerte (B.p.6)
For f € H(G), G aben er f’ kontinuert (P.Bem. 4.9 (p.62)).

Lad M C C og f, : M — C uniformt konvergent mod f: M — C. Huvis alle f,, er
kontinuerte i zp € M, sa er f ogsa kontinuert i zp (B.S.4.2 (p.57))

Lad G C C aben. En fglge af funktioner f,, : G — C konvergerer lokalt uniformt
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mod f : G — C hviss: For hver afsluttet og begraenset delmsengde K C G vil
fn(2) = f(z) uniformt for z € K (B.S.4.15 (p.65))

Lad G C C aben. Hvis en fplge af funktioner f, : G — C, f,, € H(G) konvergerer
lokalt uniformt pa G mod f : G — C, da er f € H(G) Fglgen af afledede f/, kon-
vergerer lokalt uniformt mod f’ pa G (B.S.4.17 (p.66)) (Det geelder ogsa for n’te
afledede (B.p.66))

Punktvis konvergens svagere end lokal/kompakt uniform konvergens svagere end
uniform konvergens (B.p.65)

Lad f € H(C\ P), P C C diskret i C og antag, at ingen af f’s singulariteter a € P er
haevelige. For hvert zg € C\ P fremstilles f ved en potensraekke f(2) = > 0" an(z —
20)" 1 den stgrste abne cirkelskive K (zg,p) C C\ P, og p = inf{|zp — a|la € P} er
konvergensradius. (B.S.6.24,p.118-119)

Antag, at f er holomorf i ringomradet G = {z € C|R; < |z —a| < Ry hvor
0 < Ry < Ry < 0. Sa fremstilles f i G som sum af en entydigt bestemt Lauren-
trckke f(z) = > cn(z — a)™, z € G, og koefficienterne i reckken er givet ved

Cp = 5 f(’)K(a " %d@n € Z, hvor r €] Ry, Ry er vilkarlig. (B.S.6.17 (p.111))

2me

Antag, at f,g € H(G) ikke er identisk 0 i en omegn af a € G. Greenseveerdien

lim,_, % eksisterer hviss ord(f,a) > ord(g, a), og s& geelder lim,_., 58 = 2‘;:;553

hvor ¢ = ord(g, a) og dermed ¢(@(a) # 0 (B.S.6.7 (p.102))

Lad G C C\ {0} omrade. Hvis der findes en kontinuert argumentfunktion « for
G, sa er l(z) = log|z| + ia(z),z € G en holomorf gren af logaritmen, og den er
stamfunktion til 1/z, dvs. I(z) = 1/z. (B.S.5.14 (p.85)).

Ogsa l(z) 4 2mip,p € Z er holomorf gren af logaritmen pa G, og der er ikke andre
(P.Bem. 5.15 (p.86))

S
w

z z

For |z| < 1 geelder potensraekkeudviklingen Log(l +2) = 2z — 5 + 5 — +--- =
o (U™ on med konvergensradius 1 (B.S.5.16, (p.86))

1 n
Lad 7 : [a,b] — C\ {0} veere en vej, der ikke passerer 0. Sa er f,y 9z = Jog % +
targvar(y). Hvisy er lukket er omlgbstallet om 0 givet ved w(~,0) = 2%” 5 ‘i—z - altsa

et helt tall (B.S.5.23 (p.90))

Der gzelder tilsvarende for lukket vej v, at w(7, 20) = 7= f,y Zfzzo , 20 € C\y* (B.p.94)
Lad n € N veere givet. Funktionen 2" afbilder vinkelrummet {z € C\ {0}||Arg 2| <
7/n} bijektivt pa Cr. Den omvendt funktion p,(z) = (|z|'/™)e*A'8 2/ er en holo-
morf gren af z!/™ pa Cr (B.S.5.13 (p.83)). Der geelder L 21/m = %

Lad f € H(G) og antag, at f ikke er identisk 0. Ethvert nulpunkt a for f er isoleret
i den forstand, at der findes r > 0 sa f(z) # 0 for z € K'(a,r). Maengden Z(f) af
nulpunkter for f er diskret i G, specielt er Z(f) teellelig (B.S.6.3 (p. 101))

Der gelder ogsa, at hvis P C G er diskret i G, sa findes f € H(G) sa Z(f) = P
(B.p.101)
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Exp er nulpunktsfri i C, sin z har numerable nulpunkter z = pm,p € Z, sin(1/z) pa
C\ {0} har nulpunkter (p7)~!,p € Z (B.p.101)

Lad f € H(G) og antag, at f ikke er identisk 0. For et nulpunkt a € G er ordenen n
karakteriseret ved f(a) = f'(a) = --- = f™ Y(a) =0, f(a) # 0 (B.K.6.2 (p.101)

Lad f,g € H(G) hvor G er et enkeltsammenhaengende omrade. Lad « veere en sim-
pel lukket vej i G og antag at |f(z) — g(z)| < |f(%)],z € y*. Sa har f og g samme
antal nulpunkter talt med multiplicitet i det begreensede omrade, som v omslutter
(Rouches satning) (B.S.7.5 (p.130))

Lad h: G — CU {00} vaere meromorf i et enkeltsammenhzengdende omrade G og
lad « veere en positivt orienteret simpel lukket ved i G, der ikke gar igennem nogen
af h’s nulpunkter og poler. Sa er

1)
2mi J., h(z)

dz=N-P

lig med antallet N af nulpunkter minus antallet P af poler for h i det delomrade
af G som -y omslutter. Ved udregningen telles et nulpunkt eller en pol af orden m
som tallet m (B.S.7.3 (p.128))

argvar(I') = 2r(N — P) - da 55 [} 200 4 — (T, 0) (B.74, 5.129)

Lad 7 : [a,b] — C vej i C oglad f, : v* — C veere folge af kontinuerte funktioner.
(B.S.4.6 (p.59))

e Hvis f, — f uniformt pa v* geelder lim,_ ffy fn = f,yf = ffy limy,— o0 fr

e Hvis > ° f, konvergerer uniformt mod s : v* — C pa v* gaelder > ° f7 fn=

fos =15

Omlgbstallet omkring 0 er givet som w(v,0) = Zg_l sign(Ay) altsa antallet af
gange v krydser L i positiv omlgbsretning minus antallet af gange v krydser L i
negativ omlgbsretning (B.S.5.24 (p.91-92))

Omlgbstallet omkring z € G er givet som w(y,z) = w(y—2,0)idet y—z : [a,b] — C
er kurven ¢ — 7(t) — z som ikke passerer 0, (B.p.93)

Lad 7 : [a,b] — C veere lukket kontinuert kurve. Omlgbstallet w(~,-) : C\ y* — Z
er konstant i hvert af komponenterne af C \ v+ (B.S.5.25 (p.94))

En aben kurvesammenhaengende meengde G C C er et omrade i den forstand at to
vilkarlige punkter i G kan forbindes med en trappelinje (B.S.5.3 (p.76))

Om et omrade G C C er fglgende betingelser ensbetydende (B.S.5.18 (p.88))
e (G er enkeltsammenheengende
e Alle f € H(G) har en stamfunktion
e Tor alle f € H(G) og enhver lukket vej v i G geelder fv f(2)dz=0

e Alle nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf logaritme, dvs. | € H(G) sa
exp(l) = f
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e Alle nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf kvadratrod, dvs. g € H(G) : g? =
f

e Enhver nulpunktsfri f € H(G) findes en holomorf gren af f* = exp(«al) hvor
a € C og [ er en holomorf gren af logaritmen til f

Riemanns afbildningsseetning: Lad G veere et enkeltsammenhaengende omrade, G #
C. Sa findes en bijektiv holomorf funktion ¢ : G — K(0,1). (B.S.5.19 (p.88)). Den
omvendte funktion ¢! er ogsa holomorf.

Antag f € H(G \ {a}) har en pol af orden m i a . Funktionen
9(2) = { (Z —a)" f(2), z € G\ {a}

lim, ..(z —a)™f(z), z=a
er da holomorf i G og har potensraekke g(z) = > " an (z —a)™ i den stgrste abne
cirkelskive K(a p) C G. Der gaelder for z € K'(a,p), a
f&)=om + o T T 2 T 0 am+k(z—a)k
Funktionen p(1/(z —a)) = 37" Z’"a" hvor p(z) = 31" am—k2" kaldes den princi-
pale del af f i a. Nar man traekker den principale del fra f far man en holomorf
funktion med en heevelig singularitet i a, sa singulariteten er koncentreret i den
principale del af f. (B.p. 104)

Lad d € C[z] (dvs. polynomium) vere forskellig fra nulpolynomiet. Til p € Clz]
findes entydigt bestemte polynomier ¢,r € Clz] sa p = gd + r, grad(r) <grad(d).
Polynomierne d, g, kaldes heholdsvis divisor, kvotient og rest. Hvis d, p har reelle
koefficienter, sa geelder det ogsa for ¢,r. (B.S.4.22 (p.68))

Et polynomium p(z) af grad n > 1 har netop n rgdder i C, regnet med multiplicitet
(B.K.4.25 (p.69))

Binomialraekken: Lad o € C . For |z] < 1 geelder (1 4 2)* = exp(aLog (1 + 2)) =
S ( 3 )z” (B.S.5.17 (p.87))

En potensraekke, Zo anz, og dens ledvist differentierede
ST apnz"t = 370" apq1(n + 1)2" har samme konvergensradius (B.L.1.11 (p.17))

Den ved potensraekken Y ° a,,2" fremstillede funktion f er holomorf i konvergen-
scirkelskiven K (0, p) og f'(2) = Y07 na,z"~! for |z] < p (B.S.1.12 (p.17))

Desuden er f vilkarligt ofte differentiabel i K (0, p) og ax = f(];)!(o) Jk=0,1,....

Dermed er potensraekken sin egen Taylorraekke omkring 0,
o M) n
F2) =32 L0 2] < p. (BK.1.13 (p.19))

Lad potensraekkerne f(z) = Y o an2",9(z) = Yo bp2™ have konvergensradier
p1,p2. Hvis der findes 0 < p < min(py, p2) sa f(z) = g(z) for |z| < p, sa er
an = by, for alle n. (B.S.1.14 (p.19))

En potensraekke Y a,,2™ med konvergensradius p og sumfunktion f(z) =Y % a,2", z €

K (0, p) konvergerer uniformt mod f pa enhver lukket cirkelskive K(0,7) med r < p
(Men ikke ngdvendigvis pa K(0, p)). (B.S.4.5 (p.58))

Givet en potensreekke >0 a,(z — b)™, an,b € C, hvor der findes et N € N, sa

)
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an, #0 forn > N.

‘an‘
‘an+l|
for potensraekken. (Kvotientkriteriet)

1. Hvis greenseveerdien R = lim,,_ eksisterer, da er R konvergensradius

2. Hvis greenseveaerdien R = lim,, o |a,|~ /" eksisterer, da er R konvergensra-
dius for potensraekken (Rodkriteriet).

Bemeerk i begge tilfeelde kan R godt veere oo. (S.S.5.2.3)

Dekomponering: Lad r,q € C[z] veere uden feelles nulpunkter, 0 < grad(r) <
grad(q), og lad aq,...,a, veere nulpunkterne for ¢ med multipliciteter myq, ..., my.
Der findes entydigt bestemte konstanter c¢;; € C sa ;8 = Z?:l S (Z?W
Formlen udtrykker, at den rationale funktion er sum af sine principale dele. (B.S.6.12
(p.106))

Mengden H(G) i en aben G C C er stabil ved addition , subtraktion, multip-
likation, og (safremt neevneren aldrig=0) division. (B.S.1.3 (s.1.2)). Seedvanlige reg-
neregler for differentiation gaelder, herunder sammensatte funktioner og inverse: Lad

f € H(G) veere injektiv. Sa er f(G) dben i Cog [~ (f(2)) = 7z (B.S.1.4 (p.12))

Antag, at h har en simpel pol i a. Sa er Res(h,a) =lim,_,,(z — a)h(z). (B.p.126)

Antag, at h = f/g er meromorf med en simpel pol i a og at f(a) # 0,g9(a) =
0,¢'(a) # 0. Sa er Res(h,a) = f(a)/g'(a) (B.p.127)

Antag, at h har en pol af orden m > 11 a. Idet vi definerer ¢ ved ¢(z) = (z—a)™h(z)

") (g, 197)

sa ¢ har en heevelig singularitet i a er Res(h,a) = =y

Lad f,g € H(G) hvor G er et enkeltsammenhaengende omrade. Lad « veere en sim-
pel lukket vej i G og antag at |f(z) — g(z)| < |f(2)],z € y*. S& har f og g samme
antal nulpunkter talt med multiplicitet i det begreensede omrade, som v omslutter
(Rouches saetning) (B.S.7.5 (p.130))

Hvis f € H(G \ {a}) har en essentiel singularitet i a, sa er f(K'(a,r)) overalt taet
i C for ethvert » > 0 hvor K(a,r) C G (bem. A C C overalt teet hvis A = C)
(B.S.6.11 (p.105))

Antag f € H(G\ {a}), f ikke identisk 0, og at f er begreenset i K'(a,r) for r > 0.
Sé har f en haevelig singularitet i a. (B.S.6.9 (p.103))

Den isolerede singularitet a for f € H(G\{a}) med Laurentreekken f(z) = > ¢, (2—
a)",z € K'(a,p) er (B.S.6.21 (p.116))

e havelig hviss ¢, =0 for n < 0

e pol hviss ¢, = 0 for alle n < 0 pa neer endeligt mange. Polens orden er det
stgrste m > 0 sa ¢, # 0

e essentiel hviss ¢, # 0 for uendeligt mange n < 0

Lad G C C aben og f € H(G). Den i x-aksen spejlede meengde og funktion de-

fineres ved G* = {z € C|z € G}, f*: G* — C, f*(2) = f(2), 2 € G*. Der gwlder, at
J* € H(G*) og () = (/)" (Ope. 6.3.1 (p.120))
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Hvis G er spejlingsinvariant, dvs. G = G* er GNR # (.
f € H(G) er reel pA G NR hviss f er spejlingsinvariant (f = f* eller f(Z)f(z))
(Opg. 6.3.2 (p.120))

En hel funktion f(z) = > ;" a,z™ er spejlingsinvariant hviss a,, € R,n € Ny (Opg.
6.3.3 (p.120))

Stamfunktion Lad f : G — C kontinuert, G C C omrade , og antag f7 f = 0 for enhver lukket
trappelinje i G. Da har f en stamfunktion (givet ved F' = fA/ f med ~, trappelinje
fra zg til z) (B.L.2.12 (p.36))
For kontinuert f : G — C pa omrade G C C er fplgende ensbetydende

e f har stamfunktion

e For vilkarlige z1, 22 € G har f,y f samme veerdi for enhver vej v 1 G fra z; til
z2

. fﬁ/ f =0 for enhver lukket vej i G.

Nar betingelserne er opfyldt finder man en stamfunktion F' til f ved at veclge
20 € G og seette F(z) = fw f hvor v er vilkarlig vej (f.eks. trappelinje) i G fra z til
z (B.S.2.13 (p.38))

Hvis f : G — C i omrade G C C har en stamfunktion, da er den (f) holomorf
(B.S.4.11 (p.64))

Taylorreekke Lad f € H(G),G aben. Sa er for alle a € G Taylorraekken med centrum a konver-

gent med sum f i den storste abne cirkelskive K (a,p) C G: f(2) = > o %(z -
a)", z € K(a,p) (B.S.4.8 (p.60))

f er altsa analytisk , faktisk C* (B.p.62),

Trigonometriske Potensrackker sinz =y o° %, ,cosz =y ° (_(12):)2!2" med p = oo (B.(7)-(8)
funktioner (p-21))

eF 412
2

iz _ iz
21

Euler: sinz = , COSz =

Additionsformler: sin(61+65) = sin 6y cos 2+cos 0 sin 62, cos(0;+02) = cos 61 cos Oy —
sin 67 sin 6y (B (10)-(11) (p.22)).

De Moivre: (cosf + isinf)™ = cosnf + isinnf (B p.22)

tan z = sin z/ cos z og cot z = cos z/sin z er holomorfe i C\ {7/2 + 7Z} og C\ 7Z
(B.p.23)

tan(® z = g+1an,k tan® z med ank > 0,an % € Z 0g any = 0 nar sign(n) =
sign(k). (B.0.1.17 (p.27))

Weierstrass Lad }°° fn(z) veere uendelig rackke af f, : M — C og antag, at der findes en
Majorantraekke- konvergent majorantraekke, dvs. en konvergent raekke > % a,, med positive led, sa
setning Vn € NoVa € M : | f,(z)| < an. Sé er reekken > ° f,, () uniformt konvergent pa M

(B.S.4.4 (p.58))
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Abne mengder Lad G C C veere aben og antag at K(a,r) C G. Da findes R > r med K(a,R) C G
(altid plads til en lidt stgrre cirkelskive) (B.L. 3.6 (p.47))

3 Symboler
arg(z) Argument
Ca Opskaret plan
~ Parameterfremstilling for vej
y* Billedet af v
H(G) Meengden af holomorfe funktioner pa G
Im(z) Imagingerdel
K(a,r) Aben cirkelskive
K'(a,r) Udprikket cirkelskive
K(a,r) Afsluttet cirkelskive
0K (a,r) Rand af cirkelskive
L(v) Leengden af vejen
1(z) Logaritmefunktion
Log 2 Hovedlogaritme
M(G) Maengden af meromorfe funktioner pa G
w(v,0) Omlgbstal for v omkring 0
ord(f,a) Ordenen af nulpunkt a for f
Re(z) Realdel
Res(f,a) Residuum for fia
|z Modulus
Z(f) Nulpunktsmaengde for f

4 Opskrifter og trix

i = &t s (B.OLL (p.29))

Singularitet, afgorelse Den isolerede singularitet a for f € H(G\{a}) med Laurentreckken f(z) = >-% ¢, (2—
af type a)",z € K'(a,p) er (B.S.6.21 (p.116))

e havelig hviss ¢, =0 for n < 0
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e pol hviss ¢, = 0 for alle n < 0 pa naer endeligt mange. Polens orden er det
storste m > 0 sa ¢, # 0

e essentiel hviss ¢,, # 0 for uendeligt mange n < 0

Antag, at h har en simpel pol i a. Sa er Res(h,a) = lim,_,,(z — a)h(z). (B.p.126)

Antag, at h = f/g er meromorf med en simpel pol i a og at f(a) # 0,g(a) =
0,¢'(a) # 0. Sa er Res(h,a) = f(a)/¢'(a) (B.p.127)

Antag, at h har en pol af orden m > 11 a. Idet vi definerer ¢ ved ¢(2) = (z—a)™h(z)

sa ¢ har en haevelig singularitet i a er Res(h,a) = % (B.p.127)

Lad h: G — CU {00} vaere meromorf i et enkeltsammenhzengdende omrade G og
lad v veere en positivt orienteret simpel lukket ved i G, der ikke gar igennem nogen

af h’s nulpunkter og poler. Sa er - fw };L(Zz)) dz lig med antallet N af nulpunkter
minus antallet P af poler for h i det delomrade af G som v omslutter. Ved udreg-

ningen teelles et nulpunkt eller en pol af orden m som tallet m (B.S.7.3 (p.128))

Givet en potensraekke > a,(z — b)™, an,b € C, hvor der findes et N € N, sa
an # 0 forn > N.

lan]
lant
for potensraekken. (Kvotlentkrlterlet)

1. Hvis greenseveerdien R = lim,,_ T eksisterer, da er R konvergensradius

2. Hvis greenseveaerdien R = lim,, o |a,|~/™ eksisterer, da er R konvergensra-
dius for potensrackken (Rodkriteriet).

Bemeerk i begge tilfselde kan R godt veere oo. (S.S.5.2.3)

5 Gennemregnede eksempler

0 n#l - .
dz ’ . — -
c. = = { omi. m=1 (Ex. 2.14, p.38). C; : |z| = r (enkelt positivt cirkel

gennemlgb), n € Z. Konklusion: n # 1 —stamfunktion z!="/(1 — n), 27! ingen
stamfunktion i C\ {0}.

J, zriyzdz = 0 (Opg. 2.3(p.39)) for v lukket vej i C\ {i}
f,y P(z)dz =0 (Opg. 2.4(p.39)) for v lukket vej i C og P(z) polynomium.

> zdz € R (Opg. 2.5 (p.39)) for v lukket vej i C

21

f f(z = —f f(2)¢'(z)dz (Opg. 2.6 (p.39)) for f,g € H(G),~ lukket vej i
omradet G

faK 0.2) M2dz = mi(e —1/e) (Ex. 3.10 (p. 49))

ﬁfﬁ‘; —3t¢itb gt — ¢=2% h € R (Ex. 3.11 (p.50))
Log z = f[1 . 4tz € G Stamfunktion til 1/z i G = C\] — 00, 0] (stjerneformet om
1). (Opg. 3.5, 3.6 (p.52-53))
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Log (re?) =logr +if for = = re? 0 €] — =, w[,7 > 0. (Opg. 3.6 (p.53))
Arctan 2 = [} 2% pa G = C\ {iy|ly| > 1} (Opg. 3.8 (p.53))

Arctan z € H(G), & Arctan z = H% (Opg. 3.8 (p.53))

Arctan z =z — 2 + % — - |z| <1 (Opg. 3.8 (p.53))

Iy sin(2?)dx =[5 cos(a?)dx = 2—@ (Opg. 3.9 (p.53))

= 27 Jo
pg. 4.5 (p.70))

f(C) =C for f ikke-konstant hel funktion (Opg. 4.10 (p.71))

u(a) = 2 u(a+re'?)df for u : G — R harmonisk i &ben G C C og K(a,7) C G
0]

arg(z120) = arg z; + argas

log(z122) = log z1 + log 23 for 21,29 € C\ {0} (Opg.5.2 (p.95))

Arg (z129) = Arg z1 + Arg ay

Log (z122) = Log z1 + Log 25 for Rez; > 0 og Rezo > 0 (men ikke generelt for
z1,22 € C\ {0}) (Opg.5.2 (p.95))

{z € C||z| = 1} har ingen kontinuert argumentfunktion (Opg. 5.4 (p.95))
Arg (%) = arg (2),]2%] = |#I°, = € C; (Opg. 5.8 (p.96))
G aben, f € H(G) nulpunktsfri. log |f| er harmonisk i G

argvar(yUd) = argvar(y)+argvar(9) for v : [a,b] — C\{0},9 : [b,¢] — C\{0},~(d) =
d(b) (Opg.5,5 (p.96))

(30 anz") (g brz™) = >0 enz™, ¢n = > arbp—k Cauchy-multiplikation (Opg.5.12
(p-97))
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