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Ekstra ugeopgaver

1. [GRP2: 16] *Lad k = k(o) vere tallet defineret i GRP(2.18.1), altsd som summen
k =73 (p— 1)mp(o). Som nzevnt kan o kan skrives som produkt af k transpostioner. Vis,
at o ikke kan skrives som produkt af farre end k transpositioner.

2. [TAL3: 17] Lad a, n vare to naturlige tal, og lad d vaere den stgrste felles divisor for a, n.
Der findes da fremstillinger d = xa — yn med hele tal x, y. Vis, at der er et entydigt valg af
x, y saledes, at 1 < x < n/d, og at der med dette valg gelder 0 < y < a/d.

3. Bestem cykelfremstillingen af (123 ... n)---(1234)(123)(12).
4. *Bestem cykelfremstillingen af (12)(123)(1234)---(123 ... n).

5. For primtallene 5, 13 og 17 har vi 5 = 22 + 12, 13 = 3% 4+ 22, og 17 = 4 4 12. Derimod
kan 7, 11 og 19 ikke skrives som en sum af to kvadrater. Prov med nogle flere primtal, og
formuler en s@tning. *Bevis s@tningen.

6. For hvilke n = 2,3, ...,25 er gruppen af primiske restklasser (Z/n)* cyklisk? Prgv
eventuelt med nogle flere verdier af n, og formuler en s@tning. *Bevis s@tningen.

7. Lad N vere en normal undergruppe af gruppen G. To sideklasser, A} = g N og Ay =
g2 N, er specielt delm@ngder af G. Produktet A A; har derfor to definitioner, i GRP(4.1) og
1 GRP(4.15). Giver de to definitioner samme resultat?

8. Findes der 1.000.000 pa hinanden fglgende ikke-kvadratfrie naturlige tal?

9. Bestem antallet af Igsninger modulo 7 til kongruensen x? =

10. [GRPI1: 21] *Vis, at en ikke-tom mangde G med en associativ komposition ‘x’ er en
gruppe, hvis og kun hvis der for alle a, b € G gelder, at ligningernea xx =bogyxa =2>b
har Igsninger x, y € G.

11. [TAL3: 16] Vis, for n > 3, at der er uendelig mange primtal p med p % 1 (mod n).

12. [GRP4: 23] *Dirichlet’s setning udsiger, at nar (a,n) = 1, sd findes der uendelig
mange primtal p med p = a (mod n). Vis, at der findes uendelig mange primtal p med
p =1 (mod 4). [Vink: kig pa en primdivisor p i (2p1 - -- px)? + 1, og anvend GRP(4.17)
pa G := (Z/p)* og et passende g.]

13. Erdet muligt at dele en terning 1 1992 terninger (naturligvis ikke alle af samme stgrrelse)?
[Kilde: Lettisk konkurrence — for 9. klasse! Jeg syntes, den var svar!]

14. [GRP7: 22] For en undergruppe H af en endelig gruppe G virker G ved translation pa
mangden X = G/H af sideklasser. Bestem isotropigruppen for en given sideklasse x H.
Bestem kernen for den tilhgrende repraesentation G — Perm(G/H).

15. [GRP7: 23] Antag, at p er den mindste primdivisor i ordenen af G, og at H er en
undergruppe af index p. Vis, at H er normal.

16. [RNGI1: 20] Kvaternion-enhederne 1, i, j, k tilhgrer ringen Mat; (C). Vis, at matricerne
af formen al + bi + cj + dKk, for reelle tal (a, b, ¢, d), udggr en delring H af Mat,(C). Vis,
at H er et skevlegeme.
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17. Vis det omvendte af Wilson’s s@tning, forn > 2: Hvis (n — 1)! = —1 (mod n),saern
et primtal. Hvad med det omvendte af Fermat’s s@tning?

18. [RNG6: 19] Lad & vere et (irrationalt) kvadratisk tal med diskriminant D. Vis, for et
ulige primtal p, at p er et primelementi Z[£], hvis og kun hvis D modulo p ikke er et kvadrat.

19. Nar n er primoplgst, n = p‘fl ---p,”, er det let at bestemme antallet af (positive)
divisorerin: det er produktet (vi + 1) - - - (v, + 1). Kan du finde en formel for summen o (n)
af divisorerne i n?

20. Ettal n kaldes fuldkomment, hvis n er lig med summen af sine divisorer, fraregnet n selv,
altsa hvis o (n) = 2n. Eksempler: 6 = 1 +2+30g28 =142+ 4+ 7+ 14. Vis (Euklid),
at hvis 2K — 1 er et primtal, sd er n = 2k=1(2k _ 1) fuldkomment. Vis omvendt (Euler), at
ethvert lige fuldkomment tal er af denne form. (Man ved ikke om der findes ulige fuldkomne
tal.)

21. Bestem modulo 101 en liste med mindst 20 primiske restklasser og deres inverse — pa
hgjst 2 minutter. [Vink: prgv at faktorisere 100 og 102.]

22. For antallet p(n) af cykeltyper i S, (altsa partitioner af n) gelder trivielt, at p(n) =
> pn(n), hvor pj(n) er antallet af cykeltyper med 2 som den mindste leengde af en cykel.
@jensynlig er p,(n) = 1 og pp(n) = 0 forn/2 < h < n. Visfor h < n, at py(n) =
> <k<n—h Pk(n — h) og overvej, at dette kan bruges til en rekursiv bestemmelse af p(n).

23. For en permutation o = (oq, ..., 0,) (i den direkte notation) bestemmes antallet af
inversioner £(o) sadan: man gennemlgber pladserne, for i = 1, ..., n, og teller for hver
plads i hvor mange gange, der pa en senere plads star et tal, der er mindre end det i te:
oj < o;. Antag, at oy > oy, og lad o’ vere permutationen, der (i den direkte notation)
fas fra o ved at ombytte tallene o og ox+1. Vis, at £(c’) = £(o) — 1. Slut heraf, at o kan
skrives som produkt at £(o') nabotranspositioner, og specielt, at sign(o) = (—1)%©),

24. [RNG2: 11] Lad R vare en kommutativ ring, og lad a vere et ®gte ideal. Antag, at
R\ a C R* (altsa athvert r € R med r ¢ aer invertibelti R). Vis, at R/a er et legeme og at
a er et maksimalideal. Vis, at a er det eneste maksimalideal 1 R.

25. [RNG6: 18] Lad p vere et ulige primtal. Vis for hele tal b, ¢ og D := b% — 4c, at
kongruensen z> — bz +c¢ =0 (mod p) har Igsninger, hvis og kun hvis kongruensen x> = D
(mod p) har lgsninger.

26. [RNG6: 20] Afggr om den diofantiske ligning x> + xy — y? = 17 har Igsninger.

27. [RNG6: 21] Lad R = Z[£] vere en kvadratisk talring med diskriminant D. Vis, at R er
euklidisk for D = —3, —4, —7, —8, —11. Vis, at R er euklidisk for D = 5, 13. Vis, at R er
euklidisk for D = 17.

28. [GRP4: 24] *Bestem kommutatorundergrupperne S, og A, . [Vink: Forn > 5 er enhver
3-cykel en kommutator af to 3-cykler. Undersgg ogsa hvad der sker for n < 4.]

29. [TAL2: 15] En fglge af naturlige tal a,, defineres ved forskriften

ay = 110" "' 7/2] mod 10" 4 1,
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hvor |« er den hele del af det reelle tal @ og x mod d betegner den principale rest af x ved
division med d. Vis, at S := {a, | n € N} er en begrenset delma@ngde af N. Lad m vere det
mindste tal i S. Vis, at 1 < m < 2. Kan du afggre hvilken af de to muligheder der indtraffer?

30. *Et bergmt resultat af Lagrange udsiger, at ethvert naturligt tal er en sum af fire ikke-
negative kvadrater; her ma nogle af kvadraterne altsa vaere 0. Angiv eksplicit en funktion
f:1{5,6,7,...} > Nsaledes, at der for ethvert k > 5 gaelder: Hvisn > f(k), sa er n en sum
af k positive kvadrater.
31. [GRPI1: 22] *Antag, at G er en mengde med en associativ komposition ‘x’, som har et
venstreneutralt element e, dvs ¢ x x = x for alle x € G. Vis, at hvis hvert element x har et
venstreinverst x', dvs x’ * x = e, sd er G en gruppe.

Vis, at hvis hvert element x har et hgjreinverst x’, dvs x xx” = e, sd er G ikke ngdvendigvis
en gruppe.

Vis, at hvis man ud over eksistensen af hgjreinverse elementer yderligere antager: af
a x x = b x x for alle x fglger a = b, sa er G en gruppe.
32. Lad p(n) veere antallet af cykeltyperi S,,, altsa antallet af partitioner af n, oglad pj, (n) veere
antallet af typer, hvor leengden af den stgrste cykel er 4. @jensynliger p(n) = >, _, pr(n).
Vis rekursionsformlen: p,(n) = 1 ogforh < ner py(n) = ZZ:I pr(n —h).
33. Lad der vare givet en bijektiv afbildning ;: X — Y. Ggr rede for, at hvis o er en permu-
tation af X, sd er “o := uopu~! en permutation af Y. Vis, at hvis o er produkt af disjunkte
cykler (x1 ... xp), sd er “o produkt af de tilsvarende disjunkte cykler (u(x1) ... p(xp)).

34. [TAL2: 16] Vis, at 14 + 2% + - - 4+ n* = n(6n* + 1503 + 10n% — 1)/30.
35. [TALG6: 12] Lad n vere et naturligt tal, fremstillet med & cifre i 10-talssystemet. Antag,
at n’ er fremkommet af n ved ombytning af de k cifre. Vis, at tallet n — n’ er deleligt med 9.

36. [TAL3: 18] Et naturligt tal p > 1 har fglgende egenskab: p|lab = p|a eller p|b.
Vis, at p er et primtal.

37. [TAL2: 17] Vis, at alle naturlige tal n er karakteriseret ved en interessant egenskab.
[Vink: brug Velordningsprincippet.]

38. Lad n vare et naturligt tal primisk med 10. Vis, at der findes et multiplum af »n, som 1
10-talssystemet skrives med lutter 1-taller.

39. [TAL3: 19] Antag for naturlige tal a, b, ¢, d, at ab = cd. Vis,ata|c <= d|b.

40. [TAL3: 20] Antag, atn|ab (n > 1), og setd := (a,n). Vis, at % | b ved at bruge en
fremstilling d = xa 4+ yn. [Vink: Indsat fremstillingen i bd.]



