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11. januar 2005

Facitliste til eksamensopgaver

Facit til de fgrste 14 opgavesat er blevet til paa basis af Jonas B. Rasmusssens facitliste.
Han regnede stgrstedelen af opgaverne, medens han fulgte kurset, og har siden som instruktor
hjulpet med at komplettere listen og rette fejl i den. Listen indeholder facit til mere end 200
opgaver, og den @ndres lgbende, saa den er n&ppe uden fejl.

Bemerk, at de facitter, der star pa listen, n@sten aldrig er tilstrekkeligt svar pa opgaven.

Sommer 1996
1. Cy60, C2 x Cy30 0g Di30.
Benyt at S4 ikke indeholder elementer af orden 6 (betragt de mulige cykeltyper).
f(x) er reducibel i R[X].
f(x) erirreducibel i Q[X].
f(x) er reducibel i Zs[ X].
ot =(13)(2456)0ogto = (12)(3456),sa|ot| = |to| = 4.
(123)(124) = (13)(24).
45.
Benyt at elementer af samme cykeltype som 7 ma tilhgre den mindste normale under-
gruppe af Sg indeholdende 7, og benyt sa at 3-cyklerne i Sg frembringer Ag.
10. 144 0og C(o) = (o).
11. Benyt Sylows s@tninger (260 = 22 -5 - 13).
12. 50 = —i(14+0)2Q + )22 —i)2.
13. 198.
14. x + 1.
15. Benyt at g(x) {1 f(x) indenfor Z,[X].

LRI NE WD

Vinter 1996-97
1. Ci40, C2 x Cq9, D79 0g Cip x D7.
2. (D) og (D?, S).
3. f(x) erreducibel i R[X].
4. f(x) erirreducibel i Q[X].
5. f(x) erirreducibel i Zs[X].
6. ot =(12345)(67)ogto = (12346)(57),sd |ot| = |to| = 10.
7. Benyt at u er et produkt af disjunkte transpositioner.
8. 105.
9. 8,9,11, 13, 14 og 15.
10. 840 0g C(0) = (o).
11. Benyt Sylows s@tninger (140 = 22 .5-7).
12. 1+i,1+2iog1+4ierirreducible,og 1 +3i = (14i)(2+i)og1+5i = (1+i)(342i).
13. 92.
14. g(x) er irreducibel i Z,[X] da det ikke har rgdder i Z;, og at det er det eneste ses ved
eftersyn.
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15.

x4+ Lt 3+ logxt +x + 1.

Sommer 1997

1.

[ G S G S S
TR NEFR TR

CRXIAANR WD

o =(153)(264) og sign(o) = 1.

2341,

Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfylder kravet er den cykliske.
Vis og benyt at |(g1, g2)| | » hvis og kun hvis |g1], |g2| | n.

1iC60, 15iA5,3iA4,31 iD300g23iD3 XD5.

Benyt at en cyklisk undergruppe af orden 4 kun kan indeholde drejninger.
For f € X er (S4)f = Sg x S4—i hvor k er antallet af elementer f sender i 0.
5.398.083.

Benyt Sylows sa&tninger.

Benyt Sylows satninger (880 = 2% . 5. 11).

6.

f(x) er reducibel i R[ X].

. f(x) erirreducibel i Q[X].
. f(x) erreducibel i F>[ X].
11 4+2i = (14202 - i)

Vinter 1997-98

1.

[ G G G Sy
Nnbh LW =S

LXRXAANE WD

a =29 og |[al72] = 6.

sign(o) = 1 og 3.

id, (12)(34),(123),(12)(3456),(12345),(12)(34)(567)0g(1234567).
1120.

Benyt at nogle af grupperne er kommutative, og betragt elementordener for at vise resten.
Benyt at en undergruppe isomorf med Kleins Vierer-gruppe ma indeholde drejninger.
Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfylder kravet er den cykliske.
(S4)1,1,0,00 = {id, (12), 34, (12)(34)} 0g (0,0, 1, 2).

Benyt Sylows sa&tninger.

105.918.450.471.

x!2 — 10 er irreducibel i Q[ X].

(XX 2

. 10.

2+ /=7 1+6+4/—=70g2+ +/—7har kun de trivielle divisorer £1 og (2 4+ +/—7).
. 1,2 0g6.

Sommer 1998

1.
2.

a =77 og |[a]igo] = 12.
Benyt afbildningen pa elementet xy.
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Hvis o betegner permutationen, sa er 0 = (05)(1892)(3476), |o| = 4 og sign(o) =
—1.

240.

12.

Benyt Sylows sa&tninger.

Benyt Sylows sa&tninger.

Vis konkret at de kommutative grupper ikke indeholder 8 elementer af orden 24.

30.

36.

. Betragt primringen for L.

. f(x) erreducibel i R[X].

. f(x) erirreducibel i Q[ X].
. f(x) har ikke en rod i [Fy7.

216.

Vinter 1998-99

a =31 og |[a]ioo| = 10.

Benyt at elementer af orden stgrre end 2 optreder i par.

Hvis o betegner permutationen, saer o = (0264)(1957), |o| = 4 og sign(o) = 1.
315.

68.

Benyt Sylows sa&tninger.

Benyt Sylows sa&tninger.

72.

108.

Betragt primringen for L.

. f(x) erreducibel i R[ X].
. f(x) erirreducibel i Q[ X].

13. f(x) = (x2+ D% +x+2).
14. N(16 4 15i) =481 =13-370g 16 + 15 = 3+ 2i)(6 +i).
15. 192.
Sommer 1999
1. |[2]385] = 60.

2.
3.

o

o199 = (1432)(576).

Hvis o betegner permutationen, saer 0 = (03)(147692)(58), |o| = 6 og sign(o) =
—1.

Der findes elementer af orden 15 1 Sg, men ikke 1 S7 (og enhver gruppe af orden 15 er
cyklisk).

1051 S7 og ingeni Ag.

Benyt at en undergruppe af ulige orden ikke kan indeholde spejlinger.
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10.
11.
12.
13.
14.
15.

Benyt at et element af orden 2 er sin egen invers.

p+ 1

Bestem ordenen af en Sylow-3-undergruppe.
120.

Benyt at ¢ errod i x® — 1.

f(x) er reducibel i R[ X].

f(x) erirreducibel i Q[ X].

fx) = (2 +2)(x* +3).

N2 +54/=7) =319=11-290g 124+ 57 = 2 — /=) (=1 +2/=17).

Vinter 1999-00

(217909 = [1000]1999.
|[2]495] = 60.
Vis at x — x> er en permutation af Z/10.

02000] =3, 1431 og sign(629%) = 1.

143.

Benyt at en undergruppes orden er divisor i gruppens orden.
1999.

1000N.

Benyt Noethers 1. Isomorfis@tning.
Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfylder kravene er den cykliske.

. 30.
. f(x) erreducibel i R[ X].

13. f(x) erirreducibel i Q[X].
14. Benyt vinket.
15. (1872,704).
Sommer 2000
1. |[2]eo3| = 30.
2. 0t = (12345)(6789), 0 = (12346)(5789), tot~! = (123467), |oT| =
lto| =20, |[tot~ | =6 og sign(ot) = sign(to) = sign(rat_l) = —1.
3. Betragt de mulige cykeltyper.
4. Benyt at nogle af grupperne er kommutative, og betragt elementordener for at vise resten.
5. Vis og benyt vinket ved at vise at n | ¢(1) for alle naturlige tal n.
6. Sylow-2-undergrupper har orden 64, Sylow-3-undergrupper har orden 81, Sylow-5-

[y
—_ o \& 0 3

[y

undergrupper har orden 5 og Sylow-7-undergrupper har orden 7.

. Benyt Sylows s@tninger.

. C3 XC3 XC7 XC7 XC]],C3 XC3 XC]] XC49,C7 XC7 XC9 XC]]OgC9 XC]] XC49.
. 192.700.

. Benyt RNG (6.14).

. Benyt RNG (6.14).
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12.
13.
14.
15.

380 = —19(1 + )* 2 +i)(2 —i).
f(x) erreducibel i R[X].

f(x) erirreducibel i Q[ X].

f(x) erreducibel i F3[ X].

Vinter 2000-01

1.
2.

—

13.
14.
15.

e XRIAANEW

Benyt at (Z/189)* >~ (Z/7)* x (Z]27)*.

po = (12345),0t = (B34567),1p = (123)(567), |po| = |ot| =5, |[tp| = 3 og
sign(po) = sign(ot) = sign(tp) = 1.

0% = (165432).

1623,

Vis at Dg og A4 ikke er isomorfe ved at betragte elementordener.

Benyt at en frembringer for Cg afbildes pa enten 1 eller —1.

Sylow-2-undergrupper har orden 8 og Sylow-3-undergrupper har orden 3.

Bestem ordenerne af Sylow- p-undergruppernei S, og Sz,1.

Vis konkret at den eneste kommutative gruppe der opfylder kravet er den cykliske.
252.375.

3,7, 11 og 8 4+ 3i er primelementer, og 2 = —i(l + N2, 5 =0Q+D2 -1 og
13 =2+ 3i)(2 - 3i).

31 = (7+43V2)(7 - 3V2).

x® — 26 er irreducibel i Q[X].

Vis at f(x) ikke har rgdder i [F3.

gx) = f)( + x> +2x +1).

Sommer 2001

1.

FNANER WD

Benyt at (Z/44)* ~ (Z/4)* x (Z/11)*.

o0 =(12453),|o| =5, ogsign(o) = 1.

5! og sign(t) = 1.

2iC60,8iA4XC5,2iD300g2iD3 XD5.

Benyt at QQ ikke er cyklisk.

Cy xCy xCy x(Cy,Cy xCq xCq0gCy xCg.

Benyt Sylows sa&tninger.

Sylow-2-undergrupper har orden 16, Sylow-3-undergrupper har orden 9 og Sylow-5-
undergrupper har orden 5.

352.

. 4+371,5+4t 0g 6+ 57.
11.
12.
13.
14.
15.

Benyt RNG (6.14).

4=(14++/=3)1—J/=3).

x2 4+ 1 er reducibel i C[X] og irreducibel 1 R[ X].
Vis at g(x) ikke har rgdder i Q.

Vis at bade f(x) og g(x) har rgdder i Fs.
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Vinter 2001-02

1.
2.

10.

11.
12.
13.
14.
15.

Sl A o

[[11]630] = 6.

0203 = (2 3), 020304 = (1 3 4), |O’203| = 2, |0203U4| = 3, sign(0203) = —1 og
sign((720304) =1.

1,2,3,4,50g6.

110, 18211622 1641 1423 142141, 1224, 1222411242, 25, 2341 0g 2142,

S3 >~ D30gCs x Cg =~ Cs5 x Cy x C3 = C3 x Cyp.

Fx fordi Dy x Cs har 13 elementer af orden 2 og S4 har 9.

p > 2.

Af de to abelske grupper af orden 234 er der kun én, der har et element af orden 18 (eller
af orden 9).

(58 + 4.5 +2.52 + 1.5 + 4.5 +4.5%)/16 (= 25.395).

Brug, at N(1 + yt) = 1 + y — y2. Fx fas N(1 +ar) = +1 fx fora =0, 1, —1, 2. Fx,
forb = —2,3er N(1 + bt) = —5 = £primtal, sa 1 — 27 og 1 4+ 37 er primelementer;
tilsvarende med b = —3, 4, og —4, 5, og —5, 6, 0g —6,7. Fx, forc = —7,8 er N(1 +

ct) = —55=—5-11,sal — 7t og 1 + 87 er hverken en enhed eller et primelement.
73 =1+ 3+/-8)(1 —3/-8).
3og7.

Undersgg om polynomierne har rgdder i Fs.
g(x) er reducibel i R[X].
g(x) er reducibel i ;[ X].

Sommer 2002
1. |[311210] = 6.
2. 0 =(123)(4567)(89), |o| = 12 og sign(o) = 1.
3. Fxo =(12345)(6789),t =(12)(345)(6 78910) ellerr = (123)(456 78910).
4. 1,2,3,4,6,7,12, 14, 21, 28, 42 og 84.
5. Betragt elementordener. Fx: G har 8 elementer af orden 3 og H har 2.
6. G abelskmed |G|=140 = 4.5-7 giver G = Cy x C3 x C5 x Cyeller G = C4 x C5 x C7,

N

10.
11.
12.
13.
14.
15.

og den fgrste er udelukket, idet |g| = 20 medfgrer, at G har et element af orden 4.
Hvis ¢ var injektiv, ville 60 < 30.

Sylow-11-undergruppen er normal, thi modulo 1l er2 =2,7=7,13 = 2,27 = 3,
2-13=4,713=3,27-13 = 6.

Eisenstein anvendt pa en vilkarlig af primdivisorerne (2, 7, 11, 13) i 2002.

X200 4 2002 er reducibel i R[X].

X936 _ 1936 = (X998 — 44) (X798 + 44) er reducibel i Q[ X].

D(§) = —8 og N(x + y&) = x2 4+ 2y2.

134+ 106 = (1 — 2&)(—3 + 4¢).

1 +&ogl+36.

N(21 4 6£) =513 0g 21 4+ 6& = (1 + £)(1 — £)%(1 + 3%).
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Vinter 2002-03

1.

—
N hWN =S
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I[4]7] = 3, [[4]11] = 5, |[4]13] = 6 og [[4]1001] = 30.

o =(12453), |o| =5 o0gsign(o) = 1.

Medo = (12345)0gt =(234567)er|ot| = 12. || = 30 er udelukket i Sg.
o([x]) = [x/123].

Fx fordi %1//(1) ¢ V¥ (Z) (nar ¢ er ikke-triviel).

g* = (id, —id).

Fx fordi G men ikke H har et element af orden 2 i centret.
Sylow-2003-undergruppen er normal.

X2002 _ 2025 = (X 1001 _ 45)(x 1001 4 45) er reducibel i Q[X].

X2092 _ 2003 er reducibel i R[X].

. X292 _ 2003 er irreducibel i Z[X].

D) = =3 0g N(x + y&) = xZ —xy+ y2.

. £ og 1+ £ er enheder.
. 1 — & og 1 4 3¢ er primelementer.
. N4 +58) =21,4+58 =1 - &)(1 + 3§).

Sommer 2003

1. 30.

2. 0 =(01)(23456)(789), type = 2!315!, orden = 30 og fortegn = —1.

3. 15.

4. Cykeltyperne: 142!, 1222 0g 23. Antallet = 15+ 45+ 15+ 1 = 76.

S. Ja,0 = (12)(34) eller (14)(23); ja, o0 = (13) eller (24); og ne;.

6. CgXCQXC50gC4XC4XC5.

7. Fx fire af fglgende: Qg x Ci5 (1), D4 x Ci5 (5), Ag x Cyg eller D3 x Coq (7), S4 x Cs

o°

10.
11.

12.
13.
14.
15.

(9), D5 X C12 (11), D12 X C5 (13), D6 X C]() (15), D20 X C3 (21), D]() X C6 CHCI‘A4 X D5
(23), S5 (25), A5 X C2 ellerD15 X C4 (31),D6 X D5 = D]o X D3 (47), D60 (61), D30 X C2
(63), ...

En Sylow-7-undergruppe er normal; ikke tilsvarende for Sylow-19-undergrupperne.
Homomorfien kan angives som z +— z°, idet elementerne i C15 og C1o er komplekse
tal; eller som {fs > ;126 (kan alternativt angives additivt: i (mod 15) — 2i (mod 10));
eller som (x, y) — (x, 1) under identifikationen C15 = Cs x C3 og Cjg = C5 x C3);
eller som C;s — Cy5/C3 = Cs — Cjp under de naturlige inklusioner C3 C Ci5 og
Cs C Cyp.

Cp)7 2P + (p— D2+ p-20PFTD/2),

2002 = —i(1+i)2-7-11- 3 +2i)(3 — 2i) og 2003 er et primelement. Antallene er
192 (eller 48 bortset fra associering) og 8 (eller 2 bortset fra associering).
21R,20021C, 20021 [Fp03 og 14 1 Fao.

f erreducibel i R[ X].

f erirreducibel i Q[ X].

f = (X? — 44)(X? + 44) er reducibel i Fogp3[ X].
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Vinter 2003/04

1.

e
NnhLWN =S
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55.

12.

(0)(1248)(36129)(510)(7141311). Type 112143, Orden 4. Fortegn 1.

216!, 213161, 2231, 2232 2431,

Benyt, at y og ¥ ! er konjugerede, fordi de har samme cykeltype, . .. .

Cy x C3 x Cy7 0g Cy x Cg x Co.

Fx fire af: A5, A4 X C5, D3() = D15 X Cz, D]o X C3, D6 X C5 = D3 X C](), D3 X D5.
Benyt Sylow’s s@tninger, . .. .

24.

Ordenen af billedet er 2. Med sign: S4 — C; er S4 — Cy — Cjg et eksempel.

. (224624223 +92%)/18 = 46.

5=024+i)2—-i),5+i = (14+i)(3—2i),5+2i =primelement, 5+3i = (1+i)(4—1i).

. f erreducibel i R[X].
. f erirreducibel i Q[ X].
. f= X6+ 1iF;3[X], og f er reducibel, idet fx 2 er rod.

Sommer 2004

1.
2.
3.

W

10.
11.

12.

166.

(03896102)(14)(57); 227'; orden 14, sign = 1.

(14253),(14325), 14)(25@3), (15)(243), (153)(24), (1524)(3). De fgrste tre
er de lige af dem.

Der er 6 abelske grupper af orden 72, — med 56, 24, 14, 8, 6, og 2 elementer af orden 6.
¢(16) = 8, sa |(Z/16)*| = 8, svarende til restklasserne af 1, 3,5,7,9, 11, 13, 15. Kva-
draterne er 1,9,9,1,1,9,9, 1, specielt 3 elementer af orden 2. Det udelukker Cg og
Cy x Cy x Cy, tilbage bliver muligheden (Z/16)* = C4 x Cs.

Sy x S3 C Ss, bestaende af de permutationer, der stabiliserer {1, 2} og {3, 4, 5}; den har
orden 12. Banen bestar af alle 2-element-delmangder {a, b}.

. #Syl; = 1,dal1, 13 0g 11-13 erudelukket. Tilsvarende: #Syly; = 1,#Syl;3 = 1. Derfor

er G produktet af sine Sylow-undergrupper, og dermed G = C7 x Cy1 x C13 = Cygo1.-
Set H := {o't/}. Brugot = t0: Ferst,da o' t/okt! = ikt +! er H stabil. Videre
ere=0"7"c H. Ogforh =coit/erh™' =07t~/ € H.

Tilsvarende udggr produkter af potenser af 3 disjunkte 5-cykler en undergruppe af
orden 53 = 125, isomorf med Cs5 x C5 x Cs. Tallet 5 forekommer 3 gange i primop-
lgsningen af 15!, sa undergruppen er en Sylow-5-undergruppe af S;5. Da Sylow-5-
undergrupperne parvis er konjugerede, er de specielt alle isomorfe med den fundne.
|G| = 22.3:5 giver mulighederne 1, 4, 10;derer 1 i Cgp, 0g 41 Cs x Ag,0g 101 As.
§(3%+2.32 4+ 1.3* + 2.3 +23%) =954,

(53 — 12/11)/(3 — 2/11) =3 — 2/11,0g 3 —2/11) /(4 — V/11) = =2 — /11, 54
(53 — 124/11) = (4 — V11D (=2 — V11)? [ogsd = (7 + 24/11)*(13 — 4/11)?].
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13. Nej.

14. Ja, anvend Eisenstein pd f(X 4+ 1) = X* +4X3 + 18X? 4+ 28X + 22 med p = 2.

15. (X—a)(X+a)(X—3/a)(X+3/a) = (X*>—a®)(X*—=9/a?) = X*—(a*+9/a®) X*+9,
og altsd = f(X) netop néir a®> + 9/a> = —12, dvs netop nar f(a) = 0.

Vinter 2004-05
1. 1600; 400.

2. (13)(24568)(79);225';10; 1; (2865 4).

3. 176.

4. 1241 2141,

5. 16.

6. Cip5 x C31,Cos x C5 x C31, C5 x C5 x C5 x Cszq.

7. 16712

8. —
9, —

10. f erreducibel i R[X].

11. f erirreducible i Q[X].

12. #rgdder = 10.

13. 700.

14. 430.

15. 4% = 4096.



