MAT 2AL EO 1
15. januar 2004

M atematik 2AL , sommeren 1996

1. Angiv 3 ikke-isomorfe grupper af orden 260.

2. Gar redefor, at diedergruppen Dg ikke er isomorf med en undergruppe af den symme-
triske gruppe S.

| de nasste tre spargsmal betragtes polynomiet f(x) = x3 + 3x2 + 6x + 24.
3. Afger, om f(x) er irreducibel som polynomium i ringen R[x].
4. Afger, om f(x) er irreducibel som polynomiumi ringen Q[x].

5. Afger,om f (x) erirreducibel som polynomiumi ringenZs[ x], hvor Zs er restklasseringen
modulo 5 og koefficienternei f(x) fortolkes som restklasser i Zs.

| de naeste 5 spargsmal betragtes den symmetriske gruppe Sg. En permutation kaldes en
dobbelttransposition, hvis den er et produkt af 2 digunkte transpositioner. Med o og
betegnes falgende to cykler i Se:

o =(23456) 0g T =(123).

6. Udregn produkterne ot 0og to, 0g angiv ordenerne af disse to permutationer.
7. Visved et eksempel, at et produkt af to 3-cykler kan vaae en dobbel ttransposition.
8. Bestem antallet af dobbelttranspositioner i Se.

9. Gar redefor, at den mindste normale undergruppe af Se¢ som indeholder ¢ er den ater-
nerende gruppe As.

10. Bestem antallet af permutationer i Sgsom er konjugeredemed o. Angiv dernaest samtlige
permutationer i centralisatorenfor o, dvsdepermutationer w i Sg, for hvilkeuo = o .

11. Vis, at en gruppe af orden 260 ikke kan vaare ssimpel.
12. Skriv tallet 50 som et produkt af irreducible elementer i Gauss' talring Z[i].

13. Hvor mangeforskellige perlekaeder med 7 perler kan der laves, nar der er trefarver perler
at vadge imellem?

| de sidste 2 spergsmél betragtes polynomierne f(x) = x>+ x3+1ogg(x) = x2+x + 1i
ringen Zo[x].

14. Bestem resten af f (x) ved division med g(x), dvs angiv det polynomium r(x) af grad
mindre end 2, som indgér i en fremstilling f(x) = g(x)g(x) + r(x) i Zo[x].

15. Polynomiet g (x) er det enesteirreducibleandengradspolynomiumi Zy[x] [Dette kraeves
ikke bevidt]. Vis, at polynomiet f(x) er irreducibelti Zo[x].
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MAT 2AL EO
15. januar 2004

M atematik 2AL, vinteren 1996-97

1. Angiv 4 ikke-isomorfe grupper af orden 140.

2. Vis, at diedergruppen D4 indeholder to ikke-isomorfe undergrupper af orden 4.
| de nasste tre spargsmal betragtes polynomiet f(x) = x3 + 12x2 + 18.

3. Afger, om f(x) er irreducibel som polynomium i ringen R[x].

4. Afger, om f(x) er irreducibel som polynomium i ringen Q[x].

5. Afger,om f (x) erirreducibel som polynomiumi ringenZs[ x], hvor Zs er restklasseringen

modulo 5 og koefficienternei f(x) fortolkes som restklasser i Zs.

| de naeste 5 spargsmal betragtes den symmetriske gruppe S7. En permutation kaldes en
dobbelttransposition, hvis den er et produkt af 2 digunkte transpositioner. Med o og

betegnes falgende to cykler i S7:

o =(123456) 0g T =(567).

6. Udregn produkterne o t 0og to, 0g angiv ordenerne af disse to permutationer.

7. Vis, at enhver permutation p  id i A7, som opfylder u2 = id, er en dobbelttransposi-

tion.
8. Bestem antallet af dobbelttranspositioner i S7.
9. Hvilkeaf tallene 1, 2, . . ., 15 er ikke orden of et element i S7?

10. Bestem antallet af permutationer i S7som er konjugeredemed o. Angiv dernaest samtlige
permutationer i centralisatorenfor o, dvsdepermutationer w i S7, for hvilkeuo = o .

11. Vis, at en gruppe af orden 140 ikke kan vaare ssimpel.

12. Hvilke af tallene1+i, 1+ 2i, 1+ 3i, 1+ 4i, 09 1 + 5i er irreduciblei Gauss talring

Z[i]. Angiv primoplasninger i Z[i] for de reducible &f tallene.

13. Hvor mangeforskellige perl ekaeder med 6 perler kan der laves, nar der er trefarver perler

at vadge imellem?

14. Betragt polynomiet g(x) = x2 4+ x + 1i ringen Z,[x]. Vis, at g(x) er et irreducibelt

polynomium, og vis, at g(x) er det eneste irreducible polynomium af grad 2.
15. Angiv samtligeirreducible polynomier af grad 4 i Zy[x].
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15. januar 2004

M atematik 2AL , sommeren 1997

1. Permutationen o i Sg er et produkt af fire 3-cykler,
o = (456)(345)(234)(123).

Bestem fortegnet for . Angiv fremstillingen af o som produkt af disunkte cykler.
2. En permutation u i S1o har typen 4161, Hvilken type har ;3?

3. Vis, at hvis en kommutativ gruppe af orden 120 har pragcis ét element af orden 2, saer
gruppen cyklisk.

4. For en endelig gruppe G og n € N betegnes med «,,(G) antallet af elementer i G,
hvis orden er divisor i n. Vis, a hvis G er et direkte produkt, G = G1 x G2, saer
on (G) = an(G1)on (G2).

5. Angiv antallet af elementer af orden 2 i hver af falgende grupper: Cgo, As, Ag x Cs,
D3g, D3 x Ds.

6. Vis, at den cykliske gruppe C4 er isomorf med en undergruppe af diedergruppen D,,,
hvis og kun hvisn er delelig med 4.

7. Produktmaangden X := {0, 1}* af 4-sadt (x1, x2, x3, x4) med x; € {0, 1} kan opfattes
som mangden af afbildninger {1, 2, 3,4} — {0, 1}. Felgelig virker S pa X. Beskriv
isotropigrupperne for denne virkning.

8. Et kvadratisk mosaik-vindue opbygges ved at sammensadte 4 x 4 = 16 sma farvede
glaskvadrater. Hvor mange forskellige vinduer kan der bygges, nar der er 3 farver glas
at vadge imellem? Det er nok at opstille et regneudtryk for antallet.

9. Lad S1 og S vage grupper a orden 2” og lad H1 og H» vaae grupper af ulige orden.
Vis, at hvis S1 x Hy 0g S2 x H» er isomorfe, saer S1 og S, isomorfe.

10. Vis, at en gruppe af orden 880 ikke kan vaare ssimpel.

11. Bestem, i polynomiumsringen [F3[ X], antallet af irreducible polynomier af grad 2.
| de nasste tre spargsmal betragtes polynomiet f = X° + 21X + 63.

12. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].
13. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen Q[ X].

14. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen F>[ X], hvor > = Z/2 og koeffi-
cienternei f fortolkessom restklasser modulo 2.

15. Angiv, i Gauss talring Z[i], primoplgsningen af tallet 11 + 2i.
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M atematik 2AL, vinteren 1997-98

1. Bestem et helt tal @ sAledes, ata = 5 (mod 8) oga = 2 (mod 9). Hvilken orden, i
gruppen (Z/72)*, har restklassen af « modulo 727

2. | den symmetriske gruppe Sy betragtes permutationen,
o = ((12345)(56789))°.

Bestem fortegnet for o. Angiv typen af o.
3. Angiv i gruppen A7 et element af hver af de forekommende ordener.
4. Hvor mange permutationer i Sg har typen 21327
5. Vis, at falgende grupper parvis er ikke-isomorfe: C12, Cg x Cp, A4, D3 x Ca.

6. Vis, at Klein’s Vier-gruppeV er isomorf med en undergruppe af diedergruppenD,,, hvis
og kun hvisn er lige.

7. Vis, at hvisen kommutativ gruppe af orden 120 har et element af orden 24, saer gruppen
cyklisk.

8. Talrummet R* kan opfattes som mangden af afbildninger {1, 2, 3,4} — R. Falgelig
virker S4 pARR*. Bestem isotropigruppenfor vektoren (1, 1, 0, 0). Angiv en vektor, hvis
isotropigruppe har orden 2.

9. Vis, at engruppeaf orden5- 7 - 13- 17 ikke kan vaare ssimpel.

10. Et kvadratisk mosaik-vindue opbygges ved at sammenszdte 5 x 5 = 25 sma farvede
glaskvadrater. Hvor mange forskellige vinduer kan der bygges, nar der er 3 farver glas
at vadge imellem? Det er nok at opstille et regneudtryk for antallet.

11. Vis, at netop ét af polynomierne X12 — 8, X2 — 9 og X12 — 10 er irreducibelt i Q[ X].
12. Angiv i [ X] et polynomium, som er reducibelt og uden redder i F».

13. Bestem i polynomiumsringen Fs[ X] antallet af normerede irreducible polynomier af
grad 2.

14. Afger, i den kvadratisketalring Z[+/—7], hvilke af tallene 1 £ 6/—7, der har 2+ /—7
som divisor. Hvilke divisorer har 2 + /—7?

15. For hvilketal n € {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} har ligningen x2 + y2 = n! heltald asninger (x, y)?
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M atematik 2AL , sommeren 1998

1. Bestem et helt tal ¢ siledes, ata = 1 (mod 4), a = 2 (mod 5) og a = 5 (mod 9).
Hvilken orden, i gruppen (Z/180)*, har restklassen af ¢ modulo 180.

2. Om en gruppe G vides, at afbildningen x — x2 er en homomorfi G — G. Vis, a G er
abelsk.

3. Vis, at der ved x — 3x + 5 defineres en permutation af maangden 7/10. Angiv, idet
tallene0, 1, ..., 9identificeres med deresrestklasser modulo 10, cykelfremstillingen af
denne permutation. Bestem permutationens orden og fortegn.

4. Bestem for den symmetriske gruppe Sg antallet af elementer af orden 6.
5. Bestem det mindste naturligetal » for hvilket A,, indeholder et element af orden 30.

6. Lad G vaae en gruppe a orden 60, og lad a(G) betegne antallet af elementer i G &
orden 5. Vis, at a(G) er 4 eller 24, og vis, at begge muligheder kan forekomme.

7. Ger redefor, at en gruppe af orden 992 = 31 - 32 ikke kan vaare smpel.

8. En gruppe a orden 120 indeholder 8 elementer af orden 6. Vis, at gruppen ikke er
kommutativ.

9. Hvor mange perlekaader med 8 perler kan der laves, nér der er to farver perler at vadge
imellem.

10. Hvor mange karusseller med 8 heste kan der laves, nar der er to farver (trae)heste at
vadge imellem.

11. Lad L vaae et legeme med 2" elementer. Vis, at L har karakteristik 2, og beskriv
strukturen af L’s additive gruppe.

| de nasste tre spargsmal betragtes polynomiet f = X106 4 12.
12. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].
13. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen Q[ X].

14. Afger, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 17, om f har
enrodi 7.

15. Hvor mange elementer | Gauss s talring Z[i] er divisorer i 150.
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M atematik 2AL, vinteren 1998-99

1. Bestem et helt tal a sdledes, at a = 3 (mod 4) oga = 6 (mod 25). Hvilken orden, i
gruppen (7Z/100)*, har restklassen af a modulo 100.

2. Lad G vagre en endelig kommutativ gruppe. Vis, at afbildningen x — x2, a G indi G,
er bijektiv, hvis og kun hvis G er a ulige orden.

3. Vis, at der ved x +— 7x + 2 defineres en permutation af maangden Z/10. Angiv, idet
tallene0, 1, ..., 9identificeres med deresrestklasser modulo 10, cykelfremstillingen af
denne permutation. Bestem permutationens orden og fortegn.

4. Bestem for den symmetriske gruppe Ag antallet af elementer af orden 2.

5. Bestem det mindste naturlige tal n for hvilket A,, indeholder et element af orden 1998.
[Vink: 1998 = 2. 33 . 37]

6. Lad G vageen gruppeaf orden 120. Vis, at antallet af elementer i G af orden 5 er enten
4 eller 24, og vis, at begge muligheder kan forekomme.

7. Antag, at tallet 2¥ — 1 er et primtal. Ger redefor, at en gruppe af orden 2" (2" — 1) ikke
kan vaae simpel.

8. Bestem en vaadi af n siledes, at der er prascis 6 kommutative grupper af orden n.

9. Hvor mange karusseller med 10 heste kan der laves, nar der er to farver (tree)heste at
vadge imellem.

10. Lad L vage et legeme med 27 elementer. Vis, at L har karakteristik 3 og at L’s additive
gruppe er isomorf med 7 /3 x Z/3 x 7,/ 3.

| de nasste tre spargsmal betragtes polynomiet f = X* + 100X°3 4+ 100X + 50.
11. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].
12. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen Q[ X].

13. Vis, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 3, at i F3[ X] er
X2 4+ 1divisori f.

14. Vis, at tallet 16 + 15i har en norm, der er delelig med 13. Angiv, i Gauss stalring Z[i],
en primoplgsning af 16 + 15i.

15. Hvor mange elementer | Gauss s talring Z[i] er divisorer i 1998.
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M atematik 2AL , sommeren 1999

1. Bestem i gruppen (Z/385)* ordenen af restklassen af 2.
2. Bestem potensen o199 af permutationen o = (12)(76)(23)(56)(34) i Sy.

3.Vis, at der ved x +— x3 + 3 defineres en permutation af masngden Z/10. Angiv, idet
talene0, 1, ..., 9 identificeres med deresrestklasser modulo 10, cykelfremstillingen af
denne permutation. Bestem permutationenstype, orden og fortegn.

4. Vis, at der findes en undergruppe af orden 151 Sg. Findes der en undergruppe af orden
151 §;?

5. Bestem antallet af permutationer af type 22 i S7 ogi As.

6. Lad d vaaeen uligedivisor i n. Vis, at diedergruppen D,, har praeis én undergruppe af
ordend.

7. Betragt i en gruppe G to forskellige elementer a og b af orden 2. Vis, at ab har orden 2,
hvis og kun hvisa og b kommuterer.

8.Lad p vage et primtal. Bestem antalet af ikke-trivielle undergrupper af gruppen
C, xC,.

9. Vis, a Sylow-3-undergruppernei Sg er isomorfemed C3 x Cs.

10. Overfladen pa badebolde, af perfekt kugleform, er delt i 10 lige store omrader via en
akvator og 5 laangdekredse (som pa en globus), der deler akvator i 5 lige store dele.
Hvert omrade kan vagre farvet radt eller hvidt. Hvor mange badebol de findes der?

| de nasste fire opgaver betragtes polynomiet f = X4 + 1.
11. Vis, at enhedsroden ¢ = ¢2*//8 = 2/2+ L/2 errodi f.
12. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].
13. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen Q[ X].

14. Bestem, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 5, primop-
lgsningen af f i Fs[X].

15. Vis, at normen af tallet 12 + 5./—7 er delelig med 11. Bestem i talringen Z[+/—7] en
irreducibel oplgsning af 12 + 54/—7.
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15. januar 2004

M atematik 2AL, vinteren 1999-2000

NB. Det kraeves ikke godtgjort i besvarelsen, at 1999 er et primtal.
1. Vis, at restklassen af 2 modulo 1999 er invertibel, og angiv den inverse restklasse.
2. Bestem i gruppen (Z/495)* ordenen af restklassen af 2.

3. Vis, at for hvert helt tal a har kongruensen x3 = ¢ (mod 10) en, og modulo 10 kun én,
l@sning x.

4. Angiv, idet o = (12)(76)(23)(56)(34) i S7, orden, cykeltype og fortegn for permuta-
tionen ¢ 2000,

5. Bestem det mindste naturligetal »n for hvilket den alternerende gruppe A, indehol der et
element af orden 2000.

6. Vis, at hvis den symmetriske gruppe S, indeholder en undergruppe af orden 2000, sa er
n > 15. Vis, a Spz indeholder en kommutativ undergruppe af orden 2000.

7. Hvilken orden har Sylow-1999-undergruppeni Szooo.
8. For hvilke vaadier af n indeholder diedergruppen D,, en undergruppe af orden 2000.

9. Lad H vage en undergruppe af den symmetriske gruppe S,,. Vis, atentener H C A,
eller ogsaindeholder H det samme antal lige og ulige permutationer.

10. En kommutativ gruppe G af orden 2000 har praecis et element af orden 2 og praecis 4
elementer af orden 5. Vis, at G mavage cyklisk.

11. Hvor mange forskellige perl ekaeder med 8 perler kan der laves, nar der er 2 farver perler
at vadge mellem.

| de nasste tre opgaver betragtes polynomiet f = X290 — 10002 — 50.
12. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].
13. Afger, om f er irreducibel som polynomium i ringen Q[ X].

14. Vis, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 1999, at f har
precis 2 rgdder i Figg9. [Vink: brug for eksempel Fermat’s lille sadning til at vise, for
x €Z,a2f(x)=x?—100 (mod 1999).]

15. Bestem for k = 2000 en Igsning (x, y) € N x N til ligningen x? + y? = k? siledes, at
5ikkegaropi x.
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M atematik 2AL , sommeren 2000

1. Bestem i gruppen (Z,/693)* ordenen af restklassen af 2. (Vink: 693 = 32.7-11.)

2. Betragt cyklerneo = (123456) ogt = (56789) i So. Udregn cykelfremstillinger,
ordener og fortegn af o, to og tor L,

3. Vis at den symmetriske gruppe Sg indeholder elementer af orden 14 og 20, men ingen
elementer af orden 21.

4. Vis at felgende grupper er parvisikke-isomorfe: Sz, C24, C4 x Cg, Ag X Ca.

5. Visat hvis ¢ er en gruppehomomorfi fra (Q, +) til (Z, +), saer ¢ triviel, dvs. ¢(g) =0
foraleq € Q. (Vink: Start med at vise ¢ (1) = 0.)

6. For hvilke primtal p findes en ikke-triviel Sylow-p-undergruppe i den alternerende
gruppe Ag, og hvilke ordener har de ikke-trivielle Sylow- p-undergrupper?

7. Vis at en gruppe af orden 135 ikke kan vaae ssimpdl.
8. Angiv de kommutative grupper af orden 4851 = 32 . 72 . 11.

9. Hvor mange perlekasder med 11 perler kan der laves, nar der er 4 farver perler at vadge
imellem? Det er nok at opstille et regneudtryk for antallet.

10. Visat primtallet 5 er irreducibelt som element i den kvadratisketalring Z[+/—11]. Er 5
et primelement i Z[+/—11]? Er Z[+/—11] UFD?

11. Visat 77 4+ 55+/2 er et primelement i ringen Z[/2].
12. Angiv i Gauss talring Z[i] primopl@sningen af tallet 380.
| de sidste tre spgrgsmal betragtes polynomiet f = X° 4 38X2 — 19.
13. Afger om f er irreducibel som polynomiumi ringen R[ X].
14. Afger om f er irreducibel osm polynomiumi ringen Q[ X].

15. Afger, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 3, om f er
irreducibel i ringen F3[ X].
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M atematik 2AL, vinteren 2000-2001

Vis at gruppen (Z/189)* indeholder mindst tre elementer af orden 6.

Betragt cyklernep = (123)0go = (345)ogt = (567) i S7. Udregn cykelfremstil-
linger, ordener og fortegn af po 0g ot 0g Tp.

. Bestem potensen o %° af permutationen o = (34)(24)(46)(45)(16) i Se.
. En permutation . i S1» har typen 3261, Hvilken type har ;3?

. Visat grupperne Dg x C2 0g A4 x C> ikke er isomorfe.

. Vis at der er netop to forskellige gruppehomomorfier fraCg til C>.

. Angiv ordenerne af de ikke-trivielle Sylow- p-undergrupper i D1o.

.Lad p vage et primtal. Vis at Sylow-p-undergruppernei S, er isomorfe med Sylow-

p-undergruppernei Sz,_1.

Vis at hvis en kommutativ gruppe af orden 220 har et element af orden 4, sa er den
cyklisk.

Et kvadrati sk mosai k-vindue opbyggesved at sammensadte 3x 3 = 9lige storefarvede
glaskvadrater. Hvor mange forskellige vinduer kan der bygges, nér der er 5 farver glas
at vadge imellem? Det er nok at opsille et regneudtryk for antallet.

Angiv i Gauss taring Z[i] primoplasninger & tallene2, 3, 5, 7, 11, 13, og 8 + 3i.
Angiv i talringen Z [ﬁ] en primoplasning &f tallet 31.

Vis at netop to af polynomierne X6 — 25, X6 — 26, og X% — 27 er reducible i polyno-
miumsringen Q[ X].

Vis at polynomiet f = X3 — X + 1 er irreducibelt i polynomiumsringen F3[ X].

Angiv en primoplgsning af polynomiet g = X%+ X° 4+ X4+ X3 — X2 + X + 1i
polynomiumsringen F3[ X]. [Vink: brug opgave 14.]
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M atematik 2AL , sommeren 2001
Visat gruppen (Z/44)* har et element af orden 5.
| den symmetriske gruppe S5 betragtes permutationen
oc=(12)(123)(1234)(12345).

Udregn cykelfremstilling, orden og fortegn af o

. | den symmetriske gruppe S5 betragtes en permutation  som opfylder r # e og 7° = e,

hvor e er det neutrale element i Ss. Udregn cykeltype og fortegn af <.

Angiv antallet af elementer af orden 3 i hver af felgende grupper: Cso, A4 x Cs, D3g
og D3 x Ds.

.Lad (G, +) vaae en cyklisk gruppe og lad ¢ vaare en gruppehomomorfi fra (G, +) til

(Q, 4). Visat ¢ ikke kan vaare surjektiv.

Angiv de kommutative grupper af orden 56. Lad dernaesst G vaae en gruppe af orden 56
som har netop 48 elementer af orden 7. Visat G ikke er kommutativ.

. Lad G vagreen gruppeaf orden 56 og lad a (G) betegne antallet af elementer i G af orden

7. Visat a(G) er 6 eller 48.
Angiv ordenerne af deikke-trivielle Sylow- p-undergrupperi As x As.

Hvor mange karusseller med 12 heste kan der laves nar der er 2 farver heste at vadge
imellem? Det er nok at opstille et regneudtryk for antallet.

Betragt den kvadratiske talring Z[t] hvor T = 1+T*/§ errodi X2 — X — 1. Afger hvilke
af tallene4 + 37, 5+ 4t, 6 4 57 0og 7 + 67 der er primelementer i Z[z], idet det ma
benyttes uden bevis at Z[ t] er et UFD.

11. Visat 119+84+/2 ikkeer et primelement i den kvadratisketalring Z[+/2]. Er 119+ 84+/2

12.

et irreducibelt element i Z[+/2]?
Bestem en irreducibel oplasning af tallet 4 i den kvadratiske talring Z[ +/—3].

13. Afger om X2+ 1 er irreducibelt som polynomiumi ringen C[ X],0g om det er irreducibelt

som polynomium i ringen R[ X].

| de sidste to spargsmél betragtes polynomierne f = X% +3X +30gg = X%+ X + 1.

14. Visat f og g er irreducible som polynomier i ringen Q[ X].

15. Vis, idet koefficienternei f og g identificeres med deres restklasser modulo 3, at f og

g ikkeer irreducible som polynomier i ringen F3[ X].
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M atematik 2AL, vinteren 2001-2002

. Bestem i gruppen (Z/630)* ordenen af restklassen af 11. (Vink: 630 =2-3%.5.7))
. | den symmetriske gruppe S betragtes permutationerne o2 = (1 2), 03 = (1 2 3) og

o4 = (12 34). Udregn cykelfremstillinger, ordener og fortegn af o203 0g 620304.

3. Bestem de mulige ordener af elementer i den symmetriske gruppe Se.

8.

10.

11.
12.

13.

. | den symmetriske gruppe S1o betragtes en permutation t som opfylder t# = e, hvor e

er det neutrale element i S10. Hvilke muligheder er der for cykeltypen af ©?

. Visat grupperne D3 x Cs x Cg 0g S3 x C3 x Cyp € isomorfe.
. Visat grupperne D12 x Cs 0g Sa x Cs ikke er isomorfe.

. Bestem for hvilke primtal p det gedder at Sylow-p-undergruppernei S, er isomorfe

med Sylow- p-undergruppernei D,,.

Vis at hvis en kommutativ gruppe af orden 234 har et element af orden 18, sa er den
cyklisk. (Vink: 234 =2.32.13)

. Hvor mange perlekasder med 8 perler kan der laves nar der er 5 farver perler at vedge

imellem? Det er nok at opstille et regneudtryk for antallet.

Betragt den kvadratiske talring Z[r] hvor r = 1% errodi X2 — X — 1. Visat der
findes heltal a, b ogc A1 + at erinvertibel i Z[t] ogsal+ bt er et primelement i
Z[t], mensal+ ct hverkener invertibel eler et primelementi Z[t]. Det mabenyttes
uden bevisat Z[t] er et UFD.

Bestem enirreducibel oplasning af tallet 73 i den kvadratisketalring Z[ v/ —8].

Afger hvilke af primtallene 2, 3, 5, 7 og 11 der er primelementer i den kvadratiske
talring Z[/5].

Afger for hvert dlement « i F5 om polynomiet f, = X3 + X2 + « er irreducibelt i
ringen Fs[ X].

| de sidste to spargsmél betragtes polynomiet ¢ = X* + X2 + 1.

14.
15.

Afger om g er irreducibel som polynomium i ringen R[ X].

Afger, idet koefficienternei g identificeres med deres restklasser modulo 2, om g er
irreducibel som polynomium i ringen o[ X].



MAT 2AL EO 13
15. januar 2004

M atematik 2AL , sommeren 2002

Det er tilladt at skrive med blyant og benytte viskelaader, sa lange skriften er lasselig, og
udviskninger foretages grundigt. Overstregning traskker ikke ned og anbefales ved sterre
andringer.

1.

o O A W DN

9.
10.
11.

~

Angiv en gruppeisomorfi v : (Z/210)* — (Z/7)* x (Z/30)*. Bestem ordenen af
elementet [ 31]210 1 (Z/210)*.

. Bestem cykelfremgtillingen af o = (1234)(34567)(89) € Sg samt |o| og sign(o).
.Bestem o € S109, SAlo| = 20, samt T € S10, SA|7| > 20.

. Bestem samtlige elementordener i gruppen C2 x C3 x C4 x C7.

. Afger, om grupperne G = A4 x Ds og H = S3 x Djp er isomorfe.

. Antag, at G er en kommutativ gruppe med |G| = 140, samt at der findesg € G med

lg| = 20. Bevis, a G er cyklisk. (Udnyt, at 140 = 22.5.7))

.Lad ¢: As — C3p vage en vilkarlig gruppehomomormorfi. Begrund, at ¢ ikke kan

vageinjektiv. Bevis, at ¢ er triviel, dvs. p(o) = 1foraleo € As. (Udnyt, at kernen
for ¢ er en normal undergruppe af As.)

. Lad G vage en gruppe af orden 2002. Begrund, at G ikke er smpel. (Udnyt faktorise-

ringen 2002 = 2 - 7- 11 - 13til at bestemme antallet af Sylow—11-undergrupper.)
Begrund, at X2%%2 4 2002 er irreducibelti Z[ X ]. (Udnyt, at 2002 = 2 - 1001.)
Afgear, om X202 4 2002 er irreducibelti R[ X ].

Afger, om X196 _ 1936 er irreducibelti Q[ X ].

| de sidste fire opgaver betragtes den kvadratisketalring Z[ &€ | med & o +/—2. Det oplyses,
at Z[ &£ ] er UFD (og dette gnskes ikke uddybet).

12.
13.
14.
15.

Bestem diskriminanten D(£). Bestem normen N(x + y&), nér x, y € Z.

Afger,om 1 — 2¢ er divisor i 13 + 10¢ inden for Z[ £ ].

Afger hvilke af elementernel + &, 3, 1 4+ 3£ og 8 + 3¢, der er primelementer i Z[ £ ].
Bestem normen N(21 + 6&) samt primoplgsningen af 21 + 6¢ inden for Z[ & ].
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M atematik 2AL, vinteren 2002-03

Det er tilladt at skrive med blyant og benytte viskelaader, sa lange skriften er lasselig, og
udviskninger foretages grundigt. Overstregning traskker ikke ned og anbefales ved sterre
andringer.

1. Bestemordenen af elementet [ 4],, i denmultiplikativegruppe(Z/n)*forn € {7, 11, 13}.
Bestem endvidere ordenen af [ 4]1001 1 (Z/1001)*. (1001 =7-11-13)
2. Bestem cykelfremstilling, orden og fortegn for o = (12)(123)(1234)(12345) € S5 .

3.Antag, at 0,7 € Sg har |o| = 5, 0og |t| = 6. Afger, om |ot| = 12 kan forekomme.
Afger, om |o t| = 30 kan forekomme.

4. Betragt deadditivekvotientgrupper Z /123 0g Q/Z. Bestem eninjektiv gruppehomomorfi
0:7/123 — Q/Z.

5.Lad y: Z — Q/Z vaae en gruppehomomorfi. Begrund, at v ikke er surjektiv.

6. Bestem i gruppen G et D3 x Dg et element g*, som ikke er det neutrale element,
sdledesat g* kommuterer med alle elementer, dvs. g*g = gg* for dle e G.

7. Bevis, at grupperne G = D3 x Dg0g H = A x D3 ikkeerisomorfe. (Udnyt resultatet
i opgave 6.)

8. Begrund, at gruppen G ikke er ssimpel, hvis |G| = 6009. (2003 er et primtal!)
9. Afgar, om X292 _ 2025 er irreducibelti Q[ X ].

10. Afger, om X2°92 _ 2003 er irreducibelt i R[ X ].

11. Afger, om X2%92 _ 2003 er irreducibelti Z[ X ].

| de sidste fire opgaver betragtes den kvadratisketalring Z[ £ ] med & Ddt —% + @ som er
rodi X2+ X +1e Z[ X]. Ringen Z[ £ ] er UFD (og dette gnskes ikke uddybet).

12. Bestem diskriminanten D(£). Bestem normen N(x + y&), n&r x, y € Z.

13. Afger hvilkeaf elementerne&, 1+ & og 1 — &, der er enheder i Z[ £ ].

14. Afger hvilke af elementerne1 — &, 30g 1 + 3¢, der er primelementer i Z[ £ ].
15. Bestem normen N(4 + 5&) samt primoplasningen af 4 + 5¢ inden for Z[ & ].
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M atematik 2AL , sommeren 2003

| besvarelsen ma benyttes, at 22176 = 288.7-11, at 2002 = 2.7-11.13, og at 2003 er et
primtal.

1. Bestem i gruppen (Z/22176)* ordenen af restklassen af 17.

2. Bestem cykeltype, orden og fortegn for permutationen (123456)(176)(189)(107);
det er en permutation af de 10 cifre0, 1, ..., 9.

3. Bestem den starste mulige orden af en permutation i den alternerende gruppe Ag.

4. Bestem de mulige cykeltyper for permutationer af orden 2 i Sg. Hvor mange permuta-
tioner o i Sg opfylder, at 02 = id?

5. Betragt 4-cyklen y = (1234) i S4. Findes der en lige permutation o i S, sdledes, at
oyo~1 = 132 Findesder en ulige permutation o i S siledes, at o yo ~1 = 33? Findes
der en permutation o i Sy siledes, at oyo 1 = 2?2

6. Angiv de kommutative grupper, der har orden 80 og preecis 3 elementer af orden 2.

7. Bestem 4 ikke-kommutative grupper af orden 120, for hvilke antallene af elementer af
orden 2 er forskellige.

8. Vis, at en gruppe G af orden 73.193 ikke kan vaae smpel.

9.Lad ¢: Ci5 — Cypo vame en ikke-triviel gruppehomomorfi. Vis, at kernen for ¢ har
orden 3, og at billedet for ¢ har orden 5. Vis, at der findes en sddan homomorfi.

10. Lad p vage et ulige primtal. Hvor mange perlekasder med p perler kan der laves, nar
der er 2 farver perler at vedge mellem?

11. Bestem i Gauss' talring Z[i] primoplasninger af tallene 2002 og 2003. Angiv for hvert
af disseto tal antallet af divisorer.

12. Hver koefficient i polynomiet f = X209% — 1 er 0,1 eller —1, og f kan opfattes som
polynomiumi L[X] for et vilkarligt legeme L. Hvor mange rgdder har polynomieti L,
nar (@) L =R, (b) L =C, (c) L = Fapoz, (d) L = Fag?

| de nasste tre opgaver betragtes polynomiet f = X* + 67.
13. Afger,om f erirreducibel i R[X].
14. Afger, om f erirreducibel i Q[ X].

15. Afger, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 2003, om f
er irreducibel i Foppz[ X]. [Vink: 2003 — 67 er et kvadrattal.]
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M atematik 2AL, vinteren 2003-04

| besvarelsen kan det vagre nyttigt at vide, at 63457 = 31.2047, at 211 = 2048, at 2003 er et
primtal, og at 2002 = 2.7-11-13.

1. Bestem i gruppen (Z/63457)* ordenen af restklassen af 2.
2. Hvor mange elementer i (Z/2003)* har orden 137

3.ldetde15ta 0, 1, ..., 14 identificeres med deres restklasser modulo 15, bestemmes en
permutation af disse tal ved forskriften x — 2x (mod 15). Bestem cykelfremstilling,
type, orden og fortegn for denne permutation.

4. Angiv cykeltypernefor permutationer af orden 6 i den alternerende gruppe A 11.

5. Lad y vage en given permutation i S,. Vis, at der altid findes permutationer o € S,
som opfylder ligningenoy o1 = y~1. Vis, at nér o opfylder ligningen, savil ogsdo y
opfylde ligningen. Vis, at n&r y er en ulige permutation, sa er ligningen altid opfyldt
med en lige permutation o .

6. Angiv de kommutative grupper, der har orden 162 og indeholder praecis 8 elementer af
orden 3.

7. Bestem 4 ikke-kommutative grupper af orden 60, for hvilke antallene af elementer af
orden 2 er forskellige.

8. Vis, at en gruppe af orden 33.13 ikke kan vaare simpel.

9. Om en gruppe G vides, at |G| = 60 0g at G er smpel. Bestem antallet af elementer af
orden5i G.

10. Lad ¢: Sy — Cjo vaae en ikke-triviel gruppehomomorfi. Vis, at billedet for ¢ har
orden 2 og at kernen for ¢ har orden 12. Vis, at der findes en sddan homomorfi.

11. Hvor mange perlekasder med 9 perler kan der laves, nar der er 2 farver perler at vadge
mellem?

12. Bestem i Gauss' talring Z[i] primoplasninger &f tallene 5,5+ i, 54 2i, 09 5 + 3i.
| de nasste tre opgaver betragtes polynomiet f = X6 4 2003,

13. Afger,om f erirreducibel i R[X].
14. Afger,om f erirreducibel i Q[ X].

15. Afger, idet koefficienternei f identificeres med deres restklasser modulo 13, om f er
irreducibel i F13[ X].



