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Session 5a/5b.

Program. Tirsdag den 24/5 er overskriften ,,Brgklegeme; UFD og PID*, med materiale fra
RNG4-5; gvelser fra OBL (Afl); POL1: 3,4, 6; RNG2: 3,5, 7*; RNG3: 3, 6; UO: 16, 17.

Fredag den 27/5 er overskriften ,,UFD og PID*, med materiale fra RNGS; gvelser fra
RNG3: 1; POL2: 1, 3,4, 5, 6; POL3: 6, 11.

Nggleord: Rod i polynomium, multipel rod, enhedsrgdder, Wilson’s s@tning, Flj er cyklisk,
normere et polynomium.

Og nggleord til fredagen: Brgk (som ®kvivalenklasse af par), brgklegeme for integri-
tetsomrade. Enhed=invertibelt element, divisor, multiplum, ga op i, associerede elementer,
trivielle divisorer, irreducibelt element, primelement, hovedidealomrade (PID), irreducibel
oplgsning, primoplg@sning, faktoriel ring (UFD),

Jeg nar ikke at omtale det hele, si noget ma du lese selv: Euklid’s algoritme POL(2.5)
for polynomiumsringen L[X] (L et legeme) er helt analog med den , klassiske* algoritme
TAL(3.6). Hovedidealsztningen POL(2.6) for L[X] vender jeg tilbage til i denne uge.

Kommentar. Kapitlet om brgklegemer er kursorisk, men du skal naturligvis vide, at brgkerne
2/14 0g 3/21 er det samme (rationale) tal. Hvis man ,kender* legemet R, der omfatter ringen
Z, af hele tal, sa kan man definere rationale tal, altsa brgker, som tal af formen a/s := as~ !,
hvor a, s € Z og s # 0. Med denne definition er det et resultat, at 2/14 = 3/21. Hvis man
ikke ,.kender et legeme, som omfatter ringen Z, kan man konstruere brgklegemet: Brgker
er &kvivalensklasser af par af hele tal (a, s) med s # 0, og betegnelsen a/s er en snedig
betegnelse for den ®kvivalensklasse, der indeholder (a, s).

Et springende punkt er naturligvis, hvornar to par er &kvivalente: Af hensyn til generali-
seringen til vilkarlige integritetsomrader er det bedst at vedtage, at to par (a, s) og (a’, s") er
akvivalente, nar de kan forlenges til det samme par. (For ringen Z er det ensbetydende med,
at parrene kan forkortes til det samme par, men det er ikke tilfeldet for generelle ringe.) Det
er saledes en konsekvens af definitionen, at 2/14 = 3/21: de to par (2, 14) og (3, 21) kan
forlenges til (6, 42).

Faktoriseringsteorien i RNGS er vores meget udfgrlige analyse af Aritmetikkens Funda-
mentalsetning: Ethvert a # 0 har en entydigt bestemt primoplgsning. Vi preciserer! Vi
stiller matematikerens evindelige spgrgsmal: hvorfor? — Og vi besvarer det!

I den generelle ramme erstattes ringen Z af hele tal med et kommutativt integritetsom-
rade R. Svarende til fortegn, der kommer ind hvis man vil primoplgse negative tal, har man
enhederne, dvs de invertible elementer i R. I I faktoriseringsteori prgver man at ,,reducere®
elementerne 1 R ved at skrive med som produkter af simplere elementer. De simpleste ele-
menter (byggestenene), er dem, som ikke kan reduceres: det er de irreducible elementer. I
beviset for at Aritmetikkens Fundamentals@tning gelder i Z spiller Det fundamentale Prim-
talslemma en (nah ja!) fundamental rolle. For den generelle situation kaldes elementer, der
har en tilsvarende egenskab, for primelementerne i R.

Et integritetsomrade R, hvori Aritmetikkens Fundamentalsatning gaelder, kaldes et UFD.
I almindelighed er det en overordentlig kompliceret opgave at afggre, om et givet integritets-
omrade R er et UFD. I princippet ma man fgrst undersgge de irreducible elementer: er der sa
mange af dem, at ethvert element har en irreducibel oplgsning, dvs kan skrives som produkt
af irreducible elementer? Denne undersggelse er ofte ikke-konstruktiv: som vi skal se, kan
man for visse ringe fastla, at hvert element er et produkt af irreducible elementer uden at man
eksplicit har angivet bare ét eneste irreducibelt element.
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Dernzast skal man undersgge entydigheden af irreducible fremstillinger. Det er typisk kon-
struktivt, nar man fastlar, at entydighed mangler: man angiver et element med to forskellige
irreducible oplgsninger. Derimod vil det sdvanligvis vere indirekte at fastsla, at en forelagt
ring er et UFD; det er her det virkelig komplicerede ligger.

Kuglerne.

o Broklegemet for etintegritetsomrdde R bestér afbrgkera/s = <, hvora,s € Rogs # 0. To
brgker er ens i brgklegemet, nar de kan forlaenges til den samme brgk. Fx bestar brgklegemet
for polynomiumsringen L[X] af alle rationale funktioner,
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med s; # 0 for mindst et i.

e Enheder etc. (1) u € R er en enhed, hvis der findes v € R med uv = 1.

(ii) a,a’ € R er associerede, hvis der findes en enhed u med a’ = ua.

(iii) d er divisor i a, hvis a = rd med passende r, og d er triviel divisor, hvis d er en enhed
eller d er associeret med a.

(iv) g € R erirreducibelt, hvis g ¢ {0} U R* og ¢ kun har trivielle divisorer.

(v) p er et primelement, hvis p ¢ {0} U R* og der for alle a, b gelder, at p | ab — p |
aVv p|b. @vdig! , Oversetdefinitionerne til noget med hovedidealer. Fx er u en enhed,
hvis og kun hvis (u) = (1).

e Primoplgsninger er entydige. Med andre ord: af en ligning p1---p, = q1---¢s, hvor
faktorerne er primelementer, fglger, at r = s og at (efter eventuel permutation af ¢g’erne) p;
er associeret med g; for alle i.

e [rreducible oplgsninger findes, for mange ringe. Med andre ord: for , mange* ringe kan
man vise, at hvert a ¢ {0} U R* kan skrives som produkt af irreducible elementer. En sadan
fremstilling er ikke ngdvendigvis entydig.

e PID og UFD. PID=Hovedidealomrade, UFD=faktoriel ring. Hovedsaetning. Et PID er
et UFD.

e Numeriske betingelser. Antag for R, at der er givet en funktion v: R — Z, som er nedad
begrenset.

(1) Hvis der for hvert a og hver ikke-triviel divisor d i a gaelder v(d) < v(a), sa findes
irreducible oplgsninger i R. (Eksempel: kan bruges pa Z med v(a) = |al, pa L[X] med
v(a) = deg(a), og pa alle kvadratiske talringe Z[£] (som vi mgder i naste uge!) med
v(a) = |N(a)l.)

(2) Hvis der for hvert @ og d # 0 findes ¢ € R med v(a — gd) < v(d), sa er R et PID.
(Eksempel: kan bruges pa Z med v(a) = |a|, pa L[X] med v(a) = deg(a), og pa visse
kvadratiske talringe Z[£] med v(a) = | N(a)|. )

Hvornar var det nu det var? Euklid (ca) 365-300, John Wilson, 1741-1793.

Pa sigt: Tirsdag den 31/5 er overskriften , Kvadratiske talringe®, med materiale fra RNG®6;
gvelser fra POL3: 2, 3, 4; UO: 10*, 11, 12*, 13; Eks.opg.
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