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Ugeseddel 16.

Programmet er forbi, i hvert fald undervisningsdelen. | den sidste uge gennemgik jeg POL4
(Kursorisk) og POLS5.
Jeg holder spargetime inden munditlig,

fredag den 13. juni kl 13 i auditorium 4.

Panogleaf avel seshol dene afhol des en spargetimeinden skriftlig eksamen (der er fri adgang):
Ruth (hold 1): fredag den 30. mg kl 11.15 auditorium 9.
Henrik (hold 3): fredag den 30. ma kl 10i lokale A107.
Jonas (hold 5): fredag den 30. mgj kil 111 A104.
Troels (hold 4): fredag den 30. mgj kl 10.15 i lokale A106.

Ved eksamen bedgmmes der i to spor, nemlig af Gunnar Forst og af undertegnede. Der
eksamineres skriftligt den 2. juni, og mundtligt i de tre dage: 17.,18. og 19. juni. Ved den
skriftlige eksamen far man lejlighed til at udtrykke anske om ikke at komme op en bestemt
dag. Kort efter den skriftlige eksamen offentliggares (pa hjemmesiden og pa ops agstavien)
listen over eksaminationsragkkef @l gen ved den munditlige.

Nggleord: Primitivt polynomium, Gauss lemma, Gauss ssgning (Z[ X] er et UFD), Eisen-
stein’sirreducibilitetskriterium; struktur af polynomiumskvotient.

Kommentar. En diofantisk ligning er typisk en ligning, hvortil man sgger heltald gsninger.
Et eksempel er ligningen for pytagoradsketalsad: x2 + y? = z2. Et andet eksempel er Pell’s
ligning, x? — Dy? = +1. Begge ligninger omtales i RNG6.

Ringen Z[ X] af polynomier med heltal skoefficienter er ikke et hovedidea omrade. Fx er det
let at se, at polynomiernemed ligekonstantled er etideal, og at detteideal ikkeer et hovedideal .
Gauss saning udsiger, at ringen Z[ X] er faktoriel. Denne ring er altsa et eksempel pa et
UFD, der ikke er et PID. Der er naturligvis en sammenhaang mellem polynomier i Z[ X] og
i Q[X], som er ngjere beskrevet i POL4 (kursorisk). Eisenstein’s kriterium tillader at dlutte,
at en rakke polynomier i Z[X] og i Q[X] er irreducible. Fx falger det, at der i Q[X] er
irreducible polynomier af enhver positiv grad. Det sasmme gadder i gvrigt i ringen F,[X].

Bogens sidste kapitel, POL5, fortedler specielt om strukturen af en kvotientring K =
L[X]/(f), hvor f er et normeret polynomium a grad n > 1 (og L er et legeme). Ele-
menternei K er akvivalensklasser. Af sadningen om division med rest falger, at der i hver
akvivalensklasse ligger praecis et polynomium af grad mindre end », altsa praeis et poly-
nomium af formen rg + r1X + - - 4+ r,_1 X"~ 1. Akvivalensklasser svarer herved bijektivt
til n-sed (ro, . . ., rn—1). Alternativt betyder resultatet, at den potenser 1, ¢, ..., g1 hvor
& = [X] er akvivalensklassen der indeholder X, er en basisfor K som vektorrum over L.

Den vigtige egenskab ved konstruktionen er, at det givne polynomium f i den sterrering
K har enrod, nemlig f (&) = 0.

Hvis f er irreducibelt, sd er hovedidealet (f) i L[X] et maksimalidea (fordi L[X] er et
PID). Derfor er kvotientringen K et legeme. Hvis L = T, er legemet med p elementer, bliver
K atsaet legeme med p” elementer. Man kan i gvrigt vise, at alle endelige (skaev-)legemer
fremkommer pa denne made.
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Kuglerne.
e Primitivt polynomium. Et polynomium f i Z[X] er primitivt, hvis 1 er den sterste fadles
divisor for koefficienternei f.

e Gauss Lemma. Afenligning f = vk, hvor f, g € Z[X] og ¢ € Q[X], og hvor i antages
at vagre primitivt, felger, at v € Z[X].
e Primelementer i Z[ X]. Polynomiumsringen Z[ X] er et UFD; specielt er primelement og
irreducibelt element det samme.

Et ssadvanligt primtal p er et primelement i Z[ X]. Med andre ord: hvis et produkt fg har
alle koefficienter delelige med p, s har en af faktorerne den samme egenskab.

Et polynomium f af grad > 1 er et primelement=irreducibelt element i Z[ X], hvis og
kun hvis f er primitivt, og irreducibelt i Q[ X].

e Eisenstein’s kriterium fortad|ler specielt, at hvis der for et normeret polynomuiumi Z[ X1,
f=X"+a1 X" 1+ far1X + ao,

og et primtal p gadder, at p | a; for alei og p? { ag, SAer f irreducibelt.

Hvornar var det nu det var? Diophantus 200284, John Pell 1611-1685, Karl Friedrich
Gauss 1777-1855, Ferdinand Gotthold Max Eisenstein 1823-1852.

God leeseferie!
Anders Thorup



