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Ugeseddel 12.

Program. Emnernei den 12. uge, 28/4-2/5, er: Broklegeme, PID og UFD fra RNG4-5.
Afsnittet om braklegeme er kursorisk. Ugensgvelser er RNG2: 3, 5, 7; RNG3: 3, 6; POL2:
3,4, POL3: 2, 3. UO: 16, 17.

| den 11. uge afduttede jeg RNG3 og POL 3.

Nggleord: Ringhomomorfi, billedring, kerne, homomorfisagning, isomorfissgning, Noe-
ther’s anden Isomorfisagning (for ringe); rod i polynomium, multipel rod, enhedsradder,
Wilson's saning, Fy er cyklisk, normere et polynomium.

Kommentar. Bemagk, at Noether's anden Isomorfissgning giver et alternativt bevis for
karakteriseringen af maksmalidealer i RNG(2.12): Lad m vage et idea i R. Der er da
en bijektiv forbindelse mellem idealer a © m og samtlige idealer i R/m. Idedet m er et
maksimalideal, hvis og kun hvis der er praisto idealer a i R, som opfylder a 2 m (nemlig
a=moga= R). Falgeliger m et maksimalideal, hvis og kun hvis der er praisto ideaer
i R/m; den sidste egenskab karakteriserer legemerne ifglge Observation (2.10).

Satningen om division med rest giver resultater om radder i polynomier med koefficienter
i R. HViSR er etintegritetsomrade, er antallet af redder hgjst lig med graden af polynomiet. |
almindelighed afhaanger resultaterne af egenskaber ved ringen R. For R = C kan Algebraens
Fundamental ssgning anvendes. Et polynomiumi C[X] af grad» har n redder (talt med multi-
plicitet). Bemagk i gvrigt hvordan dutresultatet i POL(3.10) tillader at formulere Algebraens
Fundamental sagning uden brug af kompleksetal: Ethvert polynomium f € R[X] af grad
n > 1 er deleligt enten med et polynomium af formen X — a (nemlig hvis f har en reel rod
a) eller med et polynomium af formen (X — a)? + b2.

Bemaak ogsa hvordan resultaterne, i POL(3.13)—(3.14), brugestil at vise, for et primtal
p, a gruppen (Z/p)* a primiske restklasser modulo p er en cyklisk gruppe. Beviset er ikke
konstruktivt, og det forted|er ikke hvordan man bestemmer et tal a < p saledes, at restklassen
[a] er en frembringer for (Z/p)*.

Kuglerne.
e Isomorfisagning.  For en ringhomomorfi ¢: R — R’ er kernen ¢~ 1(0) € R er idedl,
billedet ¢(R) € R’ er enddring, og

R/9™H0) =5 o(R).

Videre gadder Noether’s anden Isomorfisagning: Der er en bijektiv forbindelse mellem
idealer a € R med ¢~ 1(0) C a og samtlige idedler @i ¢(R), bestemt som a +— ¢(a) og
a+— ¢~ 1(a@). N&r a 2 ¢~1(0) findes en isomorfi,

R/a— ¢(R)/¢(a).

e Radder. Elementeta € R errodi f € R[X] (dvs f(a) = 0), hvis og kun hvis man kan
faktorisere: f =¢q - (X — a).

¢ Radderne. Mankan faktorisere f # 0i R[X] paformen f = q-(X —a1) --- (X —a,), hvor
g € R[X] er et polynomium uden redder. Hvis R er et integritetsomrade, at faktoriseringen
af denneform entydig, og ;’ erne er netop rgddernei f.
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Konsekvens (nar R er et integritetsomrade): Antal redder i £, talt med multiplicitet, er r,
og atsa hgjst lig med graden f f.
e Anvendelse. Lad p vage et primtal. Af Fermat’s lille Sagning felger modulo p, for
k=1..,p—1 al[k]?~! = [1], dtsaat [k] er rod i polynomiet XP~1 — 1 € F,[X].
Faktoriseringen af X?~1 — 1 maaltsivaze falgende:

X[ =X —[IX —[2) - (X = [p—1].
Efter sammenligning af konstantled fas Wilson's sagtning:

(p—D!I'=-1 (mod p).

e Sning. Enhver endelig undergruppeaf L*, hvor L er et legeme, er cyklisk. Specielt: For
et primtal p er den multiplikative gruppe (Z/p)* = F; en cyklisk gruppe af orden p — 1.
Hvornar var det nu det var? John Wilson, 1741-1793.

Pasigt: | den 13. uge, 5/5-9/5, er overskriften ,PID og UFD; kvadratisk talring' fraRNG5-6.
Ugens avelser er:
RNG3: 1; POL1: 7, POL2: 1,5, 6; POL3: 4, 6, 11.

Ak og ve, devar alligevel ikkefejlfri! | RNG6, paside 218, skal man rette;
RNG(6.18)% fork >0 fork >0, ¢ > 2.

Endvidere er min pastand i TAL(2.11)3_», om at ,ingen lassere af dette kapitel nogensinde
vil vazrei stand til at angive et sdant primtal p* ubarmhjertigt blev afslgret som falsk?®.

Anders Thorup

IPainitiativ af Jes Hansen blev n (ganske let) faktoriseret i april 2003 af en gruppe under NFSNET.



