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Ugeseddel 9.

Program. | denniendeuge, 31/3-4/4, indledesringteorienmed ,,Ring; ideal og kvotientring*,
fraRNG1-2. Maske kan jeg ikke dy mig for at naevne lidt mere om anvendelser af Sylow-
undergrupper. Ugens agvelser er GRP5: 25, 27, 28; GRP6: 10*, 11; GRP7: 7, 8, 10, 11*, 12,
15, 16, 18; GRPS: 3.

| den ottende uge afduttede jeg kapitlet om grupper. Bemagk, at afsnittet om Sylow-
undergrupper er kursorisk.

Nggleord: Baneformlen, Konjugering, konjugerede elementer, konjugeretklasser, centrali-
sator, centrum, p-gruppe, Klasseformlen, Burnside's Formel, Polya's Formel, farvelagning,
mgnstre. Sylow- p-undergruppe, Sylow’s sagninger, smpel gruppe.

Kommentar. Sylow’s sagninger anvendes bl.a. til at klassificere endelige grupper. Kapitel
GRPS8 er kursorisk, sa ved eksamen kraeves ikke kendskab til beviserne (men der kraeves
kendskab til anvendelserne).

Lad N vage en norma undergruppei G (herfor skrivesofte N <« G),oglad Q := G/N
vaae kvotientgruppen. Gruppen G kan da opfattes som ,,sammenklistret’ af grupperne N og
Q i falgende forstand: Elementerneq i Q er sideklasser modulo N, safor hvert g € Q kan
Vi taanke os valgt en repraesentant s (¢). Herefter er G den digunkteforening af sideklasserne
s(q)N, og hvert lement ¢ € G kan atsa skrive g = s(g)n, med entydigt bestemte g € Q,
n € N. Som mamgde kan vi altsa identificere: G = Q x N. Sammenklistringen bestar i
hvordan multiplikationeni G er bestemt ud framultiplikationeni N ogi Q.

Hvis G ikkeer ssimpel, har G enikke-triviel normal undergruppe N, og G kan ,,nedbrydes’
til N og Q. Hvis N og/eller Q ikke er simple kan de yderligere nedbrydes. | denne lgse
forstand kan en endelig gruppe opfattes som opbygget af smple grupper: Der findes en
,kaade' af normale undergrupper,

{1} = No<Ni<Ny<---<aN, =G,

hvor de successive kvotienter N;/N;_1 er ssimple grupper. For de symmetriske grupper S,
forn = 2, 3, 4 far vi keaderne,
{1} <« S, {1} <« A3 <« S {1} <« C<aV «aAs <« &g,

~—— ~—— S—\— —— —— - S——
Co C3 Co C2 C2 Cs Cy

hvor de successive kvotienter, som antydet, er cykliske af ordener 2 og 3. Det er faktisk
eksistensen af disse kagder, hvis successive kvotienter er cykliske grupper, der sikrer, at
redderne i polynomier af grad n = 2, 3, 4 kan udtrykkes ved kvadrat- og kubikrgdder af
udtryk i polynomietskoefficienter. Det er dybtliggende, at det til svarende resultat ikke gad der
for polynomier af gradn > 5 (Abel’ssagning); det bygger afgarendepd, at A, sder en Simpel
gruppe.

Kuglerne.
o Tadleformlen. |X| = |X°| + Zj |G @ Gy;|, hvor der et valgt &t element x; i hver bane
med mere end 1 el ement.
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e Klasseformlen. |G| = | Cent(G)|+ "', |G : C(x;)|, hvor der et valgt & element x; i hver
konjugeretklasse uden for centret.

e Burnside’'sformel. #(baner)= |X/G| = |G|_1Zg |X8].

o Polya'sformel. #(menstre)= | F/G| = |G|~* Y, |F|"s, hvor m, er antallet af cykler i
permutationen gx, dvs permutationen af X bestemt ved g. Her er X en endelig masngde (af
pladser), F en endelig maangde (af farver),og maangden F = FX, af afbildninger¢: X — F,
opfattes som maangden af farvninger af pladserne.

e Sylow- p-undergrupper, hvor p er et primtal, er undergrupper, hvis orden er den sterst
mulige potens af p, gar op i gruppens orden.

e Sylow'ssaninger. Lad Syl,, veare maangden af Sylow- p-undergrupper af en given gruppe
G. Dagadder: (1) Syl, #90. (2 HvisS', S € Syl,,, safindesg € GAS' = gSg~ L. (3)
Antalet |Syl,| er = 1 (mod p) og divisor i |G|. (4) |Syl,| = 1, hvis og kun hvis en af
Sylow- p-undergrupperne er normal.

Pastand (4) er en let konsekvens af de gvrige.

e Smagrupper. Sylow’ssagninger er vigtige redskaber i klassifikationen af endelige grupper.
Dukan fx udvidedin helt egen liste over smagrupper ved at brugefalgende (p og ¢ er primtal):
() Hvis|G| =gpmedg < pogp #1 (mod g), saer G =Cgp.
(2) Hvis|G| = 2p, saerenten G = Cy,, eller G = D,,.
(3) Hvis |G| = p? sherenten G = C2 éller G = C, x C,.
(Det sidste har naturligvisintet med Sylow’s ssgninger at gere!)
Hvornar var det nu det var? William Burnside 1852-1927, George Polya 1887-1985, Peter
Ludwig Mejdell Sylow 1832-1918.
Pasigt: | dentiende uge, 7/4-11/4, er overskriften ,1deal og kvotientring; polynomium®, fra
RNG2, og POL1-2. Ugens @velser er: obl 2; GRPS8: 1, 2,4, 5, 7, 8, 12; RNGL1: 1, 2, 3, 6,
16, 18; aflevering af den anden obligatoriske opgave skal ske senest fredag den 11/4 kl 12 i
instruktorens box.

Anders Thorup



