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Ugeseddel 7.

Program. | den syvende uge, 17/3-21/3, indledes studiet af gruppers virkning, fra GRP?7.
Ugensopgaver er falgende: GRP4: 6,7, 8, 10; GRPS: 1, 2, 3,5, 6*, 7, 10, 13, 18, 22; UO: 5.
[I forholdtil den oprindelige plan er GRP3:16 og GRP5:21 fjernet, og opgaverne GRP4.7
0og GRP5:5 er ikke laangere il skriftlig aflevering.]
| den gette uge gennemgik jeg GRP5 (resten) og GRP6. GRP6 (Strukturssgningen) er
kursorisk.
K areplanfor far steobligatoriskeopgave. Husk, at duskal vaaretilmeldt! Opgaven afleveres
senest 14/3 kl 12.00, og den er rettet senest til gvel serne 24-26/3. Godkendes den ikke, skal
den genafleveres senest ved gvel serne 31/3-2/4.

Nggleord: lsomorfissgningen, Noether’'s farste og anden isomorfisagning, direkte produkt
af grupper, maksimal elementorden, Struktursagning for endelige kommutative grupper.

Kommentar. Det er let at tro pa, at homomorfier og isomorfier mellem grupper er naturlige
og rimelige begreber; de er oplagte generalisationer af tilsvarende begreber kendt for afbild-
ninger mellem vektorrum. Det er nok lidt svearere at indse fornuften i og betydningen af
de saninger, vi viser i GRP5. Min erfaring er, at dette bedst indses efter at man er blevet
fortrolig med anvendelserne. Sa fortvivl ikke, forstaelsen kommer senere. Homomorfi sadt-
ningen, i standardanvendelsen GRP(5.7), fortadler, hvordan man definerer homomorfier fra
en kvotientgruppe G /N ingrediensen er en homomorfi fra G, som forsvinder pa N. 1somor-
fissgningen er central. Den indgik i beviserne for Noether’s to isomorfissgninger. Bemaak,
at Noether’'s fegrste isomorfi, sammen med Lagrange’s indexsadning, giver fglgende lighed
mellem gruppernes orden:

|HK|-[HNK|=|H|-|K]. (1)

Bemaak ogs, at Noether's farste isomorfi, for en kommutativ additivt skrevet gruppe G og
undergrupper H og K af G, er en isomorfi,

H/(HNK)=>(H+K)/K. )

Her, og flere steder i noterne, er afbildningspilen markeret — ; det antyder blot, at afbild-
ningen er bijektiv. Specielt kan G her vazre et vektorrum, og H og K kan vaze underrum.
| dette tilfadde er ogsda H N K og H + K underrum. Her giver ligningen (1) ikke megen
information, idet grupperne er uendelige, men ligningen er analog med felgende ligning:

dm(H + K)+dm(HNK) =dmH +dmK.

Den kaldes ogsa Grassmann's dimensionsformel.

Noether’s anden | somorfi saetni ng anvendes oftes pahomomorfien G — G/ N for en given
normal undergruppe N; her fas en beskrivelse af samtlige undergrupper i G/N, herunder, at
enhver normal undergruppeaf G/N har formen K /N for en entydig normal undergruppe K
af G med N C K. Isomorfieni sagningen er enisomorfi G/K —> (G/N)/(K/N).

K apitel GRP6 er kursorisk; ved eksamen forudsadtesaltsakun kendskab begreber og resul -
tater (og til eksempler), menikketil beviserne. Hovedresultatet er Struktursagningen (6.12).
Det kraaves specielt, at man kan anvende hovedresultatet til at bestemme samtlig abelske
grupper a en given orden. ,,Abelsk* (om en gruppe) er helt synonymt med , kommutativ*.
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Kuglerne.
e | somorfisaning. Homomorfi ¢ : G — G’ giver isomorfi G /¢~ 1(e/) —> ¢(G).

e Noether’'sferste. H/(H N K) — HK/K.
e Noether’'sanden. (G/K)/(N/K) = G/N,nar N 2 K er normale undergrupper af G.

e Sruktursadning. Enhver endelig abelsk gruppe G er et produkt af cykliske grupper, G =
Cimy X - -+ x Cpy,. Ordenernem; kan vadges som primtalspotenser, og ,,s&' er fremstillingen
entydig.

e Den maksimale elementorden, dmax, for en endelig gruppe G, er blot den sterste orden af
et element i G. Det er vagd at vide, for en kommutativ gruppe G, at enhver el ementorden er
divisor i dmax.

Kommutativiteten er nadvendig: | Sz er 3 den maksimale elementorden, men der findes
ogsa permutationer af orden 2.

e Polygongruppen P = F/N blev defineret ved brutal tvang: F er den frie gruppe af
polygoner med multiplicitet, bestaende af udtryk (fx) af formen P + 5T — R — S, og \ er
den mindste undergruppe af F, som indeholder alle udtryk i falgende liste:

P — Py — P, Perklippeti P1og P, Q — P, Q eretflyttet eksemplar af P.

At disse udtryk ligger i A/ betyder, at nér der regnes med restklasser modulo N, sa har vi
gennemtvunget det gnskede; P = P1 + P, 0g Q = P.

Tilbage er sa spargsmalet: er der overhovedet noget interessant tilbagei P? Kunne det
ikketamnkes, at P = 0, altsa at undergruppen A/ var hele 72 Nej, for vi bemagker, at enhver
afbildning P — v(P), fra mamgden af polygoner til (fx) R, bestemmer en homomorfi
F — R; denne homomorfi forsvinder pa udtrykkene i listen, praecis nar der gadder, under
forudsagninger somi listen,

v(P) =v(P) +v(P2), v(Q)=uv(P). *)

Er dette opfyldt, falger det af Homomorfisagningen, at v definerer en homomorfi fra kvoti-
enten, v: P — R. Nuvel, tag som v arealet af polygoner. Saer (*) opfyldet. Heraf fas en
homomorfi v: P — R, giensynlig surjektiv. Og saer P = 0 naturligvis udel ukket.

Det er ikke s svaat at vise, at v: P — R faktisk er en isomorfi. ,Gadder det ogsai 3
dimensioner, for polyedre og rumfang?’, er faktisk et af Hilbert's beramte 23 problemer (fra
1900). Men det skulle nok ikke have vaaret med; det er ikke sa dybtliggende, at svaret er ngj.

Hvornar var det nu det var? Niels Henrik Abel 1802-1829, Hermann Giinter Grassmann
1809-1877, David Hilbert 1862—-1943, Emmy Noether 1882-1935.

Pasigt: Den ottende uge, 24/3-28/3, har overskriften , Gruppevirkning; Sylow’s sagninger,
fraGRP7-8. Ugens gvelser er GRP5: 9, 15, 23, 24; GRP6: 1, 5, 6; GRP7: 1, 3, 4, 5; UO:
10, 11, 12*, 13.

Anders Thorup



