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Ugeseddel 5.

Program. | den femte uge, 3/3-7/3, behandles , Sideklasse; homomorfi og isomorfi* med
materialefra GRP4-5. Ugens gvelser er: TALG6: 1, 2; GRPL: 4, GRP3: 1,2, 3,6,7, 8,9, 10,
12, 14, 15; UQ: 3, 4*.

| den fjerde uge gennemgik jeg GRP3 (resten) og GRP(4.1)—4.10).

Obligatorisk opgave. For at ga til eksamen i Matematik 2AL kraeves, at man har faet
godkendt sin besvarelse af de to hjemmeopgaver, der stillesi |gbet af semestret (eller har faet
dem godkendt i 2002).

Den farste obligatoriske opgave udleveres i begyndelsen af den femte uge. Den skal
afleverestil instruktoreni den gette uge, senest fredag den 14. martskl 12.00 i instruktorens
box.

Nggleord: Klein's Vierer-gruppe V = C, x Cp, sideklasse modulo H, klassedeling, index
af undergruppe, kongruens modulo H, Lagrange’s indexsagning, Fermat’s lille Seening og
Euler's generalisering.
Kommentar. Det er et vigtigt resultat, at hvis G = (g) er en cyklisk gruppe, sa er enhver
undergruppe H a G igen cyklisk; yderligere er H’s orden en divisor i G’s orden n, og for
hver divisor d i n findes praecis én undergruppe H af orden d. Det er nyttigt at vide, at
produktgruppen C,, x Cy er cyklisk, hvisog kun hvis (n, k) = 1.

| GPR4 brugte jeg for farste gang det fundamentale tedleprincip: Nar en maangde G er
delt i klasser, kan man tedle elementernei G ved at tedle antallet af elementer i klasserne
og laggge disse antal sammen. Elementaat, ikke? Men dette enkle princip er grundlaget for
naesten al kombinatorik. Og i hvert fald er det grundlaget for Lagrange's Indexsagning og
dermed for vores bevis for Fermat’slille Sagning og Euler’'s generalisering. Fermat’s store
saning siger i gvrigt, a ligningen x” + y" = 7", for en eksponent n > 3, ikke har |@sninger
med naturligetal x, y, z.

e Lagrange's Indexsadning. |G| = |G:H| - |H|. Konsekvens: ordenen af H er divisor i
ordenenaf G.

e Der er kun én gruppe af orden p, hvor p er et primtal, nemlig den cykliske gruppe C,.
e Korollar til Lagrange. Med n := |G| er g" = efordleg € G.

e Euler'sSaning. (a,n) =1 = a*"™ =1 (mod n).
FX: ¢(15) = p(3)p(5) =2-4=8,5428 = 256 = 1 (mod 15).

e Fermat’slille sagning. For et primtal p gadder: pta = a?~1 =1 (mod p).
Fx;: 210 =1.024=1 (mod 11).

e Min allerfarste liste. Du kan allerede nu lave din helt egen liste over smagrupper, som du
~kender“. Nogle grupper kommer i uendelige familier, fx C,, a orden n, D,, a orden 2x, S,
af ordenn! og A, a ordenn!/2. Specielt kan du for hvert n anfere den cykliske gruppe C,.
Gruppen Z/n er den , additive udgave' af den cykliske gruppe C,,. Nogle grupper kan fas
ud framindre grupper: Fx er Klein's Vierer-gruppe lig med produktet V. = C x Cp & to

c:\notes\2al\03\us05.tex 27-02-2003 14.53



MAT 2AL us 2
3. marts 2003

cykliske grupper af orden 2. Den har orden 4, men hvert element g € V opfylder, at g2 = ¢;
specielt er V ikke cyklisk, sabade V og C4 skal optrasdei listen.

Det er faktisk ikke sa nemt at afgare, om to forelagte grupper er ,,den samme* eller , for-
skellige'. Fx er C, x C3 cyklisk af orden 6, og altsa lig med gruppen Cg, 0g diedergruppen
D3 er ,lig med* den symmetriske gruppe Sg.

Din listen skulle gerne omfatte falgende:

1 2 3 4 5 6 7 8 12 24 60 61 117 120
Ci C C C GC C C Cs Ciz2 Cxu Cso Ce1 Ci17 Cixo
% % % V % S % Dgs De D12 D3y % % Deso

% % Qs As S As S5
CoxCs C3xV : :

men den burde allerede nu vagre lidt sterre. Og den skal blive meget starrei |gbet af de naeste
uger. Nar n er et primtal, ma der kun sta én gruppei listen, nemlig C,,. Det er selvfalgelig
lidt blagret at markere, at der kun er én gruppefor n = 117, ikke sandt?

Hvornar var det nu det var? Pierre de Fermat 1601-1665, Joseph-Louis Lagrange 1736—
1813, Leonhard Euler 1707-1783.

Pa sigt: | den gette uge, 10/3-14/3, er overskriften ,Homomorfi og isomorfi; Struktursad-
ning*, med materiale fra GRP5 og 6. Ugens gvelser er obl 1; GRP1: 16; GRP2: 4; GRP3:
4,5;GRP4: 1, 2,4,5,11, 12, 13, 14, 17*; aflevering af den farste obligatoriske opgave skal
ske senest fredag kil 12.

Anders Thorup



