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Ekstra ugeopgaver

1. *Ladk = k(o) vaaetalletdefinereti GRP(2.18.1), ltsasomsummenk = Y (p—Lymp (o).
Som naevnt kan o kan skrives som produkt af £ transpostioner. Vis, at o ikke kan skrives
som produkt af faare end k transpositioner.

2. Lada, n vageto naturligetal, og lad d veare den sterste fadles divisor for a, n. Der findes
dafremstillinger d = xa — yn med heletal x, y. Vis, at der er et entydigt valg af x, y sdledes,
al<x<n/d ogatder meddettevaggadder 0 < y < a/d.

3. Bestem cykelfremstillingenaf (123 ... n)---(1234)(123)(12).

4. *Bestem cykelfremstillingenaf (12)(123)(1234)---(123 ... n).

5. For primtallene5, 13 0g 17 har vi 5 = 22 4 12, 13 = 3% + 22, 0g 17 = 4% + 12. Derimod
kan 7, 11 og 19 ikke skrives som en sum af to kvadrater. Prav med nogle flere primtal, og
formuler en sagning. *Bevis sagningen.

6. For hvilken = 2,3,...,25 er gruppen a primiske restklasser (Z/n)* cyklisk? Prov
eventuelt med nogle flere vaardier af n, og formuler en sagtning. * Bevis sagningen.

7. Lad N vage en normal undergruppe af gruppen G. To Sideklasser, A1 = g1N 0g A2 =
g2N, er specielt delmaangder af G. Produktet A1 A2 har derfor to definitioner, i GRP(4.1) og
i GRP(4.15). Giver de to definitioner samme resultat?

8. Findes der 1.000.000 pa hinanden falgende ikke-kvadratfrie naturlige tal ?

9. Bestem antallet af |@sninger modulo » til kongruensen x2 = 1.

10. *Vis, at en ikke-tom mamgde G med en associativ komposition ‘x’ er en gruppe, hvisog
kun hvisder for dlea, b € G gadder, at ligningernea « x = b 0g y * a = b har lgsninger
x,y€eaq.

11. Vis, forn > 3, a der er uendelig mange primtal p med p % 1 (mod n).

12. *Dirichlet's sagtning udsiger, at nar (a, n) = 1, safindes der uendelig mange primtal p
med p = a (mod n). Vis, a der findes uendelig mange primtal p med p = 1 (mod 4).

13. Erdet muligt at deleenterningi 1992 terninger (naturligvisikkealleaf sammestarrelse)?
[Kilde: Lettisk konkurrence— for 9. klasse! Jeg syntes, den var svaa.]

14. For en undergruppe H af en endelig gruppe G virker G ved trandation pa mamngden
X = G/H o Sdeklasser. Bestem isotropigruppen for en given sideklasse x H. Bestem
kernen for den tilhgrende repraesentation G — Perm(G/H).

15. Antag, at p er den mindste primdivisor i ordenen af G, og at H er en undergruppe af
index p. Vis, a H er normal.

16. Kvaternion-enhederne 1,1, j, k tilharer ringen Mat2(C). Vis, at matricerne af formen
al+ bi + cj + dk, for redlleta (a, b, ¢, d), udger en delring H af Mat2(C). Vis, at H er et
skaavlegeme.

17. Visdet omvendte af Wilson's saning, for n > 2: Hvis(n — 1)! = —1 (mod n), sAern
et primtal. Hvad med det omvendte af Fermat’s ssgning?

18. Lad & vage et (irrationalt) kvadratisk tal med diskriminant D. Vis, for et ulige primtal
p, a p er et primelement i Z[£], hvisog kun hvis D modulo p ikke er et kvadrat.
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19. *N& n er primoplgst, n = pi*--- p,”, er det let a bestemme antallet af (positive)
divisorer i n: det er produktet (v1 + 1) - - - (u, + 1). Kan du finde en formel for summen af
divisorerne?



