RNG 6 215

(6.13) Korollar. Ien kvadratisk talring R = 7Z|[§] eksisterer irreducible oplgsninger for alle
elementer.

Bevis. Dette falger af Bemagkning (5.14), idet vi som funktionv: R — Z kan bruge funk-
tionen v() := | N(a)|. Gjensynlig er v nedad begramnset, og det felger af Seening (6.12), at
hvisé er enikke-triviel divisori o, saer v(§) < v(w). i

(6.14) Irreducibleelementer. Endelvisoversigt over primelementer ogirreducibleelementer
x + y& i enkvadratisk talring R = Z[&] er indeholdt i f@lgendeto resultater:

(1) Antag, at m = x + y&, hvor de hele tal x, y er primiske. Da er 7w et primelement i R, hvis
og kun hvis N(r) = +p, hvor p er et primtal.

»hvis': | beviset skal vi bruge, for et naturligt tal », at kvotientringen R/(n) er en endelig
ring med n2 elementer. Hertil bemagkes, at hovedidealet (n) bestér af alletal ns +nré, atsa
af aletal u+vé € R, hvoru ogv er deleligemed n. Modulo (n) er hvert element u +vé € R
altsh kongruent med ét af de n? elementer af formeng +r&, hvor0 < ¢, r <n — 1.

Antag nu for et primtal p, at N(7) = £p, dtsd p = £ ’. Specielt er 7 saenikke-trivel
divisori p, og derfor er (p) C () € R. Nuvar |R/(p)| = p?, og af inklusionerne falger,
at ordenen af R/(x) er en ikke triviel divisor i ordenen af R/(p). Altsaer |R/(n)| = p.
Som bekendt er en ring med p elementer et legeme. Derfor er R/(rr) et legeme, og specielt
et integritetsomrade. Altsaer (i) et primideal, og derfor er 7 et primelement.

,kun hvis': Antag, at 7 er et primelement. Det heletal N(x) er ikke nul og ikke £1, sa
N () kan skrives som et fortegn gange et produkt af primtal. Dazz’ = N(x), gar 7 op |
dette produkt, og dermed i en af faktorerne. Der findes altsa et primtal p siledes, at = gar op
i p,dvs p =8 medet element § € R. Heraf fas p2 = N(x) N(8). Dax ikke er en enhed,
er N() = +1 udelukket. HvisN(8) = +1, ville § vaae en enhed, og ligningen 7 = § 1p
ville vagre i modstrid med, at x, y var primiske. Altsaer ogsa N(§) = +1 udelukket. Af
ligningen p? = N(rr) N(8) falger derfor, at N(r) = +p, som gnsket.

(2) Lad p veare et primtal. Da er p irreducibelti R, hvis og kun hvis den diofantiske ligning,
x? - bxy + cy2 =+p, (6.14.1)

ikke har lgsninger (x,y) € 7Z x 7. Yderligere er p et primelement i R, hvis og kun hvis
kongruensen,
Z2—bz+c=0 (mod p), (6.14.2)

ikke har lgsninger z € 7.

Antag ferst, at ligningen (6.14.1) har enlgsning (x, y), svarendetil et element 7 = x + yé
i R sdledes, at N(w) = +p. Daer p =+ N() = £rn’. Specielt er p atsareducibelt (dvs
ikkeirreducibelt) i R. Antag omvendt, at p er reducibelti R, altsaat der findesen fremstilling
p = w8, hvor = 0g 8 ligger i R og ikke er enheder. Det falger, at p2 = N(7) N(8). DaN(x)
ogN(8) er forskelligefra+1, falger det, at de beggeer ligmed £ p. Vi har dtsaN(z) = £p,
og w = x + y& svarer til en lgsning (x, y) til ligningen (6.14.1).

Antag dernasst, at kongruensen (6.14.2) har en Igsning, altsa at der findes hele tal z og d
ogenligningz? —bz+c = pd. Viharz2 —bz+c = N(z+£&) = (z+£)(z+ &), saspecielt
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er p divisor i produktet (z + £)(z + €). Hvis p var et primelement i R, ville p vaae divisor
i en af faktorerne, i modstrid med at intet af tallene,
/
z+S:£+1§’ z+& _z b_ls’
p p P p p p
tilhgrer R. Altsaer p ikke et primelement i R.

Antag i stedet, at kongruensen ikke har lgsninger. For at vise, at p er et primelement,
betragtesi R enligning p§ = o, hvor § # 0. Det skal vises, at p er divisori « elleri . Af
ligningen falger p2 N(8) = N(«) N(B), saspecielt gé&r p opi produktet N(«) N(B). Da p er
et primtal, kan vi antage, at p gar opi N(«). Er o = x + y&, har vi altsa kongruensen,

x?>—bxy+cy>=0 (mod p). (6.14.3)

Vi pastér, at p er divisori y. Antagnemlig, indirekte, at p ikkegar opi y. Daer restklassen af
y modulo p en primisk restklasse. Der findes atsa et helt tal w sdledes, at wy = 1 (mod p).
Multiplicer de to sider af kongruensen (6.14.3) med w?. Med z := wx f& vi daen lgsning
til kongruensen (6.14.2), i modstrid med antagelsen. Altsagar p opi y. Af kongruensen
(6.14.3) dlutter vi derfor, at p gér opi x2, og dermedi x. AltsAgér p opi o = x + y&.

(6.15) Eksempel. (1) Betragt Gauss talring R := Z[+/—1] = Z[i]. For normen har vi
N(x +iy) = x°+ y% Vihar N(14+i) = 1°+ 1> = 2. Da2 er et primtal, er tallet 1+ i altsh
et primelement i R. Tilsvarendeer N(2+i) = 22+ 1% = 5, satallet 2+ er et primelement.
Det falger ogsa, at primtallene 2 og 5 er reducible i Z[i]. Primtallet 3 er irreducibelti R,
fordi ligningen x? + y? = 3 ikke har heltaldgsninger. Primtallet 3 er endda et primelement
i Z[i], fordi kongruensen z2 4+ 1= 0 (mod 3) ikke har |gsninger.

(2) Betragt ringen R := Z[+/—5], med diskriminant D = —20. Med £ := /=5 har vi
N(x + y&) = x2+5y2. Vihar N(1+ +/=5) = 14+ 5 = 2- 3. Ingen elementer i R har
gjensynlig norm 2 eller norm 3. Altsa kan intet element i R vage en ikke-triviel divisor i
1+ /5. Talet 1+ /-5 er dtsa et irreducibelt element i R. Af samme grund felger det,
a1l— /—5erirreducibel. DaN(2) = 22 og N(3) = 3?, falger det tilsvarende, at 2 og 3 er
irreducible. Vi har altsai Z[+/—5] to irreducible oplgsninger &f tallet 6,

6=2-3=(1++/=5)(1—+/=5).

(3) Betragt ringen R := Z[+/10], med diskriminant 40. Her er tallene 2 og 5 irreducible.
Det skal altsavises, at ligningerne x? — 10y? = +2 og x? — 10y? = +5 ikke har |gsninger.
For den farste ligning regnes modulo 5: for en lgsning ville vi fax? = +2, i modstrid med
at et kvadrat modulo 5 er kongruent med 0, 1, eller 4. For den anden ligning regnes modulo
8. Det er klart, at x mavage ulige, og falgelig er x2 = 1. Videreer —10y2 = 6y? og 6y?
er kongruent med O nér y er lige og kongruent med 6 nér y er ulige. Altsaer x2 — 10y?
kongruent med 1 eller 7, i modstrid med at x2 — 10y2 = +5. Nu falger det videre, at tallet
V10 er irreducibelt, thi /10 har norm —10, og enikke-triviel divisor i +/10 métte derfor have
norm +2 eller +5. Vi har atsii Z[+/10] to irreducible oplasninger af tallet 10,

10=2.5=+10-+v10.




