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5. Tapetgrupper.

(5.1) Definition. En (additiv) undergruppe L i R” kaldes et gitter eller et lattice, hvis der
findes en basis (es, ..., e,) for vektorrummet R” sdledes, at vektorerne i L netop er de
vektorer, der har heltal skoordinater med hensyn til basen, dvs

L ={xie1+ - - +xpey | x1,...,x, € Z}.

Basen (ey, ..., e,) Siges ogsa at vaae en basis for gitteret. Et gitter i R” for n > 1 har altid
uendelig mange baser. Bemagk, at det ikke antages, at baserne er ortonormale.

(5.2) Lemma. Lad L vare et gitter i R". Da vil enhver begrenset delmengde K af R" kun
indeholde endelig mange vektorer fra L.

Bevis. Lad (e1,...,e,) vage en basis for gitteret L. Der findes da en positiv konstant ¢
sdedes, at der forallex = (x1, ..., x,) € R" gadder uligheden,

cx 4+ x2) < lIx1e1 + - - + Xnenl%. (*)

Hgjresiden i uligheden, som funktion af x € R”", er nemlig kontinuert. Den er positiv, nar
x # 0, idet vektorerne e; er linesat uafhaangige. Specielt er hgjresiden positiv pa enheds-
kuglen i R". Da enhedskuglen er kompakt, antager hgjresiden, som funktion defineret pa
enhedskuglen, sin mindstevaadi. Lad ¢ vaae denne mindstevaadi. Da er hgjresiden sterre
end eller lig med ¢, n&r x ligger pa enhedskuglen. Med andre ord gadder uligheden (*), nar
x er en enhedsvektor. En vektor forskellig fra nul kan normerestil en enhedsvektor. Heraf
falger let, at uligheden (*) gadder for alex # 0. Og trivielt gadder uligheden, nér x = 0.
Antag nu, at K € R” er begramset, fx med ||v||? < C for dlev € K, med en positiv
konstant C. Lad v = x1e1 + - - - + x,e, Vageenvektori LN K. Dav € L, er koefficienterne
x; heletal, ogdav € K, felger det af (*), a c(x2 + --- + x2) < C. Detteer giensynlig kun
muligt for endelig mange x1, . . ., x,. Altsaer L N K en endelig maangde af vektorer. I

(5.3) Observation. Af Lemma (5.2) falger specielt, at der blandt vektorerne i et gitter L
findes en vektor af mindst mulig positiv norm. Denne mindste positive norm er samtidig den
mindste af stand mellem to forskellige vektorer i L. Afstanden mellem u og v er jo normen
af u—v,oghvisu,v e L,saerogsdu —vi L.

(5.4) Definition. En flytningsgruppe G < E(n) vil vi kalde en krystallografisk gruppe, hvis
trandationsgruppen T for G er et gitter.

Antag, at et gitter L er trandationsgruppen for en krystallografisk gruppe G. Lad H = G
vage punktgruppenfor G. Somvi har set i (4.4) gadder der s, at gitteret L er invariant under
gruppen H i falgende forstand:

(h Ace H,velL = AvelL.

Dennebetingel se, der kal desden krystall ografiske betingel se, medf arer restriktioner pahvilke
par H, L, betdende af en undergruppe H og et gitter L, der kan vage af formen G, T for en
krystallografisk gruppe G.
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(5.5) Seetning. Punktgruppen G for en krystallografisk gruppe er endelig.

Bevis. Lad (e1,...,e,) vage en basis for gitteret T. Af Lemma (5.2) falger specielt, at
for hvert i findes der i T kun endelig mange vektorer af samme norm som ¢;. Betragt nu
en matrix A i punktgruppen G. Af den krystallografiske betingelse faiger, at Ae; tilhgrer
T¢. Somlinea afbildning er x — Ax helt bestemt ved sinevaadier Ae; pabasisvektorerne.
Yderligereer x > Ax enisometri, sd Ae; har specielt sammenormsom e;. Der er derfor kun
endelig mange muligheder for billederne Ae;. Altsa er der kun endelig mange muligheder
for matricen A. Punktgruppen G er derfor endelig. 0

(5.6) Definition. Krystallografiske grupper i rummet R3 kal des ogsé rumgrupper. De svarer
til symmetrigrupper for uendelige krystal strukturer, og klassifikationen af dem svarer til klas-
sifikation af krystaller. Vi vil i det falgende kun betragte forholdenei planen R2. Her kaldes
en krystallografisk gruppe ogsa en tapetgruppe. For en sadan er trand ationsundergruppen
atsa et plant gitter, dvs en additiv undergruppe L € R? frembragt af 2 linesat uafhaagige
vektorer eq, ez,

L = {x1e1 + x2e2 | x1, x2 € Z}.

Et givet gitter har altid uendelig mange baser. For eksempel gadder, at hvis (e1, e2) er en
basis, sder ogsa (e1, ez + meq) en basisfor alem € Z. Vi har nemlig

x1e1 + xgep = (x1 — mx2)e1 + x2(e2 + me1),

og her er x1 og x2 heletal, hvis og kun hvis x1 — mx2 og x2 er hele tal.

Bemaak, at liniernepafigurenikke er en del af gitteret. Det er liniernes skagringspunkter, der
udger gitteret.

Et plant gitter kaldes rombisk, hhv rektangulaert, hhv kvadratisk, hhv hexagonalt, hvis
det har en basis (e1, e2), hvor vektorerne e1 og e opfylder, at de har samme norm, hhv er
ortogonale, hhv har samme norm og er ortogonale, hhv har samme norm og har en indbyrdes
vinkel pa /3.

Bemaak, at gitteret pa figuren ovenfor faktisk er et kvadratisk gitter: vektorene e1 og
ez — e1 er ortogonae og af samme langde, og de er ogsa en basis.
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Et kvadratisk gitter er bade rektangulaart og rombisk, et hexagonalt gitter er ogsarombisk.

€2

e
N /W/\/
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Y

(5.7) Segtning. Punktgruppen G for en tapetgruppe G ma vare en af grupperne Cy eller
Dy fork = 1,2, 3,4, 6. Hvis punktgruppen er Cq eller Cy kan gitteret T veare vilkarligt.
Hyvis punktgruppen er D1 eller Dy ma gitteret T veare rombisk eller rektangulart. Hvis
punktgruppen er Cy4 eller D4 ma gitteret T vere kvadratisk. Hvis punktgruppen er C3, D3,
Cs eller Dg, ma gitteret T g vare hexagonalt.

Bevis. Punktgruppen G er enundergruppei O(2). Af Setning (5.5) falger, at G er endelig. Af
Lemma (1.5) felger derfor, at G er enten den cykliske undergruppe C;, eller en diedergruppe
Dy, for passende k. Det skal farst vises, at k < 6 0g at k = 5 er udel ukket.

Vadg e # 0 blandt vektorernei T med mindst mulig positiv norm. Drejningen D med
vinklen 27z /k tilhgrer G. Af Observation (4.3) falger derfor for hver vektor v € Tg, at vi
har Dv € T og dermed ogsa Dv — v € T. ldet vi antager k > 3, er vektorerne 0, e og
De hjgrnerne i en trekant. Den er ligebenet, idet to sider har laangden |le|| = || De||. Den
tredie side har laangden || De — ¢||, og De — e tilhgrer gitteret. Valget af e sikrer derfor, at
den tredie sideslaangde mindst er lig med laangden af de to andre. Heraf falger, at topvinklen
27 /k mindst er 7/3. Altsaer k < 6.

For at udelukke k = 5 betragter vi vektoren D?e + ¢. Den er proportional med De, og nér
k = 5er den af mindrelasmgde. Menda D%¢ + ¢ € T og || Del|| = |||, er dettei modstrid
med valget f e.

Hermed er det vist, at punktgruppener en af de 10 angivnegrupper. Endel af argumenterne
for de resterende péstande samler vi i to hjadperesultater om gittre L € R?:

Lemma. (1) Antag, atderiL er to vektorere, f af den mindste positive norm, med f # *e.
Daer (e, ) en basis for gitteret.
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(2) Antag, at L er invariant under en linear spejling v — Sv. Da har L enten (i) en basis
af formen (e, Se), eller (ii) en basis af formen (e, ), hvore, f er ortogonale, og Se = e.

Bevis. (1) De to vektorer e, f € L er nemlig linesat uafhaagige, sa det skal vises, at en
vilkarlig vektor u € L kan skrives som en linearkombination,

u=»xie—+ uf, *)

med heltalskoefficienter A, u. Hertil bemaakes, at da (e, f) er en basis for vektorrummet
R?, har u en fremstilling (*), hvor A, i er redlletal. Subtraheresfrau en passende heltals-
linearkombination af e, £, kan vi opna en ny vektor u € L sdedes, at der i fremstillingen
(*)gadder, a0 < A <1090 < i < 1. Deternok at vise,atu = 0, dtsda A = u = 0.
De antagne uligheder for A, © medferer, at u ligger i romben med hjgrnerne 0, e, f,e + f.
Afstanden frau til det naameste af rombens 4 hjarner er derfor hgjst sidelaangden divideret
med /2; specielt er afstanden strengt mindre end sidelaangden ||e||. P& den anden side er
afstanden normen af differensvektoren, og det er normen af en vektor i gitteret. Valget af ¢
sikrer derfor, at afstanden mavage 0, atsa at u er et af defire hjgrner. Ulighedernefor i,
skrer nu, a u = 0, som gnsket. Hermed er (1) bevist.

For at bevise (2) vadger vi en vektor e # 01 L af mindst mulig positiv norm. Det er let at
e, at e kan suppleres med en vektor f € L til enbasis (e, f). Hvis Se # +e, safalger det i
evrigt af (1), at (e, Se) er en sadan basis. Altsaindtradfer mulighed (i).

Antag derfor, at Se = +e, og farst, at Se = e. Vektoren e bestemmer sa aksen for
spejlingen S. Vektoren f + Sf ligger pa aksen, og i gitteret. Altsaer f + Sf = ie med
A € Z. Erdattes f med f — e, aandres A til A — 2. Derfor kan vi antage, at A = 0, 1.
HvisA = 0, sder Sf = —f, ogsaer f vinkelret pae, og gitteret er rektangulaat; specielt
indtraeffer (ii). HvisA = 1, Aer Sf + f = e, og saer ogsa (f, Sf) en basis for gitteret;
specielt indtregfer (i) (med e := f).

Hvis Se = —e, s er e vinkelret pa spejlingsaksen. Det falger nu tilsvarende ferst, at
f —Sf =Xxemed A € Z, og dernaest, at vi kan antage A = 0, 1. HvisA = 0, sder f = Sf,
og derfor indtregfer (i) (med (e, ) := (f,e)). HvisA = 1, sAer ogsa (£, Sf) en basis, og
derfor indtradfer (i) (med e := f).

Hermed er hjad peresultaterne bevist. 0

Nu falger pastandene i Segningen: Hvis G indeholder en dregjningsmatrix D med vinklen
2 /k ogk > 3, kan (1) anvendes, idet e vadges som en vektor i T med den mindste positive
norm, og f := De. Det falger, for k = 3, 6, at gitteret er hexagonalt, og for k = 4, at det er
kvadratisk. Hvis G indeholder en spejlingsmatrix S, safelger det af (2), at gitteret mavage
rombisk eller rektangulaat. Hermed er ssgningen bevist. 0

(5.8). Sagning (5.7) udsiger, at der hgjst er 10 undergrupper H af O(2), der kan forekomme
som punktgruppe G for en tapetgruppe G, og mere prasist, at der hgjst er falgende 12
muligheder for kombinationer H, L, der kan forekommesom G, T for en tapetgruppe G:

Cy, vilkarligt Co, vilkarligt Cs, hexagonalt Cg4, kvadratisk
Cs, hexagonalt
D1, rektangulaat D1, rombisk D>, rektangulaat D>, rombisk

D3, hexagonalt D4, kvadratisk Dg, hexagonalt
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For hver af de 12 kombinationer H, L kan gitteret af den anfarte form vadges saledes, at
den krystall ografiske betingelse er opfyldt, dvs siledes, at L er invariant under gruppen H.
Gruppen C; bestar kun af identiteten, sa ethvert gitter er invariant under C;. Gruppen C;
bestér af identiteten og halvdrejningen v — —v. Ethvert gitter er derfor ogsainvariant under
C,. Gruppen C4 er frembragt af drejningen pa /2. Felgelig er ethvert kvadratisk gitter
invariant under C4. Endelig er ethvert hexagonalt gitter invariant under C3 og under Cg.

Betragt dernaest de tilsvarende diedergrupper Dix. Gruppen D1 er den cykliske gruppe af
orden 2 frembragt af en spejling, og gruppen D> er frembragt af en spejling og halvdrejningen
x — —x. Det er klart, at et rektangulaart gitter er invariant under spejlingen i linien bestemt
ved en af basisvektorerne og at et rombisk gitter er invariant under spejlingeni linien bestemt
ved summen af deto basisvektorer. Bade et rombisk gitter og et rektangul aat gitter er siledes
invariante under D1 og under D,. Endelig er det klart, at et kvadratisk gitter naturligt er
invariant under D4 og at et hexagonalt gitter er invariant under D3 og under Dg. For gruppen
D3 er der endda to forskellige muligheder for beliggenheden af det hexagonale gitter: D3
er symmetrigruppen for en regulag trekant, og gitteret kan vadges enten med basisi 2 af
trekantens hjarner, eller drejet 2r/12 i forhold hertil. Den farste mulighed er gjensynlig
karakteriseret ved, at de to basisvektorer ligger pa akser for spejlingernei D3,

Hvis den krystallografiske betingelse for H, L er opfyldt, findes der altid en tapetgruppe
G shledes, at G = H og T = L. Det felger nemligaf konstruktioneni (4.4), at flytningerne
i E(2) af formen,

x+— Ax+v, hvorAe Hogve L,

udger en sadan gruppe G. Den herved bestemte tapetgruppe G er split, og det falger af
overvgelserne i (4.5), at enhver split tapetgruppe, bortset fra en trandation af origo, er af
denne form.

Der er derfor splittetapetgrupper svarendetil de 12 kombinationer, og med detoforskellige
muligheder for D3 som punktgruppefasi alt 13 klasser af splitte tapetgrupper.

Den fulde klassifikation er felgende: Der er 17 klasser af tapetgrupper, nemlig de 13
klasser af splitte tapetgrupper og yderligere 4 klasser af ikke-splitte grupper: 1 klasse for
D1 med et rektangulaatt gitter, 2 klasser for D2 med et rektangulaat gitter, og 1 klasse for D4
med et kvadratisk gitter.

Tapetgrupperne er de krystallografiske grupper i planen. For rummet R3 kan man tilsva-
rende vise, at der er 230 klasser af rumgrupper.

(5.9) Bemaxrkning. Lad os skitsere et bevis for klassifikationen af tapetgrupperne. Vi
antager, at G er en ikke-split tapetgruppe, og vi skal vise, at der er 4 muligheder for G, og at
de forekommer. | beviset bruges, at homomorfien G — G er surjektiv: hver matrix A € G
kan altsalgftestil en flytning f € G, dvsen flytning af formen f(x) = Ax + b.

For det farste ma G vaae en diedergruppe. Er nemlig G den cykliske gruppe Cy, kan vi
|gfte drejningen D med vinklen 27 /k til enflytningd € G. Det falger af klassifikationen i
(2.6), at d er en drejning med vinklen 27/ k omkring et fixpunkt p € R2. sotropigruppen
G, indeholder sa den cykliske undergruppe (d), og denne undergruppe afbildes surjektivt,
og derfor bijektivt pa G. Altsaer G split.
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Der findes altsaspejlinger S i G. Betragt en sidan spejling S, og enflytnings(x) = Sx +b
i G, som lgfter S. If@lge klassifikationen i (2.6) er s en glidespejling, sa efter en eventuel
trandation af origo kan vi antage, at b ligger pa spejlingsaksen.

Antag farst, at mulighed (i) (nsevnt i beviset for Sagning (5.7)) indtradfer for S og gitteret
Tc. Det pastas, at S sa kan lgftes til en spejling i G. Ifglge antagelsen har T nemlig
en basis af formen (e, Se), sa spejlingsaksen er bestemt ved vektoren e + Se. Altsa er
b = A(e + Se). Vi kan sammensadte s med en trandation i G; specielt kan vi frab trakke et
heltalsmultiplum af e 4+ Se. Derfor kan vi antage, at 0 < A < 1. Kvadratet s2 ligger igen i
G, og det er trand ationen med forskydning 25. Altsaligger 2b € T, dvs2i € Z. Det giver
mulighederner = 0og A = % | det forste tilfedde er b = 0, og sa er s en spejling, som
ensket. | det andet tilfedde er s(x) = Sx + e + 3 Se. Den sammensatte flytning s’ = t_,s
er ogsi en lgftning & S, af formen s’ (x) = Sx — 2e + 3Se. Gjensynlig er 3 Se et fixpunkt
for s’. Derfor er s” en spgjling, som @nsket.

Antag dernaest, at mulighed (ii) indtragffer, altsa at der findes en ortogonal basis (e, f)
for Tgc med Se = e. Daer e spejlingens akse, s b = re. Frab kan trakkes et passende
heltalsmultiplum af e, s det kan antages, at 0 < » < 1. Dakvadratet s2 er trandation med
2b, er 2b € Tg, og felgeliger 2 € Z. Altsder » = Oeller , = 1. HvisA = 0,er b = 0 og
s er enspgjling. Hvis 1 = 3, sher s en glidespejling af formen,

s(x)=8x+ %e. *)

Vi kan altsa lgfte S enten til en spejling s, eller til en glidespejling af formen (*).

Betragt nu den ikke-splitte tapetgruppe G, med G = Dy. Punktgruppen G er frembragt
af én spejling, hvisk = 1, og af to spejlinger, hvisk > 2. Hvis de frembringende spejlinger
i G kunne | gftestil spejlinger i G, ville G vaare split. Det er nemlig klart for k = 1, og hvis
k > 2 ville skegringspunktet p for de to |gftede spejlingers akser vaare et fadles fixpunkt, og
isotropigruppen G, ville afbildes surjektivt og dermed bijektivt paA G.

Der er altsa mindst én spejling S i G, som ikke kan |gftes til en spejling i G. Af de
foregaende overvejelser falger derfor, at (ii) indtradffer: Vi kan konkludere, at gitteret T er
rektangulaat, med basise, f, hvor Se = e, og S kan | gftestil en glidespegjling s | G af formen
(*).

Herefter er k = 3,6 udelukket. For k = 1 er der kun én spejling i G = D1, og den
kan altsa lgftes til en glidespejling af formen (*). For k = 2 er der to spejlinger i G, og
det giver to muligheder: ingen af dem kan lgftes til spejling eller én af dem kan. Betragt
endeligk = 4. Vadgen spejling i G, som ikkekan | gftestil en spejlingi G, og laft S til en
glidespgjling af formen (*), med en ortogonal basis (e, f) for gitteret. Dagitteret er invariant
under drejningen med vinklen /2, er gitteret ortogonalt: e og f har samme norm. Betragt
nu spejlingen S i D4 med aksen drejet —r/4 i forhold til aksen for . Vi har allerede fastlagt
basen for T, s det er udelukket, at T har en ortogonal basis med en basi svektor pa aksen
for . Derfor kan mulighed (ii) ikkeindtragfe for S. Af overvejelserne ovenfor falger s, at
S kan |gftestil spejling 5. Vi kan fx vadge origo som skaaringspunkt mellem akserne for s og
5. Herefter er G fastlagt.
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Det skal yderligerevises, at faktisk findes tapetgrupper i hver af deikke-splitteklasser. Vi
vadger som eksempel her at beskrive detapetgrupper G, som indeholder en kvartdrejning, dvs
en drejning med vinklen 7z /2 omkring et punkt. Det falger af Sagtning (5.7), at punktgruppen
G mavage Cy eller D4, og af diskussionen i (5.8) fremgar, at der er tre muligheder: en split
gruppe med punktgruppe C4, en split gruppe med punktgruppe D4, samt en ikke-split gruppe
med punktgruppe D.

| aletilfaddemégitteret T verekvadratisk. Vi kan antage, at det er gitteret Z2 frembragt
af den kanoniske basis (e1, ep) for R2. Vektorerne i gitteret er altsi vektorer u = (u1, u2)
med heltal skoordinater i1, u2, ogtrandationernei G er trand ationernemed sddanne vektorer.
Gruppen G ska indeholde en drejning d med vinklen /2 omkring et punkt. Vi kan antage,
at det er omkring origo, altsd at d(x) = Dx, hvor D er matricen,

0 -1
b= (1 0 )
(a) Antag farst, at G er den cykliske gruppe C4 bestdende af de fire potenser D/ for j =
0,1, 2,3. | dettetilfadde er G som naevnt split, og G bestér af alle flytninger af formen,

x+ Dix+u, forj=0,1,230gucZ? (5.9.1)

Flytningerne er trandationer for j = 0O, drejninger med vinkel +7/2 for j = 1,3, og
halvdrejninger for j = 2. For at fa et overblik over dregjningerne i G bestemmes deres
fixpunkter.

Fixpunkter p for flytningenx — D/ x +u bestemmesved at l@seligningen p = D/ p +u.

Forj=1harvi(1— D)p =u,0g
1 1 1y 171 =1\, u1
1-b= (—1 1)’ = (pz):§<1 1 )(uz)

Fixpunkterne er sledes alle punkter (v1/2, v2/2), hvor v1 = uy — uz 0g v2 = u1 + up Med
heletal u1, up, dvshvor vy, vo er heletal af samme paritet. Punkterneer altsadelsvektorerne
i gitteret Z2, dels midtpunkterne af de enhedskvadrater, som gitterpunkterne deler planen
i. Det er klart, at det er de samme punkter, som er fixpunkter for flytningerne af formen
x — D3x +u.

For j = 2 har vi, at 1 — D? er 2 gange enhedsmatrix. Fixpunkterne for flytninger af
formen x — D?%x + u er derfor netop punkterne (11/2, u»/2), hvor uz, us er heletal.

Gruppen G bestar siledes af alletrand ationer med en heltal svektor, af aledrejninger paet
multiplum af 7 /2 omkring et punkt (v1/2, v2/2), hvor v, og v2 er heletal af samme paritet,
samt af alle halvdre/ninger omkring et punkt (11/2, u2/2), hvor u1 og uz er heletal.

€2
€1
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(b0) Betragt dernasst tilfaddet, hvor G er split med G = Dg4. Vi kan antage, at det er isotro-
pigruppeni origo, der afbildes bijektivt p& G, og at denne istropigruppe er symmetrigruppen
for kvadratet med hjgrnerne 4-e1, +e». | G ligger sadreiningen x — Dx med vinklen /2
og spejlingen x — Sx i farsteaksen, bestemt ved matricen

1 0
s=(p 1)
Gruppen G er sagruppen af af alle flytninger af formen (5.9.1) eller af falgende form:
x> SD/x +u, forj=0,1,230gu e Z> (5.9.2)

Flytningernei (5.9.2) er spejlinger eler glidespejlinger. Det er ikke svaat at bestemme deres
spejlingsakser:

De fuldt optrukne linier er spejlingsakser for en spejling i G (og undelig mange glidespe)-
linger). De stiplede linier er akser for uendelig mange glidespejlinger i G, hvoraf ingen er
spejlinger.

(b1) Betragt endeligtilfaddet, hvor G er ikke-split, med G = D4. Med notationen ovenfor
har vi i G glidespejlingens i (*), der |gfter S, og spejlingen §, som lgfter S. Produktet SS er
dreginingen D med vinklen /2, og den lgftes af den sammensatte flytning d = s5. Vi kan
antage, at (e, f) = (e1, e2). Vadgesorigo som skagingspunktet mellem spejlingsakserne (for
glidespeilingen s og for spejlingen §), sA er vektoren —Ze1 — Feo fixpunktet for d. Vadges
omvendt denne vektor som origo, sa beskrives d ved den linesare drejning d(x) = Dx og
glidespgjlingen s f&r formens(x) = Sx +cmedc = de1+ ep. AltsAmMAG Abestaaf ale
flytninger af formen (5.9.1) eller af falgende form:

x> SDix +c4u, forj=0,1,230qu e Z>. (5.9.3)

Omvendt er det ikke svaat at vise, at flytningerne af formen i (5.9.1) eller (5.9.3) udger en
gruppe. Flytningerne af den sidste form er spejlinger eller glidespejlinger:

Igen er defuldt optruknelinier spejlingsakser for en spejlingi G og de stipledelinier er akser
for glidespejlinger, hvoraf ingen er spejlinger.

Bemagk, at de to grupper bestemt i (b0) og (bl) kan skelnes ved beskrivelsen af spej-
lingsakserne. | gruppen i (b0) findes der spejlinger, hvis akser gar gennem fixpunkterne for
kvartdrejningernei G, for gruppen i (b1) gar akserne for spejlingerne ikke gennem disse
fixpunkter.
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(5.10) Bemaarkning. De betragtede grupper i planen hedder tapetgrupper, fordi de er rela-
terede til tapeter. Symmetrigruppen for et tapet er en tapetgruppe, og omvendt vil enhver
tapetgruppe G frembringetapeter pafagende méde. Lad F vageenfigur i R2. Vi kan tanke
pa F som en tegning, bestdende af et antal begramsede kurver. Dan sa foreningsmaangden,

F* =] g(F).

geG

Foreningsmaangdenindehol der specielt alletrand ationer ¢, (F) foru € T, dvsvi ,,genfinder
figuren F periodisk i F*. Desuden indeholder F* periodisk en rakke figurer, der er kongru-
entemed F, svarende til de flytninger i G, der ikke er trandationer. Foreningsmaangden F*
er dtsaet tapet. Det er klart, at flytningernei G er symmetrier af F*: for hver flytningg € G
gadder, at g(F*) = F*. Det er ogsa nasten klart, at hvis den givne figur F er tilstraskkeligt
usymmetrisk, saer G netop symmetrigruppen E(F*) for tapetet F*.

Tapetet F* kan ogsa fas som en foreningsmamngde af trandationer af en figur. Antag, at
punktgruppen G har orden k, og vadg k flytninger g1, . . ., gk | G sdledes, at matricerneg; er
samtlige matricer i G. Betragt den endelige foreningsmaangde,

k
ﬁ' = Ug,'(F).
i=1

For engivenflytningg € G findeseti siledes, atg = g,. Altsher g entrandationi G, dvs
af forment,, hvor u € Tg. Det falger, at g = 1, gi, 0g specielt er g(F) = 1,gi(F) C 1y (F).
Heraf falger, at tapetet F* er foreningsmaangden,

F* = U tu(F).

MGTG

(5.11) Eksempel. Betragt de tre grupper fraEksempe (5.9). Lad F vaae figuren bestédende
af en kvartcirkel med radius £ og centrumi (0, 3):

€2

€1

For gruppen behandlet i (5.9)(a) far vi det tilsvarende tapet F*:

X XXX
X XXX
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For gruppen i (b0) far vi tapetet:

KK R XK
KK R XK

Og endelig far vi for gruppeni (b1):

(5.12) Eksempel. Betragt tilsvarende kurven F bestaende af et stykke af farsteaksen og en

kvartcirkel:

Trekanten bestemmer et hexagonalt gitter. Kurven ender midt i trekanten (somikke er en
del af kurven). Her er (en del) af tapeterne frembragt af F under de 5 tapetgrupper, der har
hexagonalt gitter (med punktgrupper Cs, Cg, D3 (2 stk), og De):

o A

(5.13) Opgaver.
1. Lad L C R? vageet gitter med basis (e, f), oglad u = ae + bf ogv = ce + df vege

vektorer i L. Vis, at (u,v) er en basis for L, hvis og kun hvis heltalsmatricen ( , - ) har

determinant 1. Slut heraf, at en vektor u = ae + bf € L kan suppleres med en vektor v til
en basisfor L, hvisog kun hvistallene a, b er primiske.

2. Lad L C R? vageet gitter, som er bade rombisk og rektangulaat. Vis, at L er kvadratisk.
[Vink. Antag, at (e, f) er en ortogonal basisfor L, med |le|| < || f]|. Lad S vaae spejlingen
defineret ved, at den ombytter to lige lange vektorer i en anden basis for L. Overve hvilke
muligheder, der er for vektoren Se.]




