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Logik & sandhed

- et studieretningsprojekt i matematik (A) og filosofi (B)

Introduktion

Dette projekt omhandler formel logik, et omrade som er faelles for bade matematik og filosofi.
I projektet skal eleverne stifte bekendtskab formel logik og aksiomatiske systemer.

Serligt skal de arbejde med Euklidisk geometri som et historisk interessant eksempel pa et
aksiomatisk system og bevisfgrelse inden for et sadan system.

Det er teenkt, at matematik vejer tungest som fag i dette projekt. @nskes et mere filosofisk tungt
projekt kan eleven undersgge logikkens udvikling inden for filosofi og brugen af logik hos f.eks.
Thomas Aquinas og Descartes.

Faglige forudseetninger, matematik:

Formel logik er ikke noget, der normalt bergres i matematikundervisningen i gymnasiet. Projektet
er derfor forholdsvis forudsetningsfrit. Den selvstendige tilegnelse af denne forholdsvis abstrakte
del af matematik vil dog kreve gode abstraktionsevner og fortrolighed med symbolsprog fra
elevens side.

Der ud over skal eleverne have kendskab til matematisk bevisfgrelse.

Faglige mal, matematik:

Eleverne skal tilegne sig kendskab til matematik som en logisk, aksiomatisk struktur. Et udvalgt
emne skal i denne forbindelse studeres indgaende (eksempelvis Euklidisk geometri som foreslaet i
dette projekt).

Eleverne skal herigennem tilegne sig kendskab til formel logik og formel logisk bevisfgrelse ud fra
aksiomer.

Faglige forudseetninger, filosofi:

Pa B-niveau skal eleverne stifte bekendtskab med elementar argumentationsteknik og logik
(http://us.uvm.dk/gymnasie//vejl/laereplan_pdf/valgtag/valgfag filosofi_b.pdf). Det er formodentlig
en fordel for eleverne at have beskaftiget sig hermed, men det er ingen foruds@tning.

Faglige mal, filosofi:

Eleverne skal opna kendskab til logik generelt og forskellige former for logik, med serlig vaegt pa
formel, aksiomatisk logik og argumentation indenfor et system opbygget pa basis heraf. Af hensyn
til den matematiske del af projektet vil det vaere naturligt iser at undersgge fgrste ordens
pradikatslogik.

Naermere beskrivelse af projektet

Overvej udtrykket: "Hvis n er lige, sa er n + 1 et primtal” — for hvilke tal mellem 1 og 10 er dette
udsagn sandt?



Dette er naturligvis et matematisk udsagn i det omfang, at man skal kende nogle matematiske
grundbegreber for at forsta udsagnet. Men samtidig er udsagnet et logisk udsagn, der udtaler sig om
sammenh@ngen mellem to deludsagn n er lige” og ’n + 1 er et primtal”, og i det perspektiv hgrer
udsagnet n&rmere hjemme i logik end i matematik.

Endelig kan udsagnet indenfor formel logik udtrykkes som: ’(n lige) = (n + 1 primtal)” eller ”— (n
lige) v (n + 1 primtal)”, og der kan opstilles en sandhedstabel for dette formelt logiske udsagn.
Dette projekt omhandler alle disse tre aspekter. Desuden leegges der op til en diskussion af
sammenhangen mellem logisk og almindelig sandhed. Det vil nok vere overraskende for de fleste,
at ovenstaende udsagn er sandt for alle tal mellem 1 og 10 pa ner 8, da mange intuitivt vil mene, at
det ma vere falskt for alle ulige n > 1.

Projektet skal omhandle, hvad et logisk udsagn er - matematisk og filosofisk set. Serligt skal
eleverne forklare aksiomsystemet i Euklids Elementer, gennemga et eller flere af hans beviser
og/eller evt. selv opstille et bevis pa basis af aksiomerne - fx et bevis for Pythagoras Setning.

For at kunne ggre dette skal eleverne forklare forskellige aspekter af, hvad logik og sandhed er. Det
vil oplagt veere dele af fglgende:

e Forskellen pa formel logik og en intuitionistisk forstaelse af gyldigheden af et logisk
udsagn. Hvad et aksiomsystem er og hvordan man argumenterer for, at et udsagn er sandt
inden for et aksiomatisk system. Herunder redeggres for deduktive beviser.

¢ En dybere diskussion af, hvad der egentlig forstas ved et sandt udsagn, matematisk,
filosofisk og i almindelig sprogbrug og hvad forskellen pa sandhed og logik er.

¢ Hvordan brug af logik har udviklet sig historisk.

e Hvad man forstar ved fuldstendige og ved sunde aksiomatiske systemer, herunder evt. en
diskussion af Godels s@tninger.

Bemerk, at Euklids plangeometri ikke i sig selv bgr udggre noget problem for en elev med A-
niveau i matematik. Det medtages her som et eksempel pa et aksiomatisk system og skal forstas i
den sammenhang, ogsa fra elevens side.

Variationsmuligheder

Forskellige matematiske aspekter kan inddrages i stgrre eller mindre grad:
e Godels ufuldstendighedss®tninger og Iggnerparadokset.
e ZFC som det aksiomatiske system den moderne matematik bygger pa.
¢ De komplekse tal som aksiomatisk system (dette er muligvis mere matematisk interessant
end plangeometri for den dygtige elev).
e Forskellige bevistyper i matematik og disses logiske grundlag, fx induktionsbeviser eller
modstridsbeviser.

Filosofi:
e Thomas Aquinas eller Descartes beviser for Guds eksistens.
® Aristoteles’ logiske grundregler
¢ Forskellen mellem induktive og deduktive slutninger
¢ Forskellen mellem logisk sandhed og almindelig sandhed. Visse argumenter er logisk
gyldige, men vi ville aldrig acceptere at de skulle veere sande eller brugbare.
e Poppers paradoks (hgrer lige sa meget under matematik).
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