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Kirchberger’s satning om
separation af to mangder

Maria Larissa Ziino

I denne artikel fremfgres to seetninger af henholdsvis den gstrigske
matematiker Eduard Helly og den tyske matematiker Paul Kirch-
berger, som hver iseer skrev deres disputats i starten af 1900-tallet.
Jeg vil her vise Kirchberger’s saetning ved at benytte mig af Hel-
ly’s seetning.

Disse to seetninger kan faktisk betragtes som veerende duale til
hinanden. Den mest fremtreedende forskel pa Helly’s og Kirchber-
ger’s seetning er, at Helly’s saetning beskriver betingelserne for, at
et antal maengder har noget tilfeelles mens at Kirchberger’s seet-
ning beskriver betingelserne for at kunne separere to maengder.
Kirchberger’s ide kan beskrives ved fglgende eksempel: Forestil
dig en mark med et antal far og et antal bukke der star stille.
Hvordan ved man om farene kan adskilles fra bukkene ved et lige
hegn?

Saetningen giver, at hvis hver gruppe af 4 far og bukke kan ad-
skilles af et lige hegn, sa kan de alle adskilles af et lige hegn. Den
generelle formulering af seetningen ses i Seetning 13.

Indledende begreber
Det rum jeg arbejder i her kaldes [E™ og det defineres ved fglgende

Definition 1 Det n-dimensionale Euklidiske rum E™ er givet ved
det linesere rum R™ udstyret med det indre produkt (x,y) =

Z?:l aiﬁ% hvor x = (041, S ,Oén) 0g Yy = (617 e 7671)
Nulvektoren i E™ defineres som o = (0, ...,0).

Konveksitetsteorien giver fglgende, hvor jeg starter ud med at
minde om begrebet affin kombination.
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Definition 2 Lad ag,...,a; vaere punkter i E". Disse siges at
veere affint afhsengige hvis der findes et talseet (ap,...,ax) €
RF1\(0,...,0), s& agag + - - - + agar = 0, og ag + - - + a = 0.

Satning 3 Enhver delmengde af E™ bestaende af mindst n + 1
forskellige punkter er lineert afhengig. Enhver delmaengde af E™
bestaende af mindst n + 2 forskellige punkter er affint afhengig.

Begreberne konveks kombination, konveks maengde og det kon-
vekse hylster defineres nu.

Definition 4 Lad k € Ny; zg,...,xr € E™; Xg,..., A\ € E. Hvis
alle \; > 0 og Ao+ ---+ A\ = 1, kaldes linearkombinationen
Aoxo + - -+ + A\pxp en konveks kombination af xg, ..., zj.

Definition 5 En delmangde S af E" siges at vaere konveks hvis
der for enhver konveks kombination \gsg+ - - -+ Ars, af elementer
fra S geelder, at Agsg + -+ - Apsk € S.

Definition 6 Lad S C E”. Ved det konvekse hylster - convS - af
S forstas den mindste konvekse delmaengde af E”, som indeholder

S.

Satning 7 Lad S C E", da bestar convS netop af alle konvekse
kombinationer af elementer fra S, dvs.

k
convsS = {Z i T;

1=0

kENo,)\Z‘ZO,)\O—F"'—l—)\k:l,ZBZ’ES}.

Satning 8 (Carathéodory) For en ikke-tom delmengde S af E"
kan ethvert x € convS udtrykkes ved en konveks kombination af
n+ 1 eller ferre punkter fra S.
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Helly’'s saetning

Helly’s seetning vises ved at ggre brug af en ssetning af Johann
Radon som er givet ved fglgende

Satning 9 (Radon’s sxtning) Lad S = {z1,...,x,} vere en vil-
karlig endelig mengde af r indbyrdes forskellige punkter i E™.
Huvis r > n+ 2 kan S opdeles © to disjunkte delmengder, S1 og
Sa, sd der geelder at convS| N convSy # .

Bevis. Dar > n+ 2 giver Seetning 3 at S er affint afthaengig. Dvs.
der eksisterer skalarer a1, ..., «a,, hvor ikke alle er 0, saledes at

T T
g Q;T; =0 O0g g a; = 0.
i=1 1=1

Ifglge ovenstdende ma mindst to af disse a;’er have modsatte
fortegn, sa vi kan uden tab af generalitet antage, at de fgrste k er
stgrre end eller lig nul og at de sidste r — k£ er skarpt mindre end
nul. Da «;’erne summer til nul kan vi definere a som

a=oa;+ - +ap=—(agsr1+ -+ ).

Sa er a > 0 og vi kan definere x som

k T

3§ ()

=1 1=k+1

Da Zle °L =1 er z en konveks kombination af x1,...,z, sd af
Seetning 7, far vi at € conv{zy,...,xr}. P4 samme made far vi
at © € conv{Tgy1,...,Tp}

Ved at lade S1 = {x1,..., 2%} og So = {zp11,...,2,} har vi at
convS] N convSe # &. Da punkterne {x,...,x,} alle er parvis
forskellige har vi yderligere at S1 N Sy = &. [
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Satning 10 (Helly's saxtning) Lad F = {Bs,...,B,} vere en fa-
milie bestiende af r konvekse mangder i K™ med r > n+ 1. Hvis
enhver delfamilie bestaende af n+ 1 mangder fra F har ikke-tom
fellesmaengde sa har alle r maengder ikke-tom fellesmaengde.

Bevis. Saetningen vises ved induktion efter r» — 1. Saetningen er
triviel for induktionsstarten r = n + 1 og derfor klart opfyldt.
Antag at » > n 4+ 2 og at satningen holder for r — 1 konvekse
maengder. Vi vil vise at den gaelder for r.

For hvert ¢ € {1,...,7}, eksisterer der et punkt x; for hvilket der
ifglge induktionsantagelsen gaelder at

rieBIN---NB,_1NBjy1N---NB,. (1)

Meangden af alle disse punkter betegnes S = {z1,...,z,}. Hvis
der er gentagelser i S, dvs. x; = x; for et par 7,j hvor ¢ # j, sa
har vi bade at

x; € BiN---NB,_1NBix1N---NDB,
ogat x; € Blﬂ"'ﬂBj_lﬂBj_Hﬂ"'ﬂBr.

Da z; = z; har vi derfor, at de begge ligger i B1 N ---N B, og
derfor er det gnskede opnaet i dette tilfeelde.

Antag derfor, at x;’erne er parvis forskellige. Da » > n + 2 kan vi
benytte Radon’s saetning 9 til at finde to disjunkte delmaengder
af S, S1 og So, der opfylder at convS; NconvSy # &. Uden tab af
generalitet kan vi lade S1 = {x1,..., 21} og So = {xpi1,..., 2},
hvor 1 < k < r. Lad derfor

x € conv{xy,...,rr} Nconv{Tri1,..., 2} (2)

Vi gnsker at vise at x € ();_; B;.
Pa grund af (1) har vifor allei =1,...,k at x; € Bgi1N---NB,.
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Vi minder om, at B; er konveks for alle: = k+1,...,r. Vi har da,
at det konvekse hylster af x;’erne, for ¢ = 1,..., k, ligger i snittet
af B;’erne, for i =k +1,...,r, dvs.

conv{zi,...,zp} C Bry1 N---N By.

Tilsvarende geelder for alle i =k +1,...,rat x; € BiN---N Bg.
Da B; er konveks for alle ¢ = 1,...,k er conv{zgi1,..., 2.} C
BiN---N Bg. Nu har vi det gnskede da (2) giver at

x € By N---N B, og r€e BiN---NByg. ]

Kirchberger’s satning

Da Kirchberger skrev sin Ph.D.-afhandling i 1902 viste han blandt
andet den efterfglgende seetning, men han viste ogsa Separations-
seetningen og et specialtilfeelde af Carathéodory’s satning, nem-
lig Seetning 8 for endelige maengder. Idet selve Carathéodory’s
seetning fgrst blev vist af Carathéodory ca. 5 ar senere (hvorfra
seetningen har faet navnet Carathéodory’s seetning) er det spaen-
dende at studere Kirchberger’s 30 sider lange disputats [1].

For at kunne vise nedenstaende saetning vil jeg minde om begre-
berne halvrum i E"™! og hyperplan i henholdsvis E” og R x E™.

Definition 11 Lad y € E™\(0,...,0) og o € E. Hyperplanen
H(y,a) i E" er defineret ved

H(y,a) ={zx € E": (y,z) = a}.

Definition 12 En hyperplan i R x E” er for en vektor (s,a) €
R x E" og et t € R, hvor (s,a) # (0,0), givet ved

H={(a,z) e RxE": (a,x) - (s,a) = t},
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hvor (s,a) er normalvektoren til H. Det gvre abne halvrum er
givet ved

{(a,z) e R X E": (v, ) - (s,a) > t},

som er nedad begrenset af H. Det nedre abne halvrum er givet
ved

{(a,2) e RXE": (e, ) - (8,a) < t},
som er opad begraenset af H.

Saetning 13 (Kirchberger's sztning) Lad P og Q vere ikke-tomme
endelige delmengder af E™. Sa kan P og QQ separeres strengt af en
hyperplan hvis og kun hvis der for enhver delmaengde T bestaende
af n + 2 eller ferre punkter fra P U Q) findes en hyperplan der
separerer T'N P og T N Q) strengt.

Beuvis. Hvis P og () kan separeres strengt af en hyperplan sa vil
der specielt, for hvert valg af T, gaelde at TN P og T'N @ kan
separeres af hyperplanen.

For at vise den anden vej antager vi, at der for enhver delmaengde
T bestaende af n + 2 eller feerre punkter fra P U () findes en
hyperplan H, der separerer T'N P og T N ( strengt.

Definer for hvert p € P og g € (Q de abne halvrum

F, = {(a,z) e RxE": (a,z)-(—1,p) <0}
{(a,z) e R X E" : —a + (x,p) < 0}
= {(a,z) e RxE": (x,p) < a}
Gy = {(a,2) eRxE": (a,2) (—1,q) >0}
= {(o,z) ERXE": —a+ (x,q) > 0}
= {(a,z) e RxE": (z,q) > a}.
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Der findes per antagelse en hyperplan

H(u,B) ={y € E" : (u,y) = B}

i £, saledes at T'N P og T N (@) separeres af denne hyperplan
H(u, 3). Uden tab af generalitet kan vi antage at T'N P er opad
begraenset af H(u, 3) og at TN Q er nedad begraenset af H (u, 3).
Dvs.

(u,p) < B for alle peTNP
(u,q) > [ for alle geTNQ.

Vi har derfor at (8,u) € F), for alle p e TN P og at (6,u) € G,
for alle g € TN Q. Dvs.

(B,u) € ( ﬂ Fp) N ( ﬂ Gq).
peTNP qeTNQ

Sa da T bestar af n+2 eller faerre punkter fra PU(Q findes der for
vilkarlige n+2 eller feerre halvrum Fj, og G, i RxE" et punkt som
de har tilfeelles. Helly’s saetning 10 giver, da F), og G, er konvekse
for alle p € P og alle g € ), at der findes et punkt (9, z) som alle
halvrum F), og G, har tilfeelles, for p € P og g € Q.

Dvs.

(z,p) < ¢ for alle peP
og (z,q) > 6 for alle ¢qe€Q,

derfor vil hyperplanen
H'(z,0) = {y € E" : (2,y) = d}

separere P og () strengt i E™. [
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