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Indledning

Som en del af kandidatuddannelsen i matematik forlanges det, at
den studerende udfgrer visse formidlingsaktiviteter. Denne artikel
er en sadan formidlingsaktivitet. Da jeg i skrivende stund er ved
at feerdigggre mit speciale i matematik, er det neerliggende at
prove at beskrive nogle af ideerne deri.

Der gives i denne artikel séledes en kort introduktion til nogle
centrale begreber inden for et omrade af differentialgeometrien
kaldet spingeometri. Som navnet antyder, har disse matemati-
ske ideer oprindeligt fundet anvendelse i kvantemekanikken, men
har med tiden udviklet sig til et selvsteendigt matematisk forsk-
ningsfelt med flere forskellige graenseflader til andre omrader af
matematikken.

Mere preecist forsgges det at give en delvis praesentation af spin-
gruppen og spinrepresentationen. Delvis i den forstand, at pree-
sentationen retter sig mod lsesere med fa matematiske kundska-
ber, dvs. det forudseettes blot, at lseseren er bekendt med lineser
algebra og elementaer gruppe- og ringteori. Dette betyder natur-
ligt nok, at en del af historien méa simplificeres eller udelades. Et
dybere kendskab til spingeometri kan opnas ved at laese mere i
fx. [3].

Inden vi begiver os ud i den mere formelle behandling af spin-
gruppen og spinrepraesentationen, vil jeg skrive lidt om, hvad mit
speciale handler om, og hvad der har ledt mig til at skrive om
netop dette. Specialet handler om harmonisk analyse pa en sar-
lig differentialgeometrisk struktur, mere preecist det hyperbolske
rum, hvortil spingruppen har en seerlig relation. Interessen for dif-
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ferentialgeometri opstod, da jeg ved lidt af et tilfaelde tog kurset
3GE (pa den gamle studieordning, nu omtrent svarende til Geom
1 og delvist Geom 2). Her studeredes kurver og flader i rummet,
som er elementaere eksempler pa differentiable mangfoldigheder.
Disse er abstrakte topologiske rum, som lgst sagt ligner det Eu-
klidiske, nar man kigger taet nok pa (under en topologisk optik).
Tanken om, at man “indefra’ kan beskrive hgjdimensionale rum
med finurlige krumninger og andre egenskaber finder jeg ret fasci-
nerende. Et efter min mening utroligt dybsindigt eksempel herpa
er den almene relativitetsteori, der beskriver fysiske feenomener
(tyngdekraft) som en rent geometrisk egenskab (krumning) ved
rummet, eller rettere rumtiden. Mit bachelorprojekt kom saledes
til at handle om mangfoldigheder, og hvordan man kan tsenke
pa dem som delmaengder af det Euklidiske rum (Whitneys ind-
lejringsseetning). I mit forste kandidatprojekt gnskede jeg at leere
mere om mangfoldigheder, mere preecist Liegrupper og sakaldte
homogene rum af disse. Det tidligere naevnte hyperbolske rum
er et homogent rum af spingruppen (som er en Liegruppe). Mit
andet kandidatprojekt kunne efter reglerne ikke igen handle om
differentialgeometri, sa jeg sggte efter et godt emne inden for funk-
tionalanalysen. Jeg fik ideen at kombinere studiet af homogene
rum med analyse gennem et gammelt nummer af FAM@S, hvori
Professor Henrik Schlichtkrull skrev en artikel om sin forskning i
harmonisk analyse. Ideen i harmonisk analyse er meget kort for-
talt at beskrive en funktion pa en givet maengde som en sum (i en
eller anden forstand) af mere simple funktioner eller at opsplit-
te et vektorrum af funktioner i simplere underrum. Er maengden
den reelle akse, kan en funktion med passende egenskaber, som
bekendt for de fleste, fremstilles som en sum af periodiske funktio-
ner kaldet Fourierrekken. Tingene bliver naturligt nok vaesentligt
mere komplicerede, nar maengden erstattes med en mere abstrakt
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maengde. Et centralt resultat i harmonisk analyse er dekompone-
ringen af Hilbertrummet af kvadratisk integrable funktioner pa en
givet meengde. Et teorem, der beskriver en sadan dekomponering
kaldes et Plancherelteorem. Formalet med mit andet kandidatpro-
jekt var at bevise et Plancherelteorem for funktioner pa Abelske
lokalkompakte topologiske grupper, og siledes var specialeemnet
lagt i rammer: harmonisk analyse pad homogene rum (af en slags).
Min vejleder, Henrik Schlichtkrull, tilfgjede ideen om at studere
det hyperbolske rum og prgve at formulere et Plancherelteorem
for sakaldte spinorer, der kan opfattes som en type funktioner
defineret pa spingruppen.

Cliffordalgebraen

En mulig vej til en definition af spingruppen er via Cliffordalge-
braen. Lad os forst indfgre begrebet algebra. Lad K vaere et legeme
og A et endeligdimensionalt vektorrum over K. Vi siger at A er en
K-algebra, hvis der findes en associativ multiplikation Ax A — A,
(z,y) — xy, som opfylder de distributive love x(y+2) = ry+xz og
(x+y)z = xz+yz samt A(xy) = (A\z)y = x(\y), hvor z,y,z € A
og A € K. En linezr afbildning f : A — B mellem K-algebraer A
og B siges at vaere en algebrahomomorfi, hvis f(zy) = f(x)f(y)
for alle x,y € A. Vi skriver A = B og siger at A og B er isomorfe,
hvis der findes en bijektiv algebrahomomorfi mellem dem. Findes
der i en algebra et neutralt element for multiplikationen, kaldes
dette en enhed. Bemaerk at en algebra med enhed specielt er en
ring.

Vi vil ikke konstruere Cliffordalgebraen i detaljer, men blot
naevne dens vigtigste egenskaber. En mere grundig fremstilling
findes i [2], kap.3. Cliffordalgebraen er naert relateret til kvadrati-
ske former defineret som fglger.
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Lad V veere et endeligdimensionalt vektorrum over legemet K.
Ved en kvadratisk form pa V forstas en afbildning ¢ : V — K
som opfylder at q(av) = a?q(v) for a € K og v € V samt at
afbildningen V x V — K givet ved

(v.0) = S {a(o +w) — 4(0) — g(w))

er lineaer i hver variabel.

Cliffordalgebraen C/(V, q) er kort fortalt en K-algebra med en-
hed, der er genereret af V, sidan at der geelder v? = —¢q(v) - 1 for
alle v € V. Specielt er V indeholdt som underrum i C¢(V, q). Clif-
fordalgebraen er karakteriseret ved felgende universelle egenskab:

Satning 1 Lad A vere en K-algebra med enhed 14 og lad f :
V — A vere en lineer afbildning der opfylder f(v)* = —q(v)-14.
Da findes en entydig algebrahomomorfi f : CL(V,q) — A sddan
at f = f o Endvidere er Cliffordalgebraen paner isomorfi den
eneste algebra med denne egenskab.

Dette bevises i [2], Prop.3.14.

Spingruppen

Et element x i en algebra A med enhed kaldes invertibelt, safremt
der findes 27! € A sddan at zz~! 12 = 1. De invertible ele-
menter i Cliffordalgebraen udggr en multiplikativ gruppe kaldet
CeL*(V,q). Hvis v € V og q(v) # 0 geelder v € CL*(V, q), idet da

1w

Ok Dette leder os til fglgende definition af spingruppen:

:x_

Definition 2 Spingruppen Spin(V, ¢) er undergruppen af gruppen
Ce*(V, q) bestaende af elementer pa formen vy - - - v, hvor v; € V,
q(v;) = £1 og k er lige. Her szettes det “tomme” produkt (k = 0)
til 1.
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For nemheds skyld vil vi nu fokusere specifikt pa Cliffordalge-
braen Cl(n) := C¢(C",q,), hvor g, er den kvadratiske form pa
C™ givet ved

qn(zl,...,zn):z%Jr---Jrzg , (21,...,2,) € C?

Ud fra Cliffordalgebraens universelle egenskab kan det vises,
at hvis q1 og g2 er kvadratiske former pa C", sa er C4(C", q) =
CL(C™, g2). I denne forstand ligger der altsa ingen veaesentlig be-
graensning i kun at betragte tilfeeldet ¢ = ¢,,. Den tilhgrende spin-

gruppe Spin(C", g, ) noteres Spin(n, C).

Spinreprasentationen

Cliffordalgebraerne C¢(n) kan klassificeres pa simpel vis som ma-
trixalgebraer. Lad M, (K) betegne algebraen af n x n-matricer
med matrixelementer i legemet K. Da gaelder:

Satning 3

~ 5131(C) & M5 (C)  n ulige
Cln) = { M, ni(C) n lige

hvor [-] betegner heltalsdelen.

For uddybende behandling af klassifikationen af Cliffordalge-
braer, se [3], kap.1,84.

En made at studere grupper pa er at undersgge, hvordan de
virker pa et vektorrum. Dette er meget kort fortalt ideen i repree-
sentationsteori. Spingruppen er interessant af flere grunde, dels
fordi den har en fundamental virkning, dvs. en reprasentation,
pa rummet af spinorer, som praciseret i det fglgende. Vi define-
rer fgrst nogle elementaere repraesentationsteoretiske begreber.

FAM®S juni 2007



Sgren Ladegaard Kristensen

Definition 4 Lad G veaere en gruppe og S et vektorrum. Da er en
repraesentation af G pa S en gruppehomomorfi p : G — GL(S).
Tilsvarende kan vi definere en repraesentation af en algebra A som
en algebrahomomorfi p : A — End(S). Et underrum S’ C S siges
at veere invariant under G (hhv. A) safremt p(x)S’ C S’ for alle
x € G (hhv. A). En repraesentation siges at veere irreducibel, hvis
{0} og S er de eneste invariante underrum. To repraesentationer
p1 og p2 pa S kaldes aekvivalente, hvis der findes en isomorfi ® :
S — S sadan at p; o ® = P o ps.

Et element i M, (K) definerer pa oplagt vis en endomorfi af K"
idet et basisvalg for K™ er foretaget. Dette giver anledning til den
sakaldte standardrepresentation p af M, (K) pa K™. Der geelder
at standardrepraesentationen af matrixalgebraen M, (K) péanser
sekvivalens er den eneste irreducible repraesentation af M, (K) pa
K™. Matrixalgebraen M, (K) @& M, (K) har panser skvivalens net-

op to irreducible reprasentationer, nemlig p1(p1 @ w2) = p(p1)
0g p2(p1 @ p2) = plpa), hvor 1, 02 € M, (K) (se [3], kap.1,85,
Thm.5.6). Antag i det folgende at S = C2'?' | Af ovenstiende fol-
ger nu, at nar n er lige har Cl(n) = M,2;(C) panar sekvivalens
netop én irreducibel repraesentation pa S. Tilsvarende nar n er
ulige har Cl(n) = M,12)(C) & M,z (C) péneer akvivalens netop
to irreducible repraesentationer pa S. Vi definerer nu spinreprae-

sentationen:
Definition 5 Spinrepaesentationen o : Spin(n, C) — GL(S) er re-
striktionen af en vilkarlig irreducibel repraesentation p : Cl(n) —

End(S) til Spin(n,C) C Cl(n). Vektorerne i S kaldes spinorer.

Ovenstaende overvejelser om antallet af irreducible repraesen-
tationer af Cl(n) kan nu anvendes til at vise, at definitionen af
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spinrepraesentationen er uatheengig af, hvilken irreducibel reprae-
sentation p : Cl(n) — End(S) vi veelger. Beviset er for omfangs-
rigt for denne artikel, sa der henvises til [2], Prop.5.15.

Den specielle ortogonale gruppes forbindelse til Spin(n, C)

Betragt nu repraesentationen 7 : C£*(n) — GL(C/l(n)) givet ved
m(z)y = xyz—!, hvor z € C¢*(n) og y € Cl(n). Det kan vises, at
restriktionen af 7 til Spin(n,C) C C¢*(n) giver en homomorfi

7’ : Spin(n, C) — SO(n, C)

(se [3], s.14-19), hvor SO(n, C) er den specielle ortogonale gruppe
bestaende af orienteringsbevarende linesere transformationer af
C" C Cf(n) som bevarer den kvadratiske form ¢. En kade af
grupper G; og gruppehomomorfier m; pa formen

Gl 5B S Gy -
siges at veere eksakt, hvis ker m; = G; og Imm; = G, for alle .
Med K = C galder at folgende kaede er eksakt:

0 — {+1,+i} - Spin(n,C) 7= SO(n,C) — 0

hvor 2 er indlejringen af {41, +i} i Spin(n,C) (se [2], Prop. 4.8).

For laesere med kendskab til topologi og Liegruppeteori kan
det afslutningsvis bemaerkes, at spingruppen har Liegruppestruk-
tur og homomorfien 7’ er en Liegruppehomomorfi. Med udgangs-
punkt i ovenstaende eksakte fglge kan det vises, at Spin(n,C) er
en overlejringsgruppe for SO(n,C). Sidstnsevnte er en sammen-
haengende gruppe og har saledes en enkeltsammenhangende over-
lejringsgruppe ([4], Thm.3.25), som netop er spingruppen. Dette
kan anvendes til en enklere, men mere abstrakt, karakterisering
af spingruppen.
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