Klassifikation af endeligdimensionelle
moduler over semisimple Lie algebraer

Betina Jensen

Dette er en kort oversigtsartikel om dele af teorien om Lie algebraer og moduler
over disse. Artiklen behandler bl.a. rodrumsdekomposition, vaegtrum og klassifi-
kation af endeligdimensionelle irreducible moduler over semisimple Lie algebraer.

Indledning

Lie algebraer er nogle algebraiske objekter, som udover at vaere interessante i sig
selv, er relevante i forbindelse med studiet af Lie grupper. Lie grupper er mang-
foldigheder, som er udstyret med en gruppestruktur. Sidstnaevnte er interessante,
bl.a. fordi de finder anvendelse i mange forskellige grene af matematikken, fx diffe-
rentialligninger, talteori, geometri og matematisk fysik. Der er en teet forbindelse
mellem Lie algebraer og Lie grupper, sa ved at studere Lie algebraer, kan vi laere
noget om Lie grupper. En begrundelse for at studere Lie algebraerne i stedet for
Lie grupperne er, at de er algebraiske objekter, som er "lettere" at studere, bl.a.
fordi man kan benytte sig af linezer algebra. En made at studere Lie algebraer pa
er at studere de moduler, en Lie algebra tillader. I denne artikel vil vi kigge pa
irreducible moduler over semisimple Lie algebraer.

Lie algebraer og moduler

I det folgende lader vi F betegne et legeme.

Definition 1. En Lie algebra L over F er et vektorrum over F, udstyret med en
bilineer operation [—,—]: L x L — L ("bracket”), som opfylder folgende betin-
gelser

(a) [x,2] =0 for allex € L
() [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = O for alle x,y,z € L

(Den sidste betingelse i definitionen kaldes Jacobiidentiteten.)

Bemaerk at (a) medfgrer at —[z,y| = [y, z] for alle x,y € L (ses ved at benytte
bilineariteten pa [z + y,z + y]). En Lie algebra L kaldes abelsk, hvis [z,y] = 0
for alle x,y € L. Til ethvert element x € L knyttes afbildningen adx: L — L,
givet ved adz(y) = [z,y]. Enhver Lie algebra L udstyres med bilinearformen
Br: L x L — F, givet ved Bp(z,y) = Tr(adx o ady), hvor Tr betegner sporet.
Denne atbildning kaldes Killingformen.



Definition 2. En modul V over L er et vektorrum over F udstyret med en L
multiplikation L x V' — V', betegnet (x,v) — z.v, med folgende egenskaber

e (ax +by)v =a(x.v)+ b(yv)
e z.(av+bw) = a(z.v) + b(z.w)
o [z,ylv=zyv—yTV

for alle x,y € L, v,w €V oga,beF.

I resten af denne artikel antages L at veere en endeligdimensionel Lie algebra
over F.

Lad V og W vare L-moduler. En modul-homomorfi ¢: V" — W er en F-
linezer afbildning, som har egenskaben ¢(z.v) = z.p(v) for alle x € L, v € V.
En modul isomorfi er en bijektiv modul homomorfi. Vi siger at V' er irreducibel,
hvis V ikke indeholder nogen aegte undermoduler, bortset fra 0. Modulen V' kaldes
fuldstendig reducibel, hvis V' kan skrives som en direkte sum af irreducible un-
dermoduler. Med direkte sum af undermoduler, menes blot direkte sum af de
underliggende vektorrum. Et element v € V' kaldes cyklisk i V', hvis der geelder
folgende: For enhver undermodul U C V, med v € U, geelder at U = V.

Bemaerkning 3. For enhver irreducibel L modul V' gelder at alle elementer
v e V\A{0} er cykliske i V.

Et element x i L kaldes ad semisimpelt, hvis aftbildningen adx: L — L er
diagonaliserbar. Lie algebraen L kaldes semisimpel, hvis Killingformen By, er ikke—
degenereret, dvs. hvis der for ethvert x € L gaelder, at By (z,y) =0 for alley € L
hvis og kun hvis x = 0. Hvis L er semisimpel, er enhver endeligdimensionel L—
modul fuldsteendig reducibel (jf. [1, thm. 6.3]).

Eksempel 4. Vi betragter vektorrummet sl(2, C), bestaende af alle 2 x 2 matricer
med vaerdier i C, hvis spor er lig 0. Nar vi udstyrer s[(2,C) med operationen
[—,—]: sl(2,C) — sl(2,C) givet ved kommutatoren [X,Y] = XY — Y X er det
let at tjekke at s[(2, C) bliver en Lie algebra over C. Standardbasen for s((2,C)
bestar af elementerne

(01 (00N (10
T=Voo0) Y% \10)%" {0 -1 )

Vi ser at [h, 2| = 2z, [h,y| = —2y og [x,y] = h. Vha. dette er det let at tjekke at
5[(2,C) er semisimpel.

Rodrumsdekomposition

Vi antager nu at L er semisimpel og at F er algebraisk afsluttet og af karakteristik
0, fx F=C.

Det kan vises at der findes en Lie delalgebra i L bestaende af ad—semisimple e-
lementer (jf. [1, § 8.1]). Sddanne delalgebraer kaldes torale. Vi vaelger en maksimal
toral Lie delalgebra H i L. Det kan vises at enhver toral Lie delalgebra er abelsk
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(jf. [1, lemma 8.1]). Specielt ses, vha. Jacobiidentiteten, at ad H = {adh|h € H }
bestar af kommuterende diagonaliserbare linezre afbildninger pa L, og dermed
kan disse diagonaliseres samtidigt. Vi satter nu, for ethvert « € H*,

L,={x€ L|adh(z) =a(h)x for alle h € H }.

Idet ad h’erne kunne diagonaliseres samtidigt, er det klart at L = @ . La. Vi
kalder en afbildning o € H* for en rod og L, for et rodrum, hvis bade a # 0 og
Lo, # 0, og vi saetter @ til at veere maengden af rgdder. Bemaerk at @ ma veere
endelig, idet dimgL < oo. Det kan vises at Ly = H ([1, prop. 8.2|), og dermed

far vi
L=HaoL.. (1)

Bemeerk at rgdderne og dekompositionen ovenfor athaenger af valget af den mak-
simale torale Lie delalgebra. Vi kalder ® for rodsystemet for L mht. H og (1)
kaldes rodrumsdekompositionen af L mht. H. Rodrumsdekompositionen har man-
ge nyttige egenskaber. Vi fremhaever nogle nedenfor — for beviser henvises til |1,
kap. 8|.

Saetning 5. Med notationen ovenfor geelder:

(a) spang® = H*.

(b) Hvis a € ® sd er —a € O.

(¢c) For « € ® o9 v, € Lo \ {0} findes et yo € L_,, sdledes at x,, Yo 09
ha = [Ta, Ya| udgor en basis for en Lie delalgebra i L isomorf med s((2,F),

via 1somorfien x, 01 — 00 he — 10
ISOMOTRER Ta 00 ) Y 10 )" 0 -1 )

(d) For o € ® geelder at dim L, = 1.
(e) For a € ® og c € F geelder, at hvis caw € ® sd ma ¢ = £1.
(f) Foro,B € ®, hvor a+ [ € ®, gelder at [L,, Lg] = Lotp.

Det kan vises at der findes en basis II C & for rodsystemet (se [1, thm.
10.1]). Dette indebaerer bl.a. at enhver rod ¢ € ® har en entydig opskrivning
= Zaen kqc, hvor alle k,’erne enten er positive heltal eller de alle er negative
heltal. Pa denne made inddeles rgdderne i positive hhv. negative, alt efter om
koefficienterne i den entydige opskrivning er positive eller negative. Mangden af
positive rgdder betegnes @1 og maengden af negative rgdder betegnes ®~. Vi
indforer en ordensrelation ” < 7 pa H*, hvori der for de positive rodder p € ®*
gelder at 0 < ¢; definer at ¢ < A hvis og kun hvis A — i er en sum af positive
rodder eller = A.



Vaegtrum

Vi fortseetter med notationen fra afsnit 1. Lad V' vaere en L-modul og sat, for
hvert A € H*,
Vi={veV]hv=Ah)vforalleheH}.

Nar V) # 0 kaldes V) et vegtrum og X kaldes en vegt atf H pa V.

Definition 6. En maksimal vektor af vegt X\ i V' er en vektor v € Vy, hvor v # 0
0og Lo.v =0 for alle a € 1.

Ved at benytte den entydige opskrivning af de positive rgdder som heltals
linearkombinationer af elementerne fra I, samt seetning 5(f), kan det vises at hvis
Lyv =0 for alle a € II, ma ogsa L,.v = 0 for alle o« € ®,. Hvis v er cyklisk i V,
for en maksimal vektor v af vaegt A\ iV, siger vi at V' er standard cyklisk over L
med hgjeste vaegt A ("hojeste" begrundes i setning 7(b)).

Fastseet, for hvert o € ®, elementer z, € L, \ {0}, yo € L_o \ {0} og
he = [Ta, Ya] som i setning 5(c).

Saetning 7. Lad v vere en maksimal vektor af vegt A © V' og antag at v er cyklisk

i V. Lad &y ={f,...,0m}. Da gelder

(a) V =spang{yg -y v| i, €No} og V = B,epe Va-

(b) Enhver vegt u pa V' kan skrives pa formen u = X — >
ko ’erne ligger i No. Specielt ses at p < \.

(c) For ethvert p € H* geelder at dimV, < co og dimV) = 1.

aert Fact, hvor alle

Korollar 8. Lad v vere en maksimal vektor af vegt X i V' og antag at 'V er
wrreducibel. Da er v den entydigt bestemte maksimale vektor 1V, optil skalarmul-
tiplikation.

Saetning 9. Lad V' og W veere standard cykliske L moduler med hgjeste vegt \.
Huvis V. og W er wrreducible, da er de isomorfe.

Saetning 10. For ethvert A € H* findes en irreducibel standard cyklisk L modul
V(X) med hgjeste vegt \.

For beviser henvises til [1, thm. 20.2|, [1, kor. 20.2], [1, thm. 20.3A] og [1, thm.
20.3 B.

Til ethvert A € H* findes altsa en modul V(A) og en maksimal vektor vy €
V(A) af vaegt A med folgende egenskaber:

(i) h.vx = A(R)oy for alle h € H.
(17) La.vy =0 for alle a € 7.
(133) vy er cyklisk i V(A).
Saet nu
AT ={X€ H"| \Mh,) € Ny for alle o € IT }.

AT kaldes meengden af dominante heltalsvegte.



Saetning 11. For ethvert A\ € AT gelder at L modulen V(X\) er endeligdimen-
stonel.

For bevis henvises til [1, thm. 21.2].

Korollar 12. Afbildningen A — V() giver en 1 1 korrespondance mellem A
og 1somorfiklasserne af endeligdimensionelle irreducible L moduler.

For bevis henvises til |1, korollar 21.2].

Pa denne made bliver samtlige endeligdimensionelle moduler over L klassifi-
ceret. Da enhver L-modul er fuldstaendig reducibel (idet L er semisimpel), dvs.
kan skrives som en direkte sum af irreducible undermoduler, og da samtlige en-
deligdimensionelle irreducible moduler er klassificeret ovenfor, kan alle endeligdi-
mensionelle moduler altsa klassificeres (op til isomorfi).

Eksemplet s((2,C)

I dette sidste afsnit ser vi, hvordan teorien fra afsnit 1 fungerer i et konkret eksem-
pel. Vi betragter den semisimple Lie algebra L = sl(2,C) over C fra eksemplet
4. Ud fra regnereglerne s. 4 er det let at se at elementet h er ad —semisimpelt og
at Ch ma veere maksimal toral i s[(2,C), idet torale delalgebraer er abelske. Vi
seetter H = Ch. Lad o € H* veere givet ved a(h) = 2. Det er da let at se at « er
en rod, at x € L, og at y € L_,. Heraf folger specielt at L =H & L, ® L_,. Vi
ser at @ = {a}, = = {—a} og at Il = {a}. Heraf ses at maengden af dominante
vaegte bliver AT = { X € H*| A(h) € Ny }. Vi identificerer nu H* med C og A"
med Ny (vha. afbildningernes vaerdi pa elementet h). Korollar 12 giver, at der
er en 1 1 korrespondance mellem Ny og mangden af isomorfiklasser af endelig-
dimensionelle irreducible L. moduler. Vi skal nu beskrive denne korrespondance
lidt ngjere:

Lad A € Ny vaere givet og lad V' veere en endeligdimensionel irreducibel L—
modul med hgjeste vaegt A (jf. korollar 12). Vaelg en maksimal vektor v af veegt
A1V, dvs. et element v € V' \ {0} saledes at h.v = v og z.v = 0. Da V er
irreducibel, ma elementet v veere cyklisk i V' (jf. bemerkning 3). Saetning 7(a)
giver at V = @uec V., sa da dim V' < oo, ses at V,, # 0 for kun endeligt mange
i € C. Det er klart at v € V). Ved induktion ses at y™ v € V,_, for allen € N. Da
kun endeligt mange af V,’erne er forskellige fra 0, findes altsa et NV € Ny saledes
at yV v # 0 og yN v = 0.

Lemma 13. Elementerne v, y.v, y>.v, ..., y~ v udgor en basis for vektorrummet

V.

Bevis. Bemark at y™ v = 0 for allen > N. Vi ved at elementerne v, y.v, y>v, ...,
y~ v udspzender V (jf. setning 7(a)), sa det er nok at vise linezer uafhaengighed.
Antag at agv + ayy.v + asy? v + -+ + axy¥ v = 0 for skalarer a; € C. Da ma
ogsa ¥y (agv + a1y.v + asy? v + - - + ayy™ v) = agyN v = 0, og dermed ses at
ap = 0. Altsa er a;y.v+agy? v+ - -+ayy™ v = 0. Dermed mé ogsi y™V ! (ayy.v+



asy> v+ +ayy™ v) = ayN v = 0, og heraf ses at a; = 0. Fortsaettes pa denne
made ses at alle a;’erne méa veere lig med 0, og altsa er elementerne v, y.v, y2.v,
..., ¥~ v linezert nafhzengige, som gnsket. O

Lemma 14. Med notation som ovenfor gelder at A = dimV — 1.

Beviset er en variant af beviset i [1, § 7.2]

Bevis. Vi saetter v_1 = 0, vg = v og definerer v; for alle © € N ved at satte
v = (%)yi,vo. Vi starter med at vise folgende tre egenskaber:

(@) hv; = (X — 2i)y;
(0) yv; = (i + v
(¢) zvi=AN—i+ 1)1 (fori>0)
Vi bemeerker forst at y.w € V,_, for alle w € V,,, u € C. Ved brug af dette er det
let at vise (a) ved induktion. Egenskaben (b) folger af definitionen. Vi viser nu
(c) ved induktion: Induktionsstarten er let at se, ud fra definitionen af v;. Antag
nu at x.v,-1 = (A — (n — 1) + 1)v,,_o for et givet n € N. Vi ser at
1 1
rv, = .=y vy = —zy.(y
n! n!

1
= —(ya(y" ") + h(y" " w))  (if. definition 2)
n

n—1

.Uo)

= —yxv,_1+ —hv,
n n

1 1 jf. (a) samt induk-
= Ey()\ —n 4+ 2)'Un—2 + E(A - 2(” - 1))UTL—1 ( tionsantagelsen )

1 1
= (A—n-+ Q)E(n — Dvp_q1 + E()\ —2n+2)v,—1  (jf. (b))
= (A=—n+1uv,_,
som gnsket.
Vi betragter nu egenskaben (c) ovenfor for i = N 4+ 1. Da v,y = 0 far vi

at (A — N)oy = 0. Idet vy # 0, ser vi altsa at A = N = dimV — 1 (jf. lemma
13). O
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