Hausdorff dimension af fraktaler ved
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De fleste kender til begrebet fraktaler. Ordet betyder i sig selv "at braekke"og
kommer af latin "fractus". Den vel nok bedst kendte af disse er Cantor mang-
derne der kan konstrueres saledes:

Vaelg 0 < A < 3. Tag intervallet Io; = [0,1], braek det i tre stykker og s-
mid det midterste bort. Tilbage er I,; = [0,A],l12 = [1 — A, 1]. Processen
fortsaettes nu siledes: Givet intervaller Iy 1,...,I;_q o1 defineres intervaller-
ne Iiiq, ..., I o6, ved at tage et interval I_;; og fra dette fjerne et interval af
leengde (1 — 20\)d(I—1;) = (1 — 2M)A*7! fra midten af dette, saledes skabes der
to nye intervaller. Vi har siledes at alle intervallerne I;; har leengde A*. Can-

tormaengden C'(\) defineres nu ved

oo 2k

C(\) = ﬂ U It

k=0 j=1

Oftest betragter man cantormaengden med A = % Jvf figuren nedenfor:
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Der er et problem med fraktaler og det saedvanlige dimensionskoncept i R™. Da
C(A) € R ville man ved forste gjekast tilskrive den dimension 0 eller 1, men
ingen af disse er tilfredsstillende: 0 er for lidt og 1 er for meget. Vi sgger altsa
en meningsfyldt dimension d opfyldende 0 < d < 1. Der findes utallige dimen-
sionsbegreber, men en alment anvendt made at gore dette pa, er ved hjxlp af
Hausdorff dimensionen. Mandelbrot definerede da ogsa fraktaler som vaerende
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mengder hvis Hausdorff dimension ikke er heltallig. Desveerre er dette dimen-
sionsbegreb ikke altid lige let at arbejde med. I denne artikel vil jeg illustrere en
metode til bestemmelse af Hausdorff dimension vha. konceptet Selv-Similaritet
af meengder. Det er kendt fra Mat2 at Hausdorff dimensionen af C(l) er ET Vi
vil anvende teorien til at finde dimensionen af Koch kurven som indfgres til sidst.

Kort om Hausdorff malet

For at forsta Hausdorff dimensionen skal man forsta Hausdorff malet. Desvaerre
er der ret meget at sige herom, men en kort udgave er: Hausdorff malet er i
virkeligheden en ret stor familie af mal (H*),cjo,o]- Den kan indfgres pa separable
metriske rum X med passende pane egenskaber, herunder R", og maler samtlige
delmeengder af X. Lader vi d(A) angive diameteren af A € P(X) er

H(A) = lim mf{Zd |ACUEZ,d 1) <0, E; € P(X)}

6—0+
i=1

Det skal dog naevnes at vi ikke er sikret at (X, P(X),H*) er et mal i 3MI
forstanden, men derimod kun et ydre mal. Vi er kun sikret at (X, B(X), H®) er
det, men vi omtaler alligevel afbildningen som et mal.

En central egenskab ved malet er

H'(A) > 0= H*(A) = oco nar s <t < o0

Fidusen er at H*(A) enten er oo, 0 eller imellem, nar s varierer, og dersom den
antager begge af vaerdierne 0 og oo, vil H*(A) skifte fra oo til 0 i netop ét s €
[0, oo,

Verdien af malet i et sadan s kan vi ikke sige noget generelt om.
Vi kan da definere Hausdorff dimensionen ved

Definition 1. Hausdorff dimension
Lad X wveere et separabelt rum udstyret med Hausdorff malet H®. Da er Hausdorff
dimensionen af en mengde A C X:

0 Vs € [0, 00[: H*(A)
dimp A=< o0 Vs € [0, 00[: H*(A)
sup{s|H*(A) = oo} ellers

0
00

Begrebet har bl.a. den pane egenskab at DimyR"™ = n og DimgA < dimy B
for alle A C B. Det bgr nu sta klart at denne dimension ikke altid er nem at
bestemme. For nzermere om malet, se [1].
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Selv-similaritet

Man kan hurtigt overbevise sig selv om at nogle af de kendte fraktaler som f.eks.
Cantor meengden C'(\) kan beskrives som en art greense-maengde ved gentagende
anvendelse af afbildningerne, som f.eks. 57,9, : R — R givet ved

Si(z) = Az, Se(z) =AMz —1)+1

pa intervallet [0, 1]. Dette koncept vil vi lige formalisere.

Definition 2. Similaritet
En afbildning S : X — X siges at vere en similaritet dersom:

Ir e RyVe,y € X : d(S(x),S(y)) = rd(z,y)

[ tilfeeldet (X, d) = (R",d) kan det vises at S er en similaritet hvis og kun
hvis S er sammensat af afbildninger

pir © Ty 0 O

for passende () = rz, translation 7, = x — b og ortogonal transformation O.
En similaritet kan saledes betragtes som en "flytning og skalering"af R™.

Similariteterne er de afbildninger, der ved gentagen anvendelse, skal "frem-
bringe"vores fraktal. Da de fraktaler vi er interesseret i generelt bestar af iterra-
tioner der formindsker figuren, vil vi fra nu af kun betragte similariteter der er
kontraktioner, dvs. 0 < r < 1.

Definition 3. Lad (X, d) vere et metrisk rum og A C X. Er § = {S1,..., Sy}
en mengde af similariteter S; : X — X, da defineres

S; €S

Eksempel 1. Afbildningerne Sy, S, : R — R givet ved Si(z) = iz, S(z) =
$(x—1)+1 er similariteter med r1 = ro = %, og vi finder at S([0,1]) = [0, ]U[3, 1].

Der knytter sig en vigtig storrelse til en maengde af disse similariteter. Lader
vi 71, ...,y veere de tilhgrende Lipschitz konstanter, sa vil afbildningen ~(t) =
SVt vaere en kontinuert aftagende funktion med 4(0) = N og lim; . y(t) = 0.
Der findes da et entydigt bestemt D € R sa

Dette D kalder vi similaritetsdimensionen af S.
Det vil vise sig at D er Hausdorff dimensionen for visse selv-similere mengder,
f.eks. Cantor maengden, hvilket nemt bekraeftes.
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Invariante maengder og mal

Lad § vaere en endelig maengde af similariteter. En delmaengde K C X siges at
veere invariant under S dersom

S(K) =K

Det viser sig at enhver mangde af similariteter har en sadan entydigt bestemt
begrenset og afsluttet invariant meengde. Betragt maengden B(X) af afsluttede
og begraensede delmangder af X, og udstyr den med den fra Mat2AN velkendte
Hausdorff metrik p. Det viser sig at (B(X), p) er et fuldstzendigt metrisk rum
(ikke trivielt at vise) og at E — [J~, S;(E) er en kontraktion. Ved Banachs
Fikspunktssaetning eksisterer en entydigt bestemt afsluttet og begraenset maengde
K der er fikspunkt for S. Dette er netop vores sggte K.
Vi vil betegne maengden hgrende til S med |S]|.

Eksempel 2. Lader vi igen S = {S1, 52} med Sy og S som for, kan det nemt
indses at C(%) netop er den invariante afsluttede og begrensede mangde |S|

Pa tilsvarende vis kan vi knytte et invariant sandsynlighedsmal pa X til S.
Lader vi M' = {p| u mal pa X, u(X) = 1} kan vi for en Lipschitz afbildning
f: X — X definere

for ME— MY f()(E) = p(f7H(E))

Definition 4. Lad S = {51, ..., Sy} vere similariteter og lad p = {p1,...,pn}

veere en vilkarlig mengde af reelle tal opfyldende 0 < p; < 1 for alle i og Zf\il pi =
1. (S, p) : Mt — M er afbildningen givet ved

(S p)(v) = Zm&w

dvs. for E C X er
(S, p)(v)(E) = Zin(Sfl(E))

Vi siger da at et v € M! er invariant mht. (S, p) dersom

(S p)v) =v

Afbildningen (S, p) er interessant nér p veelges til at veere meengden r = {rP ... rQ},
hvor r; er Lipschitz konstanten hgrende til S; og D er similaritetsdimensionen.

Ved at indfgre en passende snedig metrik, involverende de afbildninger der er
begraensede og kontinuerte pa begraensede mangder, kan M! ggres fuldstaendigt
og (S, p) en kontraktion. Igen ved Banachs fixpunktssaetning eksisterer entydigt
bestemt invariant sandsynlighedsmal, betegnet ||S]|.
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Dette mals rolle er ikke lige sa klart som mengden |S|, og det er da ogsa blot
et vaerktg]j til bestemmelse af Hausdorff dimensionen af |S|. Ikke desto mindre er
det vigtigt, og det viser sig at |S| og ||S|| er knyttet sammen pa mange mader,
f.eks. er stotten for ||S|| netop |S|. Vi kan nu indfgre Selv-similzere maengder, finde
paxne egenskaber for disse mht. Hausdorff dimensionen og vise at C(3) = |S] er
selv-simileer.

Selv-similaritet af maengder

Igen er & = {S1,...,Sx} similariteter med similiaritetskonstanter {ry,...,ry}
og similaritetsdimension D.

Definition 5. Selv-Similer
Lad A C X have Hausdorff dimension k. A siges at vere selv-similer mhit.
S ={851,...,5n} dersom

1. A er invariant mht. S.
2. HE(A) >0
8. HM(A;NA;) =0 forallei,j €{1,...,N} sdi+#j.
Huvor A; = S;(A).
Eksempel 3. Vi har fundet Hausdorff dimensionen af C(%) til at vere M2 Dq

m(3) -
) er da

C(%)l 0g C’(%)g er disjunkte, er mdlet af fellesmengden specielt 0. C(%

selv-simileer mht. S = {51, Sa}.

I det folgende vil vi forlade den generelle tilgang til emnet, lade X = R" og
kun anvende resultaterne i det foregiende med p = {rP, ... 70} (similaritets-
konstanterne).

Seetning 4. Lad K = |S| og dimy K = d. Da gelder:

1. HP(K) < oo, specielt er d < D,
2. Dersom 0 < H® < oo geelder

K er selv-similer & d=D

Eksempel 5. Vi kender dimensionen af C(%) Da den er sammenfaldende med
stmilaritetsdimensionen giver 4 at C(%) er Selv-similer. Omuvendt, ved vi at C(%)
er selv-similer, sa Hausdorff dimensionen ma vere lig Similaritetsdimensionen.

For nu at kunne bestemme Hausdorff dimensionen af selv-similsere maengder,
skal vi bruge en hurtig definition

Definition 6. AMB
S siges at opfylde Aben maengde betingelsen dersom der eksisterer en ikke-tom
aben mengde O sa
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1. | Jsio)co.

i=1
2. S;(0)NS;(0) =0 fori#j.

Eksempel 6. S = {S1,5,} opfylder klart AMB med O =]0,1[. Hvert trin i

iterationen giver os samme interval som afbildet under "Cantor Mengden"i det

tidligere kapitel, blot med endepunkterne fjernet.

Der er nu teorien for alvor bliver tung, og anvendelsen af malet ||S|| og egen-
skaben supp ||S|| = |S] bliver staerkt ngdvendigt og ikke-trivielt. Nar stovet har
lagt sig star hovedsaetningen tilbage:

Saetning 7. Antag at S opfylder AMB med en begrenset mengde, og lad K = |S|
og D similaritetsdimensionen af |S|.

Da geelder:

Lad os anvende dette pa Koch kurven

Koch kurven

Koch kurven er en delmangde af R2. Udgangspunktet for iterationen er en ret
linie, f.eks. intervallet [0, 1]. Vi tager den midterste trediedel af linien, og oprejser
en ligesidet trekant med sideleengde svarende til det midterste liniestykke, mens
de to endestykker efterlades urgrt. Herved fremkommer fire liniestykker:

]
wl—
win

—_

Processen kan nu gentages pa hver af liniestykkerne, hvorved der fremkommer 16
liniestykker:
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Processen fortsaettes hvorved antalet af liniestykker og trekanter vokser kraftigt,
men deres lengde aftager! En interessant observation er, at antallet af liniestyk-
ker vokser hurtigere en deres laengde aftager. Efter det n.trin vil der vaere 4"

liniestykker, hver af laengde . Den samlede laengde af kurven efter den n’te

37L .
iteration er da N
()
3

En konsekvens heraf er at greensen af iterationer vil have uendelig leengde. Koch
kurven defineres til at vaere graensen for disse iterationer! Pa trods af denne e-
genskab er Koch kurven begranset. Lad A,, betegne arealet mellem Koch kurven
og linien givet ved intervallet [0, 1], med Ay = 0. I det n.te trin oges A,,—; med
arealet svarende til de 4"~! trekanter vi tilfgjer. Vi kan vurdere denne stgrrelse
opad ved i stedet at tilfgje arealet af kvadratet omspaendende trekanterne. Disse
11\2 . o
har areal (37) . Vi har altsa:

1)2 1/4\"
A, <A, 4t =) =4, ,+- (=
<At () = A g ()

Fortsaettes den rekursive betragtning fas

A<1i+1£2+1i3+ _|_1£n
T4\ 32 4\ 32 4\ 32 4\ 32

Dette er en geometrisk raekke pa nzer konstantled. Vi kan altsa vurdere arealet
opdad ved:

14 11— (&)™
lim A, < lim Zi (?) = lim 11(% _

=1

3
4

NN

At finde selv-similariteter for Koch kurven gar noget nemmere ved at indse
at kurven, pa ethvert niveau i iterationen, er sammensat af 4 kopier af sig selv.

24



'
'
'
N ‘.
N ’
N .
N ’
N .
N ‘.
N ’
N ‘.

Vi starter i trin 0 med en linie af laengde 1. Denne skaleres i trin 1, hvor vi
far en linie af laengde %, sammensat 4 gange med sig selv, og evt. drejet i en
vinkel pa % i positiv eller negativ retning. Denne proces bliver sa ved. Dvs. de
similariteter vi skal bruge skal netop kunne skalere og dreje samt tanslatere. Man
kan hurtigt overbevise sig selv om at Koch kurven er frembragt af similariteterne

S; : R? — R?, der for i = 1,2,3,4 og x € R? er givet ved:

Si) = 1o

s = 5 (i) )=+ (4)
s = 3 (CaB) mE e (§)
si0) = yo+ ()

De er alle en skalering, S, er yderligere en tanslatering mens Sy og Sj tillige er
drejninger i positiv hhv. negativ omlgbsretning, med en vinkel pa Z.
De er alle oplagt similariteter med similaritetskonstant % Maengden § =

{S1, So, S3, S4} har da similiaritetsdimension D = }E(g) ~ 1.261.

Betragt den abne maengde O givet ved det indre af det konvekse hylster om
den 1. iteration:

Anvendes similariteterne pa O fas fglgende:
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Man kan nu overbevise sig om at S opfylder AMB med O. Ved satning 7 er

—_

n(4
In(3

~—

~—

Specielt er Koch kurven en fraktal.
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