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0 1
3

2
3 1Man kan nu overbevise sig om at S opfylder ÅMB med O. Ved sætning 7 er

dimH |S| =
ln(4)

ln(3)Spe
ielt er Ko
h kurven en fraktal.Litteraturliste[1℄ M.C. Kaspersen, H. Røigaard-Petersen, Dimensionsbegreber i Topologien,Fagprojekt F2004. Tilgængeligt påwww.math.ku.dk/∼moller/students/spe
ialer.html
26

Hvad forsker jeg iSøren EilersKlassi�kation af skiftrumEt skiftrum over et endeligt alfabet a = {a1, . . . , an} er en delmængde X af aZ somer lukket i produkttopologien indu
eret af den diskrete topologi på a og underskiftafbildningen
σ : a

Z −→ a
Z σ((an)) = (an+1).Eftersom σ er en homøomor� af X på sig selv kan vi tænke på (X, σ) som et megetsimpelt dynamisk system, og sådanne skiftrum har haft stor betydning i teorienfor dynamiske systemer som særligt tilgængelige modeller for mere kompleksesystemer. For eksempel spillede de en stor rolle i at vise at et trelegemeproblem(som fx bevægelsen af en lille planet i et dobbeltsolsystem) altid har regioner medkaotisk bevægelse.Eksempel 1. Lad a = {0, 1}. Et skiftrum i a

Z de�neres ved

{(an) | ∀N : aNaN+1 6= 11}Dette skiftrum indeholder alle elementer der som

· · · 00010010001010100001000010000100010101010 · · · (1)ikke indeholder delordet �11�.På trods af deres simple udseende udgør skiftrummene en meget stor og gene-rel klasse med fas
inerende og righoldig intern struktur, og fordi skiftrummene ergivet på så konkret vis kan man stille og besvare spørgsmål om dem der ville væreumulige for generelle dynamiske systemer. Fx kan man vove sig ud i spørgsmåletom klassi�kation af dem... altså i spørgsmålet om hvordan man bærer sig admed at se på to sådanne skiftrum om de er ens eller forskellige. Jeg er blevet ledttil at interessere mig for dette spørgsmål lidt ad omveje gennem et kontaktpunktmed mit hovedforskningsfelt, operatoralgebraen.Inden man går i gang med at klassi�
ere må man naturligvis afklare hvadman mener med �ens� og �forskellig�. Det fundamentale lighedsbegreb i dennesammenhæng erDe�nition 1. To skiftrum (X, σ) og (Y, σ) kaldes konjugerede hvis der �ndes enhomøomor� φ : X −→ Y med egenskaben φ ◦ σ = σ ◦ φ.3



De to rum skal altså være ens topologisk set, på en sådan måde at skiftstruk-turen bevares. Denne form for lighed er imidlertid i mange sammenhænge retrestriktiv, og man ser derfor i stedet på en bred vifte af svagere begreber. Jeg vilher nøjes med at indføreDe�nition 2. Sæt

SX = (X × R)/∼med ækvivalensrelationen genereret af kravet (x, t + 1) ∼ (σ(x), t) og udstyretmed kvotienttopologi. To skiftrum (X, σ) og (Y, σ) kaldes strømningsækvivalen-te (eng.: �ow equivalent) hvis der �ndes en homøomor� F : SX −→ SY medegenskaben at der for hvert x ∈ SX �ndes en voksende afbildning fx : R −→ Rså at

F (φt(x)) = φfx(t)(F (x)).hvor φt([x, s]) = [x, s + t].Løst sagt er SX en kontinuisering af X, og strømningsækvivalens betyderat kontinuiseringerne er ens på en retningsbevarende måde. Den kompli
eredede�nition til trods er strømningsækvivalens et ret naturligt begreb, hvilket bedstaf alt ses ved følgende observation:Proposition 1. Strømningsækvivalens er ækvivalensrelationen genereret af konju-gerethed og

(X, σ) ∼ (Xa⋆, σ)hvor a ∈ a og X
a⋆ er de�neret ved at i hvert x ∈ X erstatte enhver forekomst af�a� med �a⋆�.Et element som det givet i (1) vil således give anledning til et element

· · · 0001⋆001⋆0001⋆01⋆01⋆00001⋆00001⋆00001⋆0001⋆01⋆01⋆01⋆0 · · ·i X
1⋆, der er et skiftrum i alfabetet {0, 1, ⋆}. Det er rimeligt at tænke på strøm-ningsækvivalens som frembragt af konjugerethed og �forsinkelser�.En e�ektiv måde at spe
i�
ere et skiftrum er ved at angive en samling af for-budte ord som vi gjorde i Eksempel 1. Det generiske skiftrum kan imidlertid kunspe
i�
eres med en uendelig familie af forbudte ord, så klassi�kationsspørgsmåleter derfor særligt interessant i de spe
ielle tilfælde hvor skiftrummet kan spe
i�-
eres ved en endelig datamængde, sådan som vi i Eksempel 1 kunne nøjes medat spe
i�
ere at �11� var ulovligt. I sådanne tilfælde kan man ligefrem håbe påat der �ndes en algoritme der ud fra spe
i�kationerne af to skiftrum kan afgøreom de er ens eller forskellige.Imidlertid er det ukendt om en sådan algoritme eksisterer selv hvad angårkonjugerethed af de særligt simple skiftrum af endelig type. Sådan benævnerman de skiftrum der beskrives ud fra en matrix med indgange i N0 på følgendevis. Ud fra n × n-matri
en A dannes en orienteret graf med n knuder ved atder afsættes aij kanter fra knude i til knude j for hvert par i, j ∈ {1, . . . , n}. Vi4

Vi starter i trin 0 med en linie af længde 1. Denne skaleres i trin 1, hvor vifår en linie af længde 1
3

, sammensat 4 gange med sig selv, og evt. drejet i envinkel på π
3

i positiv eller negativ retning. Denne pro
es bliver så ved. Dvs. desimilariteter vi skal bruge skal netop kunne skalere og dreje samt tanslatere. Mankan hurtigt overbevise sig selv om at Ko
h kurven er frembragt af similariteterne

Si : R2 → R2, der for i = 1, 2, 3, 4 og x ∈ R2 er givet ved:
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)De er alle en skalering, S4 er yderligere en tanslatering mens S2 og S3 tillige erdrejninger i positiv hhv. negativ omløbsretning, med en vinkel på π
3

.De er alle oplagt similariteter med similaritetskonstant 1
3

. Mængden S =

{S1, S2, S3, S4} har da similiaritetsdimension D = ln(4)
ln(3)

≈ 1.261.Betragt den åbne mængde O givet ved det indre af det konvekse hylster omden 1. iteration:
0 1

3
2
3 1Anvendes similariteterne på O fås følgende:

25



Pro
essen fortsættes hvorved antalet af liniestykker og trekanter vokser kraftigt,men deres længde aftager! En interessant observation er, at antallet af liniestyk-ker vokser hurtigere en deres længde aftager. Efter det n.trin vil der være 4nliniestykker, hver af længde 1
3n . Den samlede længde af kurven efter den n'teiteration er da

Ln =

(
4

3

)nEn konsekvens heraf er at grænsen af iterationer vil have uendelig længde. Ko
hkurven de�neres til at være grænsen for disse iterationer! På trods af denne e-genskab er Ko
h kurven begrænset. Lad An betegne arealet mellem Ko
h kurvenog linien givet ved intervallet [0, 1], med A0 = 0. I det n.te trin øges An−1 medarealet svarende til de 4n−1 trekanter vi tilføjer. Vi kan vurdere denne størrelseopad ved i stedet at tilføje arealet af kvadratet omspændende trekanterne. Dissehar areal (
1
3n

)2. Vi har altså:

An < An−1 + 4n−1
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)nFortsættes den rekursive betragtning fås
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)nDette er en geometrisk række på nær konstantled. Vi kan altså vurdere arealetopdad ved:

lim
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4At �nde selv-similariteter for Ko
h kurven går noget nemmere ved at indseat kurven, på ethvert niveau i iterationen, er sammensat af 4 kopier af sig selv.
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benytter herefter mængden af kanter som alfabet og de�nerer skiftrummet XAsom mængden af dobbelt uendelige omvandringer på grafen.Eksempel 2. Har vi matri
en





0 1 0
1 0 1
1 0 1



og navngiver kanterne som på
får vi et skiftrum over alfabetet {a, b, c, d, e} som fx har elementet

· · ·ababadeeecadcadecababadeeec · · ·Opgave 1. Vis, at skiftrummene i Eksempel 1 og 2 er konjugerede.Williams visteSætning 1. Lad A og B være matri
er som herover. De to skiftrum XA og XBer konjugerede hvis der �ndes C0, . . . , Cl med

A = C0 ∼ C1 ∼ C2 ∼ · · · ∼ Cl = B.hvor relationen C ∼ C ′ er givet ved

∃D ∈ M
m
n (N0), E ∈ M

n
m(N0) :

C = DE, C ′ = ED,Generelt kan man ikke sige noget om længden l af sådan en kæde eller omstørrelsen af de indgående matri
er C1, . . . , Cl−1 � bemærk at D og E ikkebehøver at være kvadratiske � så det er ikke kendt om denne relation er genereltafgørlig i den forstand at der kan gives algoritmer som beskrevet herover. Dervar længe håb om at konjugererethed var det samme som en egenskab benævntsvag skiftækvivalens som ved hjælp af de såkaldte dimensionsgrupper faktisk erkendt at være afgørlig. Men indenfor de sidste år er der fremkommet eksemplerder viser at dette ikke er tilfældet.Holder man sig til strømningsækvivalens er billedet meget simplere:5



Sætning 2. Lad A og B være irredu
ible matri
er. De to skiftrum XA og XB erstrømningsækvivalente hvis

Zn/ [(id−A)Zn] ≃ Zm/ [(id−B)Zm] (2)og

det(id−A) = det(id−B)Det er let at på algoritmisk vis afgøre hvorvidt de endeligt frembragte grupperi (2) er isomorfe eller ej. De er jo endeligt frembragte.SubstitutionssystemerDer er andre måder at generere skiftrum ud fra endelige datamængder på. Enmetode som jeg har interesseret mig ret intensivt for er ved hjælp af substitutioner.Det endelige data er i dette tilfælde en afbildning τ som til hvert bogstav ialfabetet a knytter et ord skrevet med bogstaver fra a. Idet vi benævner ordskrevet med bogstaver fra a med a
♯ og det tomme ord med ǫ vil vi kon
entrereos om afbildninger

τ : a −→ a
♯\{ǫ}.Bemærk at vi ved at sammensætte ord kan de�nere

τN : a −→ a
♯\{ǫ}for ethvert N og derefter de�nere et skiftrum

Xτ = {(an) ∈ a
Z | ∀N∃M : a−N . . . aN er et delord af τM (c)}Her er c et fastholdt bogstav i alfabetet, og for at sikre at Xτ ikke afhænger afvalget af c, kræver man at substitutionen har den egenskab der kaldes primitiv,og som jeg ikke vil skrive ud her.Eksempel 3. Substitutionen

τ(1) = 12 τ(2) = 13 τ(3) = 123er primitiv og i Xτ er der fx et element

· · · 121312123121312131231213121231213121231213123 · · ·Man ser nemt at disse skiftrum kun kan være konjugerede eller strømnings-ækvivalente med skift af endelig type hvis de i en vis forstand er degenererede.Faktisk kan man sige at det eneste disse skiftrum har til fælles med dem af endeligtype er den endelige præsentation der gør dem interessante i klassi�kationssam-menhæng. 6

1. N⋃

i=1

Si(O) ⊆ O.2. Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ for i 6= j.Eksempel 6. S = {S1, S2} opfylder klart ÅMB med O =]0, 1[. Hvert trin iiterationen giver os samme interval som afbildet under "Cantor Mængden"i dettidligere kapitel, blot med endepunkterne fjernet.Der er nu teorien for alvor bliver tung, og anvendelsen af målet ||S|| og egen-skaben supp ||S|| = |S| bliver stærkt nødvendigt og ikke-trivielt. Når støvet harlagt sig står hovedsætningen tilbage:Sætning 7. Antag at S opfylder ÅMB med en begrænset mængde, og lad K = |S|og D similaritetsdimensionen af |S|.Da gælder:
dimH K = DLad os anvende dette på Ko
h kurvenKo
h kurvenKo
h kurven er en delmængde af R2. Udgangspunktet for iterationen er en retlinie, f.eks. intervallet [0, 1]. Vi tager den midterste trediedel af linien, og oprejseren ligesidet trekant med sidelængde svarende til det midterste liniestykke, mensde to endestykker efterlades urørt. Herved fremkommer �re liniestykker:

0 1

0 1
3

2
3 1Pro
essen kan nu gentages på hver af liniestykkerne, hvorved der fremkommer 16liniestykker:
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Dette måls rolle er ikke lige så klart som mængden |S|, og det er da også blotet værktøj til bestemmelse af Hausdor� dimensionen af |S|. Ikke desto mindre erdet vigtigt, og det viser sig at |S| og ||S|| er knyttet sammen på mange måder,f.eks. er støtten for ||S|| netop |S|. Vi kan nu indføre Selv-similære mængder, �ndepæne egenskaber for disse mht. Hausdor� dimensionen og vise at C(1
3
) = |S| erselv-similær.Selv-similaritet af mængderIgen er S = {S1, . . . , SN} similariteter med similiaritetskonstanter {r1, . . . , rN}og similaritetsdimension D.De�nition 5. Selv-SimilærLad A ⊆ X have Hausdor� dimension k. A siges at være selv-similær mht.

S = {S1, . . . , SN} dersom1. A er invariant mht. S.2. Hk(A) > 03. Hk(Ai ∩ Aj) = 0 for alle i, j ∈ {1, . . . , N} så i 6= j.Hvor Ai = Si(A).Eksempel 3. Vi har fundet Hausdor� dimensionen af C(1
3
) til at være ln(2)

ln(3)

. Da

C(1
3
)1 og C(1

3
)2 er disjunkte, er målet af fællesmængden spe
ielt 0. C(1

3
) er daselv-similær mht. S = {S1, S2}.I det følgende vil vi forlade den generelle tilgang til emnet, lade X = Rn ogkun anvende resultaterne i det foregående med ρ = {rD

1 , . . . , rD
N} (similaritets-konstanterne).Sætning 4. Lad K = |S| og dimH K = d. Da gælder:1. HD(K) < ∞, spe
ielt er d ≤ D.2. Dersom 0 < Hd < ∞ gælder

K er selv-similær ⇔ d = DEksempel 5. Vi kender dimensionen af C(1
3
). Da den er sammenfaldende medsimilaritetsdimensionen giver 4 at C(1

3
) er Selv-similær. Omvendt, ved vi at C(1

3
)er selv-similær, så Hausdor� dimensionen må være lig Similaritetsdimensionen.For nu at kunne bestemme Hausdor� dimensionen af selv-similære mængder,skal vi bruge en hurtig de�nitionDe�nition 6. ÅMB

S siges at opfylde Åben mængde betingelsen dersom der eksisterer en ikke-tomåben mængde O så 22

Klassi�kationsspørgsmålet for sådanne skiftrum er temmelig åbent på nuvæ-rende tidspunkt. Det mest fundamentale problem er at det er svært at pege påså mange og tilstrækkeligt �ntfølende værktøjer at man kan begynde at håbe påat de kan benyttes til at løse opgaven på samme måde som grupperne i (2) løstedet for strømningsækvivalens og dimensionsgrupperne løste det for svag skiftæ-kvivalens.I et projekt med Toke Meier Carlsen lykkedes det os at de�nere nye invarianterfor substitutionssystemer op til strømningsækvivalens ved at inddrage operato-ralgebraer, funktionalanalytiske objekter der a priori har meget lidt at gøre medskiftrum. Det er et meget interessant projekt for mig at undersøge hvor langtdenne nye invariant i samspil med tidligere kendte invaraianter rækker i forholdtil at afgrænse strømningsækvivalensklassere for substitutionssystemer og andresystemerDa dette projekt kun er i sin vorden vil jeg i stedet afslutte med at skitserehvordan metoder fra operatoralgebra kan spille en rolle her. Dette er på ingenmåde et isoleret fænomen � tværtimod tegner der sig et ret generelt billede af atde invarianter man ret naturligt kommer frem til ad denne (om)vej er værdifuldefor og svære at udlede direkte fra skiftrumsteorien. Fx var operatoralgebraiskemetoder vigtige ved indførslen af de ovenfor nævnte dimensionsgrupper.Vores invariant er en ordnet gruppe, dvs. en abelsk gruppe udstyret med ensamling af positive elementer. Vi knytter ordnede grupper til substitutioner i deto trin
Første trin er en konstruktion indført af Kengo Matsumoto som til ethvert skiftrumknytter en C∗-algebra, altså en mængde af operatorer på et hilbertrum der er luk-ket under de naturlige operationer. Det er essentielt for konstruktionen at videat to strømningsækvivalente skiftrum giver det der kaldes stabilt isomorfe C∗-algebraer, og dette resultat bør i den relevante kontekst tilskrives Toke MeierCarlsen. Det andet trin er at benytte den såkaldte K-funktor på den resulterende

C∗-algebra, der til enhver C∗-algebra knytter en ordet abelsk gruppe, igen påinvariant vis.Målet med mit projekt med Toke Meier Carlsen var simpelthen at identi�
eredenne sammensatte afbildning. Dette viste sig at være så teknisk krævende at voreresultater måtte deles op i �re artikler, blandt andet fordi vi undervejs erkendtebehovet af at give en fuldkommen algoritmisk beskrivelse af afbildningen, såledesat vi kunne skrive et 
omputerprogram til at beregne en matrix der beskriver denordnede gruppe ud fra den valgte substitution. Ved hjælp af programmet kunne visidenhen få en bedre forståelse af hvordan invarianten fungerede og �nde frem tileksempler der afklarede rækkevidden af den. Vi fandt fx et par af substitutionerder ikke kunne adskilles af nogen anden kendt invariant, men godt kunne vises7



Figur 1: Skærmdump fra det udviklede programat være forskellige med vores, og viste dermed at vores invariant var uafhængigaf disse.På http: // www. math. ku. dk/ ~eilers/ myexpo. html �ndes udvalgte refe-ren
er, link til det ovenfor nævnte program, og et vink til opgave 1.
8

Invariante mængder og målLad S være en endelig mængde af similariteter. En delmængde K ⊆ X siges atvære invariant under S dersom

S(K) = KDet viser sig at enhver mængde af similariteter har en sådan entydigt bestemtbegrænset og afsluttet invariant mængde. Betragt mængden B(X) af afsluttedeog begrænsede delmængder af X, og udstyr den med den fra Mat2AN velkendteHausdor� metrik ρ. Det viser sig at (B(X), ρ) er et fuldstændigt metrisk rum(ikke trivielt at vise) og at E 7→
⋃N

i=1 Si(E) er en kontraktion. Ved Bana
hsFikspunktssætning eksisterer en entydigt bestemt afsluttet og begrænset mængde

K der er �kspunkt for S̃. Dette er netop vores søgte K.Vi vil betegne mængden hørende til S med |S|.Eksempel 2. Lader vi igen S = {S1, S2} med S1 og S2 som før, kan det nemtindses at C(1
3
) netop er den invariante afsluttede og begrænsede mængde |S|På tilsvarende vis kan vi knytte et invariant sandsynlighedsmål på X til S.Lader vi M1 = {µ |µ mål på X, µ(X) = 1} kan vi for en Lips
hitz afbildning

f : X → X de�nere
f∗ : M1 → M1, f∗(µ)(E) = µ(f−1(E))De�nition 4. Lad S = {S1, . . . , SN} være similariteter og lad ρ = {ρ1, . . . , ρN}være en vilkårlig mængde af reelle tal opfyldende 0 < ρi < 1 for alle i og ∑N

i=1 ρi =
1. (S, ρ) : M1 → M1 er afbildningen givet ved

(S, ρ)(ν) =
N∑

i=1

ρiSi∗νdvs. for E ⊆ X er

(S, ρ)(v)(E) =
N∑

i=1

ρiν(S−1
i (E))Vi siger da at et ν ∈ M1 er invariant mht. (S, ρ) dersom

(S, ρ)(ν) = νAfbildningen (S, ρ) er interessant når ρ vælges til at være mængden r = {rD
1 , . . . , rD

N},hvor ri er Lips
hitz konstanten hørende til Si og D er similaritetsdimensionen.Ved at indføre en passende snedig metrik, involverende de afbildninger der erbegrænsede og kontinuerte på begrænsede mængder, kan M1 gøres fuldstændigtog (S, ρ) en kontraktion. Igen ved Bana
hs �xpunktssætning eksisterer entydigtbestemt invariant sandsynlighedsmål, betegnet ||S||.21



Selv-similaritetMan kan hurtigt overbevise sig selv om at nogle af de kendte fraktaler som f.eks.Cantor mængden C(λ) kan beskrives som en art grænse-mængde ved gentagendeanvendelse af afbildningerne, som f.eks. S1, S2 : R → R givet ved

S1(x) = λx, S2(x) = λ(x − 1) + 1på intervallet [0, 1]. Dette kon
ept vil vi lige formalisere.De�nition 2. SimilaritetEn afbildning S : X → X siges at være en similaritet dersom:

∃r ∈ R+∀x, y ∈ X : d(S(x), S(y)) = rd(x, y)I tilfældet (X, d) = (Rn, d) kan det vises at S er en similaritet hvis og kunhvis S er sammensat af afbildninger

µr ◦ τb ◦ Ofor passende µr(x) = rx, translation τb = x − b og ortogonal transformation O.En similaritet kan således betragtes som en "�ytning og skalering"af Rn.Similariteterne er de afbildninger, der ved gentagen anvendelse, skal "frem-bringe"vores fraktal. Da de fraktaler vi er interesseret i generelt består af iterra-tioner der formindsker �guren, vil vi fra nu af kun betragte similariteter der erkontraktioner, dvs. 0 < r < 1.De�nition 3. Lad (X, d) være et metrisk rum og A ⊆ X. Er S = {S1, . . . , SN}en mængde af similariteter Si : X → X, da de�neres

S(A) =
⋃

Si∈S

Si(A)Eksempel 1. Afbildningerne S1, S2 : R → R givet ved S1(x) = 1
3
x, S2(x) =

1
3
(x−1)+1 er similariteter med r1 = r2 = 1

3

, og vi �nder at S([0, 1]) = [0, 1
3
]∪[2

3
, 1].Der knytter sig en vigtig størrelse til en mængde af disse similariteter. Ladervi r1, . . . , rN være de tilhørende Lips
hitz konstanter, så vil afbildningen γ(t) =

∑N
i=1 rt

i være en kontinuert aftagende funktion med γ(0) = N og limt→∞ γ(t) = 0.Der �ndes da et entydigt bestemt D ∈ R så

γ(D) =

N∑

i=1

rD
i = 1Dette D kalder vi similaritetsdimensionen af S.Det vil vise sig at D er Hausdor� dimensionen for visse selv-similære mængder,f.eks. Cantor mængden, hvilket nemt bekræftes.20

Mere om tælleligheden af de rationale talStefan HolmI sidste nummer af FAMØS gav Taus et alternativt bevis for den velkendte sæt-ning om tælleligheden af Q. Men ét bevis er jo aldrig nok, så her følger endnu toalternative argumenter for at der faktisk kun er ℵ0 forskellige brøker.Bevis nr. 1. Vi bemærker først at for et givet x ∈ Q kan vi �nde entydige tal

p ∈ N0, q ∈ N og r ∈ {−1, 1} med sfd(p, q) = 1, så x = r p

q

. For at sikre os at denpostulerede entydighed faktisk holder, skynder vi os at sætte 0 = 1 · 0
1

.På grund af entydigheden af vores valg, kan vi opfatte p, q og r som funktioneraf x. Og nu er det så ligetil at de�nere en afbildning f : Q → N ved simpelthenat sætte
f(x) = 2p(x)3q(x)5r(x)+1.Injektiviteten, og dermed tælleligheden af Q følger umiddelbart af aritmetik-kens fundamentalsætning.Bevis nr. 2. Vi vil atter lege lidt med at �nde kanoniske fremstillinger af derationale tal, og derefter udnytte dem til at give et argument for tælleligheden.Som før kan vi for ethvert x ∈ Q �nde entydige p ∈ Z og q ∈ N med sfd(p, q) = 1,så x = p/q � brugen af skråstreg i stedet for almindelige brøkstreg er bevidst.Som det forhåbentlig er velkendt for læserne af dette blad, har ethvert ikke-negativt heltal en fremstilling som et base 8-tal, der bliver entydig hvis vi forbyderforanstillede nuller (bortset fra i tilfældet 0, selvfølgelig, hvor entydigheden kansikres ved at vi kræver at der kun er ét 0 i fremstillingen). Hvis vi vil have alleheltal med, bliver vi nødt til at tilføje − til mængden af tilladte symboler, menfremstillingen forbliver entydig (igen er der et 0 der driller, men hvis nu vi pæntundlader at skrive −0, er der intet problem).Hermed har vi en entydig fremstilling af ethvert rationalt tal som en streng afsymboler fra mængden {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,−, /}, og vi kan de�nere en injektion

Q → N0 ved simpelthen for et givet rationalt tal at tage den tilknyttede tekst-streng, i denne tekststreng erstatte symbolerne �−� og �/� med �8� og �9�, ogopfatte den nye tekststreng som et tal skrevet i den almindelige base 10.
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Emmy NoetherHenrik Chr. Grove(genoptryk fra de
ember 1996)Nu er det blevet tid til at genoptage vo-res artikelserie om historiens store ma-tematikere. Denne gang skal vi beskæf-tige os med en af de største kvindeli-ge matematikere gennem tiden, AmalieEmmy Noether. Denne artikel byggerprimært på Auguste Di
ks bog �EmmyNoether�.I 1880 giftede matematikeren MaxNoether sig med Ida Amalia Kauf-mann, og den 23. marts 1882, blev A-malie Emmy Noether så født i Erlan-gen, som ligger i Sydtyskland. Byenhavde et universitet, som var uden kir-kens ind�ydelse, men var kendt bl.a. pågrund af Felix Klein.Som lille viste Emmy Noether ingentegn på spe
iel matematisk begavelse. Iårene fra 1889-97 gik hun i �Städtis
heHöhere Tö
hters
hule�, som nærmestsvarer til en gammeldags realskole. Huntog udvidet niveau i tysk, fransk og ma-tematik, og desuden modtog hun kla-verundervisning, men i modsætning tilsin mor, var hun alt andet end god. Iapril 1900 blev hun uddannet lærer itysk og fransk med et gennemsnit på1.2, på en karakterskala fra 1-12 med 1som den bedste karakter, denne eksa-men gav hende lov til at undervise påpigeskoler.

Ene kvinde på matematikImidlertid havde Noether mere lyst tilat læse videre på universitetet. Den-gang kunne kvinder imidlertid ikke gåtil eksamen på universiteterne, og demåtte kun følge forelæsninger med fo-relæserens godkendelse. Dette var sik-kert også grunden til, at der i vinter-en 1900-01 kun var 2 kvindelige og 984mandlige studerende ved universiteteti Erlangen. I denne periode er der visseting der tyder på, at hun måske har for-søgt at læse sprog, men der �ndes ingensikre beviser. Samtidig forberedte Em-my Noether sig til sin �Reifeprüfung�,som nærmest svarer til en studenterek-samen, og som hun bestod den 14. juli1903. Herefter læste hun et stykke tidved universitetet i Göttingen, som hav-de en mere liberal holdning til kvinde-lige studerende, her blev hun bl.a. un-dervist af Hilbert og Klein. I denne pe-riode blev loven ændret, sådan at Em-my den 24. oktober 1904 blev o�
ieltindskrevet på matematikstudiet på u-niversitetet i Erlangen, som den enestekvinde blandt 46 mænd. Den 13. de
e-meber 1907, forsvarede hun sin Ph.D.-afhandling om algebraiske invarianter.De følgende år arbejdede hun ulønnetved universitetet i Erlangen, hvor hundels hjalp sin aldrende far og dels ar-10

mængder hvis Hausdor� dimension ikke er heltallig. Desværre er dette dimen-sionsbegreb ikke altid lige let at arbejde med. I denne artikel vil jeg illustrere enmetode til bestemmelse af Hausdor� dimension vha. kon
eptet Selv-Similaritetaf mængder. Det er kendt fra Mat2 at Hausdor� dimensionen af C(1
3
) er ln(2)

ln(3)

. Vivil anvende teorien til at �nde dimensionen af Ko
h kurven som indføres til sidst.Kort om Hausdor� måletFor at forstå Hausdor� dimensionen skal man forstå Hausdor� målet. Desværreer der ret meget at sige herom, men en kort udgave er: Hausdor� målet er ivirkeligheden en ret stor familie af mål (Hs)s∈[0,∞]. Den kan indføres på separablemetriske rum X med passende pæne egenskaber, herunder Rn, og måler samtligedelmængder af X. Lader vi d(A) angive diameteren af A ∈ P(X) er

Hs(A) = lim
δ→0+

inf{
∞∑

i=1

d(Ei)
s |A ⊆

∞⋃

i=1

Ei, d(Ei) < δ, Ei ∈ P(X)}Det skal dog nævnes at vi ikke er sikret at (X,P(X),Hs) er et mål i 3MIforstanden, men derimod kun et ydre mål. Vi er kun sikret at (X,B(X),Hs) erdet, men vi omtaler alligevel afbildningen som et mål.En 
entral egenskab ved målet er
Ht(A) > 0 ⇒ Hs(A) = ∞ når s < t < ∞Fidusen er at Hs(A) enten er ∞, 0 eller imellem, når s varierer, og dersom denantager begge af værdierne 0 og ∞, vil Hs(A) skifte fra ∞ til 0 i netop ét s ∈

[0,∞[.
|
0

−−−−−−−−−−−−−−
︸ ︷︷ ︸

Hi(A)=∞

|
s

−−−−−−−−−−−−−−
︸ ︷︷ ︸

Hj(A)=0Værdien af målet i et sådan s kan vi ikke sige noget generelt om.Vi kan da de�nere Hausdor� dimensionen vedDe�nition 1. Hausdor� dimensionLad X være et separabelt rum udstyret med Hausdor� målet Hs. Da er Hausdor�dimensionen af en mængde A ⊆ X:

dimH A =







0 ∀s ∈ [0,∞[: Hs(A) = 0
∞ ∀s ∈ [0,∞[: Hs(A) = ∞
sup{s | Hs(A) = ∞} ellersBegrebet har bl.a. den pæne egenskab at DimHRn = n og DimHA ≤ dimH Bfor alle A ⊆ B. Det bør nu stå klart at denne dimension ikke altid er nem atbestemme. For nærmere om målet, se [1℄.19



Hausdor� dimension af fraktaler vedselv-similaritetHenning Røigaard-PetersenDe �este kender til begrebet fraktaler. Ordet betyder i sig selv "at brække"ogkommer af latin "fra
tus". Den vel nok bedst kendte af disse er Cantor mæng-derne der kan konstrueres således:Vælg 0 < λ < 1
2

. Tag intervallet I0,1 = [0, 1], bræk det i tre stykker og s-mid det midterste bort. Tilbage er I1,1 = [0, λ], I1,2 = [1 − λ, 1]. Pro
essenfortsættes nu således: Givet intervaller Ik−1,1, . . . , Ik−1,2k−1 de�neres intervaller-ne Ik1,1, . . . , Ik,2k , ved at tage et interval Ik−1,j og fra dette fjerne et interval aflængde (1 − 2λ)d(Ik−1,j) = (1 − 2λ)λk−1 fra midten af dette, således skabes derto nye intervaller. Vi har således at alle intervallerne Ij,k har længde λk. Can-tormængden C(λ) de�neres nu ved

C(λ) =
∞⋂

k=0

2k
⋃

j=1

Ik,jOftest betragter man 
antormængden med λ = 1
3

. Jvf �guren nedenfor:

0 10 1
3

2
3 10 1

320 1
33... ... ... ...

0.iteration1.iteration2.iteration3.iterationDer er et problem med fraktaler og det sædvanlige dimensionskon
ept i Rn. Da
C(λ) ⊆ R ville man ved første øjekast tilskrive den dimension 0 eller 1, meningen af disse er tilfredsstillende: 0 er for lidt og 1 er for meget. Vi søger altsåen meningsfyldt dimension d opfyldende 0 < d < 1. Der �ndes utallige dimen-sionsbegreber, men en alment anvendt måde at gøre dette på, er ved hjælp afHausdor� dimensionen. Mandelbrot de�nerede da også fraktaler som værende18

bejdede med sine egne ting. I april 1915�yttede hun efter at være blevet invi-teret af Klein og Hilbert til Göttingen.Næsten ansat på GöttingenDer var �ere grunde til at Klein ogHilbert inviterede Emmy Noether tilGöttingen, for det første gjorde de de-res gamle ven Max Noether en tjene-ste, for det andet gav de en talent-fuld ung kvindelig matematiker en stor
han
e, men vigtigst af alt var det nok,at hun kunne støtte deres egen forsk-ning i relativitetsteori. Klein og Hil-bert forsøgte at ska�e et lektorat til No-ether, men desværre uden su

es. Dethjalp heller ikke at Emmy Noether den9. november 1915 holdt en forelæsning�Om trans
endente heltal�. Lektoratetblev dømt umulig pga. uopfyldte lov-krav. Det hjalp heller ikke at appelleretil kulturministeren. Det var på dettetidspunkt at Hilbert muligvis sagde, athan ikke kunne se at ansøgerens kønhavde nogen betydning, det var trodsalt et universitet og ikke en badean-stalt. Han er ofte senere blevet 
iteretfor denne udtalelse, men det er aldrigblevet bekræftet at han nogensinde harsagt det. Fra vinteren 1916/17 til '19assisterede �Frl. Dr. E. Noether� Pro-fessor Hilbert med alle hans seminarer,forelæsninger m.m.Første verdenskrig medførte en delso
iale ændringer i Tyskland, der med-førte at Noether den 4. juni 1919 blevhabiliteret. Hun var næppe nogen godforelæser (hun skulle ofte have væ-ret dårligt forberedt), men videregavnærmere inspiration gennem personli-ge samtaler. Forelæsninger var ikke deteneste hun nedprioriterede, i forhold til
sin forskning, efter sigende skulle hunengang have gået en tur med nogle stu-derende i regnvejr, og hun havde gan-ske vist en paraply, men den var ikketil megen nytte. Da en af de studeren-de spurgte hende om hun ikke burde fåden repareret, svarede hun (frit over-sat): �Jo, men det kan ikke lade sig gø-re, for når det regner, skal jeg brugeden, og når det ikke regner, tænker jegikke på den!� Den 6. april 1922 blev hunudnævnt til �ausserordentli
her profes-sor�, et professorat med begrænsede ad-ministrative pligter, en titel uden prak-tisk betydning. I april 1923 �k hun enkontrakt på at undervise, hvilket gavhende en (lille) fast indkomst. En afNoethers første �doktorer�, var Heinri
hGrell, som tit senere gjorde o�entligtopmærksom på, hvor meget han men-te at kunne takke Emmy Noether for,og han sørgede også for at få et af hen-des ikke-udgivne manuskripter �Ideal-di�erentation und Di�erente�, trykt i�Journal für die reine und angewandteMathematik� i 1950.Emmy i USAKort efter at Hitler var kommet tilmagten i 1933, blev Emmy Noethersuspenderet, o�
ielt for at have hu-set venstreorienterede studerende, menmon ikke det også havde betydning athun var af jødisk afstamning. HermannWeyl kontaktede straks Prin
eton forat arrangere et gæstelektorat til Em-my Noether. De politiske problemer be-kymrede ikke Emmy, og helt frem tilbegyndelsen af september 1933 agtedehun at vente med at a

eptere en invi-tation fra Bryn Mawr, men den 13. sep-tember skrev hun til Hasse, at hun hav-11



de modtaget en o�
iel meddelelse ominddragelse af hendes undervisningstil-ladelse � men beder ham samtidig fort-sætte med at samle vidneudsagn til ensag, for at få den tilbage. I slutningenaf oktober var Emmy Noether på vej tilUSA, om bord på �Bremen�.På Prin
eton arbejdede Einstein,Weyl, Veblen og Flexner ved siden afderes almindelige arbejde, hårdt medat �nde stillinger til deres europæi-ske (spe
ielt tyske) kolleger. Denne lillegruppe herrer havde ska�et Emmy No-ether et gæsteprofessorat for et år påBryn Mawr College, en pigeskole sombåde den gang og i dag har et godtry. I februar 1934 begyndte hun ogsåat undervise på Flexner institutet, somhørte under Prin
eton og var en slagsforskningsinstitut.De sidste dageEmmy Noether �k stor ind�ydelse påmatematikken på Prin
eton, som i deår var inde i en rivende udvikling. Isommeren 1934 besøgte Emmy Noet-her Tyskland for sidste gang, en grundvar for at se sin bror Fritz (som og-
så var blevet matematiker) igen, indenhan rejste til Sibirien, han var nem-lig af de tyske myndigheder blevet t-vunget til at gå på pension. En andengrund var at hun ville nedlægge sin hus-holdning endeligt, da hun i mellemti-den var blevet klar over at hun aldrigville komme til at bo fast i Tysklandigen. Hun havde fået sit gæsteprofes-sorat på Bryn Mawr forlænget med etår, så hun havde noget at vende til-bage til i USA. Hun nåede kun at fåen doktor-kandidat (Ruth Stau�er), ogbare en uge før sin død, konstateredeEmmy Noether at hun ikke ville få tidtil at holde ferie, før i slutningen af juni,fordi hun betragtede det som sin pligtat støtte sin doktor-kandidat hele vej-en igennem. Emmy Noethers pludseli-ge død gav derfor Ruth Stau�er uven-tede problemer, og hun opgav faktiskmatematikken efter at hun havde fåetsin doktorgrad. Den 7. april 1935 skrevEmmy Noether sit sidste brev til Hasse,og det viser ingen tegn på sygdom, el-ler en nært forestående operation, menden 14. april 1935 dør Amalie EmmyNoether på Bryn Mawr Hosptal, somfølge af en operation.
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Besvarelse: Rækken er konvergent, da f(n) ≤ log2(n + 1). Lad S betegnesummen. Bemærk, at f(2n) = f(n) og f(2n + 1) = f(n) + 1, så vi får
S =

f(1)

2
+

∞∑

n=1

(
f(2n)

2n(2n + 1)
+

f(2n + 1)

(2n + 1)(2n + 2)

)

=
1

2
+

∞∑

n=1

(
f(n)

2n(n + 1)
+

1

(2n + 1)(2n + 2)

)

=
1

2
+

S

2
+

∞∑

n=1

(−1)n−1

n
−

1

2

=
S

2
+ log 2,hvoraf S = 2 log 2.Ny opgaveDer skal selvfølgelig være en ny opgave, som i eksamenstidens anledning ikke skalhandle om matematik (eller måske alligevel). Betragt denne vittighed fra et nyereAnders And-blad:To spejlæg sidder i et badekar. Så siger det ene spejlæg: �Ræk mig ligesæben.� Det andet svarer: �Sig mig, tror du, jeg er en skrivemaskine.�Opgaven er nu at �nde på den mest spændende/interessante/morsomme forkla-ring af pointen. Vi modtager gerne ligninger, tegninger, haikudigte eller andet ogbringer de bedst egnede forslag i næste nummer.Vi præmierer selvfølgelig det efter vores som altid på ingen måde objektivevurdering bedste bidrag med en Mystisk Flaske!
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Opgaver og besvarelserUlrik Torben Bu
hholtzInteressen for �asker synes at være dalet igen � der var kun to besvarelser. EsbenBistrup Halvorsen ('97) svarede rigtigt på opgave 2, men Søren Brander (biokemi'03) svarede rigtigt på begge opgaver, så han vinder en Mystisk Flaske!Denne gang er den Mystiske Flaske en �aske Turtles-shots, og efter at havefundet Sara Arklint og fået udleveret sin Mystiske Flaske, kan Søren så, som dengode biokemiker han er, løbe gennem HCØs gange og råbe �Pas på! jeg har travlt!Og jeg har en Mystisk Flaske!�1Sørens besvarelser lider af at været skrevet i Word, så de reprodu
eres ikkeher. Desuden er de lidt omstændelige; i stedet får I mine/opgavestillernes udgaver.Opgave 1 (IMO1988)Trekant ABC er retvinklet med vinkel A ret, D er skæringspunktet mellem højdenfra A og siden BC. Linjen, der forbinder 
entrum for de indskrevne 
irkler itrekant ABD og ACD, skærer AB i K og AC i L. Vis, at arealet af trekant

ABC er mindst det dobbelte af arealet af trekant AKL.Besvarelse: Vi viser først indirekte, at |AK| = |AL| = |AD|. Tag K ′ på ABog L′ på AC, så |AK ′| = |AL′| = |AD|. Lad P være skæringspunktet mellem ADog normalen til AB gennem K ′. Da er trekanterne AK ′P og ADB kongruente.Lad Q være 
entrum for den indskrevne 
irkel i trekant ADB, som har radius r.Da ligger Q på vinkelhalveringslinjen for vinkel BAD i afstanden r fra AD, og
Q er således også 
entrum for den indskrevne 
irkel i trekant AK ′P . Altså ligger
Q på linjen K ′L′. Helt analogt ligger også 
entrum for den indskrevne 
irkel itrekant ADC på K ′L′. Dvs. K = K ′ og L = L′.Nu følger det ønskede umiddelbart.Opgave 2 (Putnam1981)Lad f : N → N være de�neret ved, at f(n) er antallet af 1-taller i den binærerepræsentation af n. Udregn

∞∑

n=1

f(n)

n(n + 1)
.1Ja, dette er en henvisning til MatematikRevyen16

Nyt fra FagrådetSara ArklintVi har planer. Masser af planer. For vihar opdaget at Fagrådet har omtrent6 300 kroner. Det opdagede vi i vintersda vi �k ny bestyrelse og den nye � ogdermed pludseligt eksisterende � kas-serer �k adgang til Fagrådets konto hosForenede StudenterRåd.Men inden jeg udbreder mig om altdet gode vi har planer om at gøre, måjeg hellere lige forklare hvad Fagrådeter. Fællesmatematisk Fagråd er fagrå-det for de studerende på IMF, men ipraksis er det desværre kun fagråd forde matematikstuderende. Fagrådet vir-ker som bindeled mellem de studerendeog de studenterrepræsentanter vi har istudienævnet, så det er i fagrådet vidiskuterer e.g. studieordninger og æn-dringer af kurser og eksamensformer.Fagrådet tager dog også hånd om stu-denterkøkkenet 04.0.01 (køkkenet tidli-gere kendt som S01), og vi har fx pla-ner om at få Matematikkantinen gjorttil rygefrit område.Fagrådet har også planer om at gø-re køkkenet S01 så lækkert at fysikernebliver grønne1 af misundelse. Vi vil ha-ve komfur og sofaer og male væggene,og vi vil have sat en kortlæser op såkun matematikere kan komme derind
og stjæle. Vi vil en masse, for intet erjo så inspirerende som en stor bunkepenge. Det skulle da lig være en end-nu større bunke penge, så vi har planerom at �nde sponsorer. Vi vil allerhelsthave A. P. Møller til at sponsorere enudbygning af S01 i form af en udestuemed ovenlys, men nu får vi se hvad dersker.Fagrådet har vist også andreidéer. Ved Den Fællesmatematiske Ju-lefrokost fx havde Fagrådets bestyrel-se � bestående af næstformand MartaDíaz, kasserer Niels Woo-Sang og for-manden2 � i en lettere beruset tilstandholdt et bestyrelsesmøde og besluttetat Fagrådet måtte holde en julefrokostnår det blev forår. Så det var rent fak-tisk Fagrådet der �k idéen til Den Fæl-lesmatematiske Påskefrokost3 som blevholdt i foråret. Vi holdt det bare skjultat vi havde en �nger med i spillet forikke at skræmme folk væk. For det erde færreste der ved at Fagrådets møderhandler ligeså meget om kagespisningog planlægning af so
iale arrangemen-ter som studenterpolitik.(Ja, det sidste er ment som en op-fordring: kom forbi S01 og få noget ka-ge!)1Især Frøen?2Det er mig3Da vi blev ædru, indså vi at en julefrokost om foråret er en påskefrokost13
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Vandret:1: Antik beklædningsgen-stand7: Gået bort11: Par12: Person14: Præstere15: LP med udvidet spille-tid17: 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 +
· · · + 1/n + . . .19: Dokument20: i4, cos70, sup(] −
∞, 1[∩[0, 2])22: LATEX-kode for µ23: Sygdom25: Gud26: Fransk sommer27: Udefra kommende (el-ler: forhenværende tilnær-melsesvis kubiske småstyk-ker)30: Gulddukater i bunkevis31: Køretøj34: In ***35: Hæderen

36: Træer38: Bevidstløshed40: Gas41: Kejser43: Forret46: Landområde48: Tage på50: Melankolsk53: Ankara54: To ens55: ***** Mann56: Open** : Gra�k-programmeringssprog58: Meget anonym61: Reklame62: Gå i ***63: Synsmæssig64: Personer66: Den inderste af Jupi-ters måner, der er særde-les vulkansk aktiv og haren diameter på 3630 km67: ** Møller68: Beslægtet
69: Krumning, vinding el-ler spiralformet del72: Besid73: Befordringsmiddel75: Indtræ�er77: Udskejelsen79: Hvedeart80: B, b, B, b81: Afgiv lyd,som havde genstande glaseller por
elæn berørt hin-anden let83: Dvs.84: Flod, kendt af italiene-re+krydsordsløsere85: Balletudtryk87: Udgang89: Smertensbrøl90: Kur92: Styr93: (I hvert fald) mere end7 dage96: Ujævn97: De endnu ubrugtekræfterLodret:1: Militærkorps2: 15003: Sønderjysk by4: Antikke skulpturer5: Apparater6: Medmenneske7: Familie af homeomor�er

(σi), hvor σi afbilder en å-bendelmængde af planen overi en åben delmængde af en�ade i rummet (udstyretmed delrumstopologi)8: Lidelse9: Bortsnold10: Besluttede13: Person16: Instrumenter18: Le�e21: Delen af den længererute
24: Parodi28: Adventskrans-element29: To ens32: Rom33: De ** Soul: Band37: Overordnet39: Windows-version42: Blanding44: Havdyr45: Afslør47: Lægegud49: Spredes51: Gnavende bitterhed52: Væk beundring57: Udfordrende59: Ikke simpelt60: Sprint62: Makeup64: ** Bank65: Rumvæsen68: Have til hensigt
70: Sikkerhedsorganisation71: Længsel efter det s-vundne74: Kaliningradregionen75: Udbred76: Som vedrører toppen78: Konsollen79: ***-kort82: Tøjprodu
ent84: Fodboldlegende86: Ordenen af en Sylow-3-gruppe i S788: Indfald91: Festival-spise93: Gothersgade-bar, vel-egnet til torsdagshegn; for-kortelse for �undergruppe�;(gammeldags) karakter94: Findes95: Betragt15


