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Man kan nu overbevise sig om at S opfylder AMB med O. Ved satning 7 er
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Specielt er Koch kurven en fraktal.
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Hvad forsker jeg i

Soren Eilers

Klassifikation af skiftrum

Et skiftrum over et endeligt alfabet a = {ay, ..., a,} er en delmzengde X af aZ som
er lukket i produkttopologien induceret af den diskrete topologi pa a og under
skiftafbildningen

o:af — of o((an)) = (ant1)-

Eftersom o er en homgomorfi af X pa sig selv kan vi teenke pa (X, o) som et meget
simpelt dynamisk system, og sadanne skiftrum har haft stor betydning i teorien
for dynamiske systemer som searligt tilgsengelige modeller for mere komplekse
systemer. For eksempel spillede de en stor rolle i at vise at et trelegemeproblem
(som fx beveegelsen af en lille planet i et dobbeltsolsystem) altid har regioner med
kaotisk bevaegelse.

Eksempel 1. Lad a = {0, 1}. Et skiftrum i a” defineres ved
{(an) | VN : ayayi1 # 11}
Dette skiftrum indeholder alle elementer der som
---00010010001010100001000010000100010101010 - - - (1)

ikke indeholder delordet “11”.

Pa trods af deres simple udseende udggr skiftrummene en meget stor og gene-
rel klasse med fascinerende og righoldig intern struktur, og fordi skiftrummene er
givet pa sa konkret vis kan man stille og besvare spgrgsmal om dem der ville vaere
umulige for generelle dynamiske systemer. Fx kan man vove sig ud i spergsmalet
om klassifikation af dem... altsa i spergsmalet om hvordan man barer sig ad
med at se pa to sadanne skiftrum om de er ens eller forskellige. Jeg er blevet ledt
til at interessere mig for dette sporgsmal lidt ad omveje gennem et kontaktpunkt
med mit hovedforskningsfelt, operatoralgebraen.

Inden man gar i gang med at klassificere ma man naturligvis afklare hvad
man mener med “ens” og “forskellig”. Det fundamentale lighedsbegreb i denne
sammenhaeng er

Definition 1. To skiftrum (X, o) og (Y, o) kaldes konjugerede hvis der findes en
homgomorfi ¢ : X — Y med egenskaben ¢ oo = 0 o ¢.



De to rum skal altsa vaere ens topologisk set, pa en sidan made at skiftstruk-
turen bevares. Denne form for lighed er imidlertid i mange sammenhange ret
restriktiv, og man ser derfor i stedet pa en bred vifte af svagere begreber. Jeg vil
her ngjes med at indfore

Definition 2. Szt
SX = (X x B)/~

med eekvivalensrelationen genereret af kravet (x,t + 1) ~ (o(x),t) og udstyret
med kvotienttopologi. To skiftrum (X, o) og (Y, o) kaldes stromningsekvivalen-
te (eng.: flow equivalent) hvis der findes en homgomorfi F' : SX — SY med
egenskaben at der for hvert x € SX findes en voksende afbildning f, : R — R
sa at

F(ou(x)) = dp. (F ().
hvor ¢ ([, s]) = [z, s + t].

Lost sagt er SX en kontinuisering af X, og strgmningsaekvivalens betyder
at kontinuiseringerne er ens pa en retningsbevarende made. Den komplicerede
definition til trods er strgmningsackvivalens et ret naturligt begreb, hvilket bedst
af alt ses ved fglgende observation:

Proposition 1. Stromningsakvivalens er 2kvivalensrelationen genereret af konju-
gerethed og
X,0) ~ (X*,0)

hvor a € a og X" er defineret ved at i hvert x € X erstatte enhver forekomst af
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a” med “ax”.

Et element som det givet i (1) vil siledes give anledning til et element
-+ 0001%001%0001x01%01%x00001%00001%00001x0001x01%01x01%0 - - -

i X', der er et skiftrum i alfabetet {0,1,x}. Det er rimeligt at taenke pa strgm-
ningsakvivalens som frembragt af konjugerethed og “forsinkelser”.

En effektiv made at specificere et skiftrum er ved at angive en samling af for-
budte ord som vi gjorde i Eksempel 1. Det generiske skiftrum kan imidlertid kun
specificeres med en uendelig familie af forbudte ord, sa klassifikationsspgrgsmalet
er derfor sarligt interessant i de specielle tilfaelde hvor skiftrummet kan specifi-
ceres ved en endelig datameaengde, sadan som vi i Eksempel 1 kunne ngjes med
at specificere at “11” var ulovligt. I sadanne tilfeelde kan man ligefrem habe pa
at der findes en algoritme der ud fra specifikationerne af to skiftrum kan afggre
om de er ens eller forskellige.

Imidlertid er det ukendt om en sadan algoritme eksisterer selv hvad angar
konjugerethed af de seerligt simple skiftrum af endelig type. Sadan benzevner
man de skiftrum der beskrives ud fra en matrix med indgange i Ny pa folgende
vis. Ud fra n x n-matricen A dannes en orienteret graf med n knuder ved at
der afsaettes a;; kanter fra knude ¢ til knude j for hvert par 4,j € {1,...,n}. Vi
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Vi starter i trin 0 med en linie af lzengde 1. Denne skaleres i trin 1, hvor vi
far en linie af leengde %, sammensat 4 gange med sig selv, og evt. drejet i en
vinkel pa I i positiv eller negativ retning. Denne proces bliver sa ved. Dvs. de
similariteter vi skal bruge skal netop kunne skalere og dreje samt tanslatere. Man
kan hurtigt overbevise sig selv om at Koch kurven er frembragt af similariteterne

S; :R? — R? der for i = 1,2,3,4 og x € R? er givet ved:

Sie) = e

s = 3( 2B )= (4)
s =5 (il 28+ (4)
Silx) = ;+(0)

De er alle en skalering, Sy er yderligere en tanslatering mens Sy og Ss tillige er
drejninger i positiv hhv. negativ omlgbsretning, med en vinkel pa 7.

De er alle oplagt similariteter med similaritetskonstant % Meengden S =

51,82, S5, 84} har da similiaritetsdimension D = 24 ~ 1.261.
{ In(3

Betragt den abne mengde O givet ved det indre af det konvekse hylster om
den 1. iteration:

Anvendes similariteterne pa O fas folgende:



Processen fortszttes hvorved antalet af liniestykker og trekanter vokser kraftigt,
men deres leengde aftager! En interessant observation er, at antallet af liniestyk-
ker vokser hurtigere en deres langde aftager. Efter det n.trin vil der vaere 4"

liniestykker, hver af leengde 2. Den samlede laengde af kurven efter den n'te

3n-
iteration er da N
()
3

En konsekvens heraf er at graensen af iterationer vil have uendelig laengde. Koch
kurven defineres til at veere graensen for disse iterationer! Pa trods af denne e-
genskab er Koch kurven begranset. Lad A, betegne arealet mellem Koch kurven
og linien givet ved intervallet [0, 1], med Ay = 0. T det n.te trin gges A, 1 med
arealet svarende til de 4"~ ! trekanter vi tilfgjer. Vi kan vurdere denne stgrrelse
opad ved i stedet at tilfgje arealet af kvadratet omspzndende trekanterne. Disse
har areal (3%)2 Vi har altsa:

1\? 1/4\"
n—1 — -
A, <A,_1+4 (—3n) Apq+ 1 (—32)

Fortsaettes den rekursive betragtning fas

A<14+142+143+ +14"
T4\ 32 4\ 32 4\ 32 4\ 32

Dette er en geometrisk rackke pa neer konstantled. Vi kan altsa vurdere arealet
opdad ved:

, R N S e € A
A< fim 3 () = i g

i=1

At finde selv-similariteter for Koch kurven gar noget nemmere ved at indse
at kurven, pa ethvert niveau i iterationen, er sammensat af 4 kopier af sig selv.
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benytter herefter meaengden af kanter som alfabet og definerer skiftrummet X ,
som maengden af dobbelt uendelige omvandringer pa grafen.

Eksempel 2. Har vi matricen

— = O
O O =
—

og navngiver kanterne som pa

€

far vi et skiftrum over alfabetet {a,b, c,d, e} som fx har elementet
- - ababadeeecadcadecababadeeec - - -

Opgave 1. Vis, at skiftrummene i Eksempel 1 og 2 er konjugerede.
Williams viste

Saetning 1. Lad A og B vare matricer som herover. De to skiftrum X, og X
er konjugerede hvis der findes Cy, ..., C; med

A=Cy~n Oy ~Cyr -~ =B.
hvor relationen C ~ C" er givet ved

aD € M™(Ny), E € M” (No) :
C =DE,C’' = ED,

Generelt kan man ikke sige noget om laengden [ af sadan en kaede eller om
storrelsen af de indgaende matricer Cy,...,C;_; — bemark at D og E ikke
behgver at vaere kvadratiske  sa det er ikke kendt om denne relation er generelt
afgorlig i den forstand at der kan gives algoritmer som beskrevet herover. Der
var leenge hab om at konjugererethed var det samme som en egenskab benavnt
svag skifteekvivalens som ved hjzlp af de sakaldte dimensionsgrupper faktisk er
kendt at vaere afggrlig. Men indenfor de sidste ar er der fremkommet eksempler
der viser at dette ikke er tilfaeldet.

Holder man sig til stremningsakvivalens er billedet meget simplere:

ot



Saetning 2. Lad A og B vaere irreducible matricer. De to skiftrum X , og X er
stromningsaekvivalente hvis

Zr/ [(id —A)Z"] = Z™/ [(id — B)Z™] (2)
og
det(id —A) = det(id —B)

Det er let at pa algoritmisk vis afggre hvorvidt de endeligt frembragte grupper
i (2) er isomorfe eller ej. De er jo endeligt frembragte.

Substitutionssystemer

Der er andre mader at generere skiftrum ud fra endelige datamangder pa. En
metode som jeg har interesseret mig ret intensivt for er ved hjaelp af substitutioner.
Det endelige data er i dette tilfelde en afbildning 7 som til hvert bogstav i
alfabetet a knytter et ord skrevet med bogstaver fra a. Idet vi bensevner ord
skrevet med bogstaver fra a med a* og det tomme ord med e vil vi koncentrere
os om afbildninger

70— af\{e}.

Bemerk at vi ved at sammensaette ord kan definere
™0 — d\{e}
for ethvert NV og derefter definere et skiftrum
X ={(ay) € a® |YNIM :a_y...ay er et delord af 7 (c)}

Her er c et fastholdt bogstav i alfabetet, og for at sikre at X ikke athaenger af
valget af ¢, kraever man at substitutionen har den egenskab der kaldes primitiv,
og som jeg ikke vil skrive ud her.

Eksempel 3. Substitutionen
=12 r(2)=13 r(3)=123
er primitiv og i X_ er der fx et element
-+-121312123121312131231213121231213121231213123 - - -

Man ser nemt at disse skiftrum kun kan vaere konjugerede eller strgmnings-
xkvivalente med skift af endelig type hvis de i en vis forstand er degenererede.
Faktisk kan man sige at det eneste disse skiftrum har til faelles med dem af endelig
type er den endelige praesentation der gor dem interessante i klassifikationssam-
menhang.

1. |Jsio)co.

=1
Eksempel 6. S = {S;, S} opfylder klart AMB med O =]0,1[. Hvert trin i

iterationen giver os samme interval som afbildet under "Cantor Mengden"i det
tidligere kapitel, blot med endepunkterne fjernet.

Der er nu teorien for alvor bliver tung, og anvendelsen af malet ||S|| og egen-
skaben supp ||S|| = |S| bliver steerkt ngdvendigt og ikke-trivielt. Nar stgvet har
lagt sig star hovedsatningen tilbage:

Saetning 7. Antag at S opfylder AMB med en begreenset mengde, og lad K = |S]
og D similaritetsdimensionen af |S].

Da geelder:
dimy K = D

Lad os anvende dette pa Koch kurven

Koch kurven

Koch kurven er en delmaengde af R?. Udgangspunktet for iterationen er en ret
linie, f.eks. intervallet [0, 1]. Vi tager den midterste trediedel af linien, og oprejser
en ligesidet trekant med sidelaeengde svarende til det midterste liniestykke, mens
de to endestykker efterlades urgrt. Herved fremkommer fire liniestykker:

Processen kan nu gentages pa hver af liniestykkerne, hvorved der fremkommer 16
liniestykker:
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Dette mals rolle er ikke lige si klart som mangden |S|, og det er da ogsa blot
et vaerktoj til bestemmelse af Hausdorff dimensionen af |S|. Tkke desto mindre er
det vigtigt, og det viser sig at |S| og ||S]| er knyttet sammen pa mange mader,
f.eks. er stotten for ||S]| netop |S|. Vi kan nu indfgre Selv-similsere meengder, finde
paene egenskaber for disse mht. Hausdorff dimensionen og vise at C(%) =|S| er
selv-similaer.

Selv-similaritet af maengder

Igen er S = {S4,..., Sy} similariteter med similiaritetskonstanter {ry,..., 7y}
og similaritetsdimension D.

Definition 5. Selv-Similer
Lad A C X have Hausdorff dimension k. A siges at vere selv-similer mhi.
S={S51,...,Sn} dersom
1. A er invariant mht. S.
2. HF(A) >0
3. HH(A;NA;) =0 forallei,j € {1,...,N} sdi#j.
Huvor A; = S;(A).

Eksempel 3. Vi har fundet Hausdorff dimensionen af C(%) til at vere iﬁg; Da
C’(%)l 0g C(%)z er disjunkte, er mdlet af fellesmaengden specielt 0. C(%) er da

selv-similer mht. S = {Si, Sa}.

I det folgende vil vi forlade den generelle tilgang til emnet, lade X = R" og
kun anvende resultaterne i det foregiende med p = {rP ... rQ} (similaritets-
konstanterne).

Saetning 4. Lad K = |S| og dimy K = d. Da gelder:

1. HP(K) < oo, specielt er d < D.
2. Dersom 0 < H® < oo gelder

K er selv-similer < d= D

Eksempel 5. Vi kender dimensionen af C(é) Da den er sammenfaldende med

similaritetsdimensionen giver 4 at C(3) er Selv-similer. Omvendt, ved vi at C(3)

er selv-similer, sa Hausdorff dimensionen ma veere lig Similaritetsdimensionen.
For nu at kunne bestemme Hausdorff dimensionen af selv-similzere maengder,

skal vi bruge en hurtig definition

Definition 6. AMB

S siges at opfylde Aben mangde betingelsen dersom der eksisterer en ikke-tom

aben mengde O sa
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Klassifikationssporgsmalet for sidanne skiftrum er temmelig Abent pa nuvae-
rende tidspunkt. Det mest fundamentale problem er at det er svaert at pege pa
s mange og tilstraekkeligt fintfglende veerktgjer at man kan begynde at habe pa
at de kan benyttes til at lgse opgaven pa samme made som grupperne i (2) lgste
det for strgmningsakvivalens og dimensionsgrupperne lgste det for svag skiftzae-
kvivalens.

T et projekt med Toke Meier Carlsen lykkedes det os at definere nye invarianter
for substitutionssystemer op til stremningsaxkvivalens ved at inddrage operato-
ralgebraer, funktionalanalytiske objekter der a priori har meget lidt at ggre med
skiftrum. Det er et meget interessant projekt for mig at undersgge hvor langt
denne nye invariant i samspil med tidligere kendte invaraianter rackker i forhold
til at afgreense strgmningsakvivalensklassere for substitutionssystemer og andre
systemer

Da dette projekt kun er i sin vorden vil jeg i stedet afslutte med at skitsere
hvordan metoder fra operatoralgebra kan spille en rolle her. Dette er pa ingen
made et isoleret feenomen — tvaertimod tegner der sig et ret generelt billede af at
de invarianter man ret naturligt kommer frem til ad denne (om)vej er vaerdifulde
for og sveere at udlede direkte fra skiftrumsteorien. Fx var operatoralgebraiske
metoder vigtige ved indfgrslen af de ovenfor nzvnte dimensionsgrupper.

Vores invariant er en ordnet gruppe, dvs. en abelsk gruppe udstyret med en
samling af positive elementer. Vi knytter ordnede grupper til substitutioner i de

to trin
ot Dot DG

Forste trin er en konstruktion indfgrt af Kengo Matsumoto som til ethvert skiftrum
knytter en C*-algebra, altsa en maengde af operatorer pa et hilbertrum der er luk-
ket under de naturlige operationer. Det er essentielt for konstruktionen at vide
at to stremningsakvivalente skiftrum giver det der kaldes stabilt isomorfe C*-
algebraer, og dette resultat ber i den relevante kontekst tilskrives Toke Meier
Carlsen. Det andet trin er at benytte den sakaldte K-funktor pa den resulterende
C*-algebra, der til enhver C*-algebra knytter en ordet abelsk gruppe, igen pa
invariant vis.

Malet med mit projekt med Toke Meier Carlsen var simpelthen at identificere
denne sammensatte afbildning. Dette viste sig at veere sa teknisk kraevende at vore
resultater matte deles op i fire artikler, blandt andet fordi vi undervejs erkendte
behovet af at give en fuldkommen algoritmisk beskrivelse af afbildningen, saledes
at vi kunne skrive et computerprogram til at beregne en matrix der beskriver den
ordnede gruppe ud fra den valgte substitution. Ved hjelp af programmet kunne vi
sidenhen fa en bedre forstaelse af hvordan invarianten fungerede og finde frem til
eksempler der afklarede raekkevidden af den. Vi fandt fx et par af substitutioner
der ikke kunne adskilles af nogen anden kendt invariant, men godt kunne vises



[ Front | properties | specials | Augmented matrix fFGonfi Y Details |

1-> 12

2-> 13
3> 1 E

Figur 1: Skeermdump fra det udviklede program

at veere forskellige med vores, og viste dermed at vores invariant var uafhengig
af disse.

Pd http: //www. math. ku. dk/ "eilers/myezpo. html findes udvalgte refe-
rencer, link til det ovenfor neevnte program, og et vink til opgave 1.

Invariante maengder og mal

Lad S veere en endelig maengde af similariteter. En delmaengde K C X siges at
veere invariant under S dersom

S(K) =K

Det viser sig at enhver maengde af similariteter har en sadan entydigt bestemt
begreenset og afsluttet invariant maengde. Betragt mengden B(X) af afsluttede
og begraensede delmangder af X, og udstyr den med den fra Mat2AN velkendte
Hausdorff metrik p. Det viser sig at (B(X), p) er et fuldstaendigt metrisk rum
(ikke trivielt at vise) og at E +— Uf\; S;(E) er en kontraktion. Ved Banachs
Fikspunktssaetning eksisterer en entydigt bestemt afsluttet og begraenset maengde
K der er fikspunkt for S. Dette er netop vores sggte K.
Vi vil betegne maengden hgrende til S med |S|.

Eksempel 2. Lader vi igen S = {51, S2} med Sy og Sy som for, kan det nemt
indses at C(%) netop er den invariante afsluttede og begraensede maengde |S|

Pa tilsvarende vis kan vi knytte et invariant sandsynlighedsmal pa X til S.
Lader vi M! = {u|p mal pA X, u(X) = 1} kan vi for en Lipschitz afbildning
f: X — X definere

for MY = MY fu()(B) = p(f7H(E))

Definition 4. Lad S = {S1,...,Sn} veere similariteter og lad p = {p1,...,pn}
veere en vilkarlig mengde af reelle tal opfyldende 0 < p; < 1 for alle i og Zf\;l pi =
1. (8, p) : MY — M er afbildningen givet ved

(S.p)v) = Z piSisv

dvs. for EC X er
(S p)()(E) = ZPiV(Sfl(E))

Vi siger da at et v € M! er invariant mht. (S, p) dersom

(S:p)w) =v
Afbildningen (S, p) er interessant nar p veelges til at veere meengden v = {rP, ... rP1,

hvor r; er Lipschitz konstanten hgrende til S; og D er similaritetsdimensionen.

Ved at indfgre en passende snedig metrik, involverende de afbildninger der er
begraensede og kontinuerte pa begraensede mangder, kan M ggres fuldstaendigt
og (S, p) en kontraktion. Igen ved Banachs fixpunktssatning eksisterer entydigt
bestemt invariant sandsynlighedsmél, betegnet ||S]].
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Selv-similaritet

Man kan hurtigt overbevise sig selv om at nogle af de kendte fraktaler som f.eks.
Cantor maengden C()) kan beskrives som en art greense-maengde ved gentagende
anvendelse af afbildningerne, som f.eks. S7, S : R — R givet ved

Si(x) = Az, So(x) = Az —1)+1

pé intervallet [0, 1]. Dette koncept vil vi lige formalisere.

Definition 2. Similaritet
En afbildning S : X — X siges at vere en similaritet dersom:

Ir e RyVa,y € X : d(S(x),S(y)) = rd(z,y)

I tilfeeldet (X, d) = (R",d) kan det vises at S er en similaritet hvis og kun
hvis S er sammensat af afbildninger

fy 0100

for passende p,(x) = rz, translation 7, =  — b og ortogonal transformation O.
En similaritet kan saledes betragtes som en "flytning og skalering"af R".

Similariteterne er de afbildninger, der ved gentagen anvendelse, skal "frem-
bringe"vores fraktal. Da de fraktaler vi er interesseret i generelt bestéar af iterra-
tioner der formindsker figuren, vil vi fra nu af kun betragte similariteter der er
kontraktioner, dvs. 0 < r < 1.

Definition 3. Lad (X, d) veere et metrisk rum og A C X. Er S = {S1,...,Sn}

en mengde af similariteter S; © X — X, da defineres
S(4) = si(4)
S;eS

Eksempel 1. Afbildningerne S1,5; : R — R givet ved S\(z) = iz, 5(x)

1(z—1)+1 er similariteter med ry = 5 = %, og vi finder at S([0,1]) = [0, }JU[2, 1].

Der knytter sig en vigtig storrelse til en maengde af disse similariteter. Lader
viry,...,ry vere de tilhgrende Lipschitz konstanter, sa vil afbildningen ~(¢) =
SV 7t vaere en kontinuert aftagende funktion med (0) = N og lim, ., v(t) = 0.
Der findes da et entydigt bestemt D € R s&

Dette D kalder vi similaritetsdimensionen af S.
Det vil vise sig at D er Hausdorff dimensionen for visse selv-similere mengder,
f.eks. Cantor mangden, hvilket nemt bekraeftes.

20

Mere om tealleligheden af de rationale tal

Stefan Holm

I sidste nummer af FAM@S gav Taus et alternativt bevis for den velkendte szt-
ning om teelleligheden af Q. Men ét bevis er jo aldrig nok, si her folger endnu to
alternative argumenter for at der faktisk kun er Ry forskellige brgker.

Bevis nr. 1. Vi bemarker forst at for et givet x € Q kan vi finde entydige tal
p€ENy, ¢geNogre{—1,1} med std(p,q) =1,s8 & = r%. For at sikre os at den
postulerede entydighed faktisk holder, skynder vi os at sette 0 =1 - %

Pa grund af entydigheden af vores valg, kan vi opfatte p, ¢ og  som funktioner
af . Og nu er det sa ligetil at definere en afbildning f : Q — N ved simpelthen
at saette

flz) = opr(z) 3a(x) gr(z)+1

Injektiviteten, og dermed talleligheden af Q folger umiddelbart af aritmetik-
kens fundamentalsaetning. O

Bevis nr. 2. Vi vil atter lege lidt med at finde kanoniske fremstillinger af de
rationale tal, og derefter udnytte dem til at give et argument for taclleligheden.
Som fer kan vi for ethvert € Q finde entydige p € Z og ¢ € N med sfd(p, ¢) = 1,
sd x =p/q  brugen af skrastreg i stedet for almindelige brgkstreg er bevidst.

Som det forhabentlig er velkendt for laeserne af dette blad, har ethvert ikke-
negativt heltal en fremstilling som et base 8-tal, der bliver entydig hvis vi forbyder
foranstillede nuller (bortset fra i tilfaeldet 0, selvfglgelig, hvor entydigheden kan
sikres ved at vi kreever at der kun er ét 0 i fremstillingen). Hvis vi vil have alle
heltal med, bliver vi ngdt til at tilfgje — til maengden af tilladte symboler, men
fremstillingen forbliver entydig (igen er der et 0 der driller, men hvis nu vi paent
undlader at skrive —0, er der intet problem).

Hermed har vi en entydig fremstilling af ethvert rationalt tal som en streng af
symboler fra maengden {0,1,2,3,4,5,6,7,—,/}, og vi kan definere en injektion
Q — Ny ved simpelthen for et givet rationalt tal at tage den tilknyttede tekst-

streng, i denne tekststreng erstatte symbolerne “—” og “/” med “8” og “9”, og
opfatte den nye tekststreng som et tal skrevet i den almindelige base 10. |
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Emmy Noether

Henrik Chr. Grove
(genoptryk fra december 1996)

Nu er det blevet tid til at genoptage vo-
res artikelserie om historiens store ma-
tematikere. Denne gang skal vi beskaef-
tige os med en af de storste kvindeli-
ge matematikere gennem tiden, Amalie
Emmy Noether. Denne artikel bygger
primert pa Auguste Dicks bog “Emmy
Noether”.

T 1880 giftede matematikeren Max
Noether sig med Ida Amalia Kauf-
mann, og den 23. marts 1882, blev A-
malie Emmy Noether sa fgdt i Erlan-
gen, som ligger i Sydtyskland. Byen
havde et universitet, som var uden kir-
kens indflydelse, men var kendt bl.a. pa
grund af Felix Klein.

Som lille viste Emmy Noether ingen
tegn pa speciel matematisk begavelse. I
arene fra 1889-97 gik hun i “Stadtische
Hohere Tochterschule”, som naermest
svarer til en gammeldags realskole. Hun
tog udvidet niveau i tysk, fransk og ma-
tematik, og desuden modtog hun kla-
verundervisning, men i modsatning til
sin mor, var hun alt andet end god. I
april 1900 blev hun uddannet laerer i
tysk og fransk med et gennemsnit pa
1.2, pa en karakterskala fra 1-12 med 1
som den bedste karakter, denne eksa-
men gav hende lov til at undervise pa
pigeskoler.
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Ene kvinde p4 matematik

Imidlertid havde Noether mere lyst til
at laese videre pa universitetet. Den-
gang kunne kvinder imidlertid ikke ga
til eksamen pa universiteterne, og de
matte kun fglge forelaesninger med fo-
relaeserens godkendelse. Dette var sik-
kert ogsa grunden til, at der i vinter-
en 1900-01 kun var 2 kvindelige og 984
mandlige studerende ved universitetet
i Erlangen. I denne periode er der visse
ting der tyder pa, at hun maske har for-
sggt at laese sprog, men der findes ingen
sikre beviser. Samtidig forberedte Em-
my Noether sig til sin “Reifepriifung”,
som narmest svarer til en studenterek-
samen, og som hun bestod den 14. juli
1903. Herefter laeste hun et stykke tid
ved universitetet i Gottingen, som hav-
de en mere liberal holdning til kvinde-
lige studerende, her blev hun bl.a. un-
dervist af Hilbert og Klein. I denne pe-
riode blev loven aendret, sadan at Em-
my den 24. oktober 1904 blev officielt
indskrevet pa matematikstudiet pa u-
niversitetet i Erlangen, som den eneste
kvinde blandt 46 mand. Den 13. dece-
meber 1907, forsvarede hun sin Ph.D.-
afhandling om algebraiske invarianter.
De folgende ar arbejdede hun ulgnnet
ved universitetet i Erlangen, hvor hun
dels hjalp sin aldrende far og dels ar-

maengder hvis Hausdorff dimension ikke er heltallig. Desvaerre er dette dimen-
sionsbegreb ikke altid lige let at arbejde med. I denne artikel vil jeg illustrere en
metode til bestemmelse af Hausdorff dimension vha. konceptet Selv-Similaritet
af maengder. Det er kendt fra Mat2 at Hausdorff dimensionen af C(3) er }:g; Vi
vil anvende teorien til at finde dimensionen af Koch kurven som indfgres til sidst.

Kort om Hausdorff mélet

For at forsta Hausdorff dimensionen skal man forsta Hausdorff malet. Desvaerre
er der ret meget at sige herom, men en kort udgave er: Hausdorfl malet er i
virkeligheden en ret stor familie af mal (H*) o, Den kan indfgres pa separable

metriske rum X med passende paene egenskaber, herunder R”, og maler samtlige
delmaengder af X. Lader vi d(A) angive diameteren af A € P(X) er

°(A) = lim inf d(E)°|AC| E,,d(E;) < 0,E; € P(X
) = i (35| A € Bod(8) < 0.5 € POV}

Det skal dog navnes at vi ikke er sikret at (X, P(X), H®) er et mal i 3MI
forstanden, men derimod kun et ydre mal. Vi er kun sikret at (X, B(X), H®) er
det, men vi omtaler alligevel afbildningen som et mal.

En central egenskab ved malet er

H'(A) > 0= H*(A) =conar s <t < oo

Fidusen er at H*(A) enten er oo, 0 eller imellem, néar s varierer, og dersom den
antager begge af veerdierne 0 og oo, vil H*(A) skifte fra oo til 0 i netop ét s €
[0, o0].

Hi(A)=oo ' HI(A)=0

Verdien af malet i et sadan s kan vi ikke sige noget generelt om.
Vi kan da definere Hausdorff dimensionen ved

Definition 1. Hausdorff dimension
Lad X veere et separabelt rum udstyret med Hausdorff mdlet H®. Da er Hausdorff
dimensionen af en mengde A C X :

0 Vs € [0,00[: H°(A) =0
dimy A=< oo Vs € [0, 00[: H¥(A) = o0
sup{s | H*(A) = co} ellers
Begrebet har bl.a. den pane egenskab at DimyR"™ = n og DimyA < dimy B

for alle A C B. Det bgr nu sta klart at denne dimension ikke altid er nem at
bestemme. For nzermere om malet, se [1].
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Hausdorff dimension af fraktaler ved
selv-similaritet

Henning Rgigaard-Petersen

De fleste kender til begrebet fraktaler. Ordet betyder i sig selv "at brakke"og
kommer af latin "fractus". Den vel nok bedst kendte af disse er Cantor maeng-
derne der kan konstrueres saledes:

Veelg 0 < A < 1. Tag intervallet Io; = [0,1], brack det i tre stykker og s-
mid det midterste bort. Tilbage er I1; = [0,A],1o = [Il — A, 1]. Processen
fortseettes nu saledes: Givet intervaller Iy 1,..., ;_q9e-1 defineres intervaller-
ne Ipia, ..., 06, ved at tage et interval I;_;; og fra dette fjerne et interval af
leengde (1 — 2X\)d(Ix_1;) = (1 — 2A)A*~! fra midten af dette, saledes skabes der
to nye intervaller. Vi har saledes at alle intervallerne I;; har laengde AF. Can-
tormangden C'(A) defineres nu ved

0o 2k

ey =N U &

k=0 j=1

Oftest betragter man cantormangden med A = % Jvf figuren nedenfor:

O.iteration + |

0 1
1.iteration g 1 } !
3 3
2.iteration = — — —
0 =
3.iteration M H H oA H o H
033
33

Der er et problem med fraktaler og det szdvanlige dimensionskoncept i R"™. Da
C(A) C R ville man ved forste gjekast tilskrive den dimension 0 eller 1, men
ingen af disse er tilfredsstillende: 0 er for lidt og 1 er for meget. Vi sgger altsa
en meningsfyldt dimension d opfyldende 0 < d < 1. Der findes utallige dimen-
sionsbegreber, men en alment anvendt made at ggre dette pa, er ved hjzlp af
Hausdorff dimensionen. Mandelbrot definerede da ogsa fraktaler som vaerende
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bejdede med sine egne ting. I april 1915
flyttede hun efter at vaere blevet invi-
teret af Klein og Hilbert til Gottingen.

Naesten ansat pd Goéttingen

Der var flere grunde til at Klein og
Hilbert inviterede Emmy Noether til
Gottingen, for det forste gjorde de de-
res gamle ven Max Noether en tjene-
ste, for det andet gav de en talent-
fuld ung kvindelig matematiker en stor
chance, men vigtigst af alt var det nok,
at hun kunne stotte deres egen forsk-
ning i relativitetsteori. Klein og Hil-
bert forsggte at skaffe et lektorat til No-
ether, men desvaerre uden succes. Det
hjalp heller ikke at Emmy Noether den
9. november 1915 holdt en forelaesning
“Om transcendente heltal”. Lektoratet
blev dgmt umulig pga. uopfyldte lov-
krav. Det hjalp heller ikke at appellere
til kulturministeren. Det var pa dette
tidspunkt at Hilbert muligvis sagde, at
han ikke kunne se at ansggerens kgn
havde nogen betydning, det var trods
alt et universitet og ikke en badean-
stalt. Han er ofte senere blevet citeret
for denne udtalelse, men det er aldrig
blevet bekraftet at han nogensinde har
sagt det. Fra vinteren 1916/17 til '19
assisterede “Frl. Dr. E. Noether” Pro-
fessor Hilbert med alle hans seminarer,
forelaesninger m.m.

Forste verdenskrig medfgrte en del
sociale endringer i Tyskland, der med-
forte at Noether den 4. juni 1919 blev
habiliteret. Hun var nzppe nogen god
forelaeser (hun skulle ofte have vee-
ret darligt forberedt), men videregav
ngermere inspiration gennem personli-
ge samtaler. Forelaesninger var ikke det
eneste hun nedprioriterede, i forhold til

11

sin forskning, efter sigende skulle hun
engang have gaet en tur med nogle stu-
derende i regnvejr, og hun havde gan-
ske vist en paraply, men den var ikke
til megen nytte. Da en af de studeren-
de spurgte hende om hun ikke burde fa
den repareret, svarede hun (frit over-
sat): “Jo, men det kan ikke lade sig go-
re, for nar det regner, skal jeg bruge
den, og nar det ikke regner, taenker jeg
ikke pa den!” Den 6. april 1922 blev hun
udnaevnt til “ausserordentlicher profes-
sor”, et professorat med begraensede ad-
ministrative pligter, en titel uden prak-
tisk betydning. I april 1923 fik hun en
kontrakt pa at undervise, hvilket gav
hende en (lille) fast indkomst. En af
Noethers forste “doktorer”, var Heinrich
Grell, som tit senere gjorde offentligt
opmarksom pa, hvor meget han men-
te at kunne takke Emmy Noether for,
og han sgrgede ogsa for at fa et af hen-
des ikke-udgivne manuskripter “Ideal-
differentation und Differente”, trykt i
“Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik” i 1950.

Emmy i USA

Kort efter at Hitler var kommet til
magten i 1933, blev Emmy Noether
suspenderet, officielt for at have hu-
set venstreorienterede studerende, men
mon ikke det ogsa havde betydning at
hun var af jodisk afstamning. Hermann
Weyl kontaktede straks Princeton for
at arrangere et gaestelektorat til Em-
my Noether. De politiske problemer be-
kymrede ikke Emmy, og helt frem til
begyndelsen af september 1933 agtede
hun at vente med at acceptere en invi-
tation fra Bryn Mawr, men den 13. sep-
tember skrev hun til Hasse, at hun hav-



de modtaget en officiel meddelelse om
inddragelse af hendes undervisningstil-
ladelse — men beder ham samtidig fort-
sette med at samle vidneudsagn til en
sag, for at fa den tilbage. I slutningen
af oktober var Emmy Noether pa vej til
USA, om bord pa “Bremen”.

Pa Princeton arbejdede FEinstein,
Weyl, Veblen og Flexner ved siden af
deres almindelige arbejde, hardt med
at finde stillinger til deres europaei-
ske (specielt tyske) kolleger. Denne lille
gruppe herrer havde skaffet Emmy No-
ether et gaesteprofessorat for et ar pa
Bryn Mawr College, en pigeskole som
bade den gang og i dag har et godt
ry. I februar 1934 begyndte hun ogsa
at undervise pa Flexner institutet, som
hgrte under Princeton og var en slags
forskningsinstitut.

De sidste dage

Emmy Noether fik stor indflydelse pa
matematikken pa Princeton, som i de
ar var inde i en rivende udvikling. I
sommeren 1934 besggte Emmy Noet-
her Tyskland for sidste gang, en grund
var for at se sin bror Fritz (som og-
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sd var blevet matematiker) igen, inden
han rejste til Sibirien, han var nem-
lig af de tyske myndigheder blevet t-
vunget til at ga pa pension. En anden
grund var at hun ville nedlzegge sin hus-
holdning endeligt, da hun i mellemti-
den var blevet klar over at hun aldrig
ville komme til at bo fast i Tyskland
igen. Hun havde faet sit gaesteprofes-
sorat pa Bryn Mawr forlaeenget med et
ar, sa hun havde noget at vende til-
bage til i USA. Hun néede kun at fa
en doktor-kandidat (Ruth Stauffer), og
bare en uge for sin dgd, konstaterede
Emmy Noether at hun ikke ville fa tid
til at holde ferie, for i slutningen af juni,
fordi hun betragtede det som sin pligt
at stotte sin doktor-kandidat hele vej-
en igennem. Emmy Noethers pludseli-
ge dgd gav derfor Ruth Stauffer uven-
tede problemer, og hun opgav faktisk
matematikken efter at hun havde faet
sin doktorgrad. Den 7. april 1935 skrev
Emmy Noether sit sidste brev til Hasse,
og det viser ingen tegn pa sygdom, el-
ler en neert forestaende operation, men
den 14. april 1935 dgr Amalie Emmy
Noether pa Bryn Mawr Hosptal, som
folge af en operation.

Besvarelse: Rakken er konvergent, da f(n) < logy(n + 1). Lad S betegne
summen. Bemark, at f(2n) = f(n) og f(2n+1) = f(n) + 1, sa vi far

Y 5 f@n+1)
77 Z(2n2n+1 +(2n+1)(2n+2))

1 - 1
’Trz( n+1)+(2n+1)(2n+2))

n=1

1 S 1)~
R R M

n=1

S
== 4102
2+0g,

hvoraf S = 2log?2.

Ny opgave

Der skal selvfolgelig vaere en ny opgave, som i eksamenstidens anledning ikke skal
handle om matematik (eller méske alligevel). Betragt denne vittighed fra et nyere
Anders And-blad:

To spejlaeg sidder i et badekar. Sa siger det ene spejlaeg: ,Rak mig lige
seben.“ Det andet svarer: ,Sig mig, tror du, jeg er en skrivemaskine.“

Opgaven er nu at finde pa den mest spsendende/interessante/morsomme forkla-
ring af pointen. Vi modtager gerne ligninger, tegninger, haikudigte eller andet og
bringer de bedst egnede forslag i naste nummer.

Vi praemierer selvfplgelig det efter vores som altid pa ingen made objektive
vurdering bedste bidrag med en Mystisk Flaske!
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Opgaver og besvarelser
Ulrik Torben Buchholtz

Interessen for flasker synes at veere dalet igen der var kun to besvarelser. Esben
Bistrup Halvorsen (’97) svarede rigtigt pa opgave 2, men Sgren Brander (biokemi
’03) svarede rigtigt pa begge opgaver, s& han vinder en Mystisk Flaske!

Denne gang er den Mystiske Flaske en flaske Turtles-shots, og efter at have
fundet Sara Arklint og faet udleveret sin Mystiske Flaske, kan Sgren sa, som den
gode biokemiker han er, lgbe gennem HCOs gange og rabe “Pas pal jeg har travlt!
Og jeg har en Mystisk Flaske!”!

Sgrens besvarelser lider af at veret skrevet i Word, sa de reproduceres ikke
her. Desuden er de lidt omstandelige; i stedet far I mine/opgavestillernes udgaver.

Opgave 1 (IMO1988)

Trekant ABC er retvinklet med vinkel A ret, D er skaeringspunktet mellem hgjden
fra A og siden BC'. Linjen, der forbinder centrum for de indskrevne cirkler i
trekant ABD og ACD, skerer AB i K og AC i L. Vis, at arealet af trekant
ABC er mindst det dobbelte af arealet af trekant AKL.

Besvarelse: Vi viser forst indirekte, at |AK| = |AL| = |AD|. Tag K’ pA AB
og L' pa AC, sa |AK'| = |AL'| = |AD|. Lad P vare skeeringspunktet mellem AD
og normalen til AB gennem K’. Da er trekanterne AK’P og ADDB kongruente.
Lad @ veere centrum for den indskrevne cirkel i trekant AD B, som har radius 7.
Da ligger () pa vinkelhalveringslinjen for vinkel BAD i afstanden r fra AD, og
Q er saledes ogsa centrum for den indskrevne cirkel i trekant AK'P. Altsé ligger
Q@ pa linjen K'L'. Helt analogt ligger ogsa centrum for den indskrevne cirkel i
trekant ADC pa K'L’. Dvs. K =K' og L=1L".
Nu fglger det gnskede umiddelbart.

Opgave 2 (Putnam1981)
Lad f: N — N vaere defineret ved, at f(n) er antallet af 1-taller i den binzre

repraesentation af n. Udregn
i f(n)
n(n+1)

n=1

Ja, dette er en henvisning til MatematikRevyen
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Nyt fra Fagradet

Sara Arklint

Vi har planer. Masser af planer. For vi
har opdaget at Fagradet har omtrent
6300 kroner. Det opdagede vi i vinters
da vi fik ny bestyrelse og den nye  og
dermed pludseligt eksisterende kas-
serer fik adgang til Fagradets konto hos
Forenede StudenterRad.

Men inden jeg udbreder mig om alt
det gode vi har planer om at ggre, ma
jeg hellere lige forklare hvad Fagradet
er. Faellesmatematisk Fagrad er fagra-
det for de studerende pa IMF, men i
praksis er det desveaerre kun fagrad for
de matematikstuderende. Fagradet vir-
ker som bindeled mellem de studerende
og de studenterreprasentanter vi har i
studiensevnet, sa det er i fagradet vi
diskuterer e.g. studieordninger og #n-
dringer af kurser og eksamensformer.
Fagradet tager dog ogsa hand om stu-
denterkgkkenet, 04.0.01 (kokkenet tidli-
gere kendt som S01), og vi har fx pla-
ner om at fa Matematikkantinen gjort
til rygefrit omrade.

Fagradet har ogsa planer om at go-
re kokkenet SO1 sa laekkert at fysikerne
bliver grgnne! af misundelse. Vi vil ha-
ve komfur og sofaer og male vaeggene,
og vi vil have sat en kortlaser op sa
kun matematikere kan komme derind

sezer Frgen?
2Det, er mig

og stjeele. Vi vil en masse, for intet er
jo sa inspirerende som en stor bunke
penge. Det skulle da lig veere en end-
nu stgrre bunke penge, sa vi har planer
om at finde sponsorer. Vi vil allerhelst
have A. P. Mgller til at sponsorere en
udbygning af S01 i form af en udestue
med ovenlys, men nu far vi se hvad der
sker.

Fagradet har vist ogsa andre
idéer. Ved Den Fallesmatematiske Ju-
lefrokost fx havde Fagradets bestyrel-
se — bestaende af naestformand Marta
Diaz, kasserer Niels Woo-Sang og for-
manden? — i en lettere beruset tilstand
holdt et bestyrelsesmgde og besluttet
at Fagradet matte holde en julefrokost
nar det blev forar. Sa det var rent fak-
tisk Fagradet der fik idéen til Den Fael-
lesmatematiske Paskefrokost? som blev
holdt i foraret. Vi holdt det bare skjult
at vi havde en finger med i spillet for
ikke at skreemme folk vak. For det er
de faerreste der ved at Fagradets mgder
handler ligesa meget om kagespisning
og planlegning af sociale arrangemen-
ter som studenterpolitik.

(Ja, det sidste er ment som en op-
fordring: kom forbi S01 og fa noget ka-

ge!)

3Da vi blev zedru, indsa vi at en julefrokost om foraret er en paskefrokost
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Sommerkryds

Martin “Damskur” Damhus

Kodeord — (veerd at huske i denne eksamenstid):
6-58-82 4-96:20 4213 64-21-11-49-15
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72-40-90 71-93-57 28-85-78

1: Antik beklaedningsgen-
stand

7: Géet bort

11: Par

12: Person

14: Praestere

15: LP med udvidet spille-
tid
17:1+1/2+1/3+1/4+
e+ 1/n4

19: Dokument

20: @', cos70, sup(] —
00, 1[N[0,2])

22: BTEX-kode for

23: Sygdom

25: Gud

26: Fransk sommer

27: Udefra kommende (el-
ler: forhenveerende tilneer-
melsesvis kubiske smastyk-
ker)

30: Gulddukater i bunkevis
31: Kgreto]

34: In ***

35: Haederen

: Militeerkorps

: 1500

: Sgnderjysk by

. Antikke skulpturer

: Apparater

: Medmenneske

: Familie af homeomorfier
(0i), hvor o; afbilder en &-
ben

delmeengde af planen over
i en dben delmangde af en
flade i rummet (udstyret
med delrumstopologi)

8: Lidelse

9: Bortsnold

10: Besluttede

13: Person

16: Instrumenter

18: Leffe

21: Delen af den leengere
rute

=W N =

~] O Ot

Vandret:

w
(=2}

: Treeer

: Bevidstlgshed
: Gas

: Kejser

: Forret

R R R W C
D W = O o

: Landomréde

: Tage pa

: Melankolsk

: Ankara

: To ens

5: ¥**** Mann

56: Open** : Grafik-
programmeringssprog

58: Meget anonym

61: Reklame

62: Ga i **+*

63: Synsmeessig

64: Personer

66: Den inderste af Jupi-
ters maner, der er sarde-

[oe]

ot

ot
PO

ot
=

ot
ot

les vulkansk aktiv og har

en diameter pa 3630 km
67: ** Mpller
68: Beslaegtet

Lodret:

24: Parodi

28: Adventskrans-element
29: To ens

32: Rom

33: De ** Soul: Band
37: Overordnet

39: Windows-version
42: Blanding

44: Havdyr

45: Afslor

47: Laegegud

49: Spredes

51: Gnavende bitterhed
52: Veek beundring
57: Udfordrende

59: Tkke simpelt

60: Sprint

62: Makeup

64: ** Bank

65: Rumvaesen

68: Have til hensigt
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69: Krumning, vinding el-
ler spiralformet del

72: Besid

73: Befordringsmiddel

75: Indtreeffer

77: Udskejelsen

79: Hvedeart

80: B, b, B, B81: Afgiv lyd,
som havde genstande glas
eller porceleen bergrt hin-
anden let

83: Dvs.

84: Flod, kendt af italiene-
re-+krydsordslgsere

85: Balletudtryk

87: Udgang

89: Smertensbrol

90: Kur

92: Styr

93: (T hvert fald) mere end
7 dage

96: Ujaevn

97: De endnu ubrugte
kreefter

70: Sikkerhedsorganisation
71: Leengsel efter det s-
vundne

74: Kaliningradregionen
75: Udbred

76: Som vedrgrer toppen
78: Konsollen

79: ***_kort

82: Tgjproducent

84: Fodboldlegende

86: Ordenen af en Sylow-3-
gruppe i Sy

88: Indfald

91: Festival-spise

93: Gothersgade-bar, vel-
egnet til torsdagshegn; for-
kortelse for jundergruppe;
(gammeldags) karakter
94: Findes

95: Betragt



