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Leder

Nu er vejret endelig ved at blive godt, og som sa ofte fgr betyder det at det er tid
til at stikke naesen i bogerne, og fa laest pensum inden eksamen. Nar denne sa om
en maned til halvanden forhabentlig er veloverstaet, er der tid til at komme ud og
nyde det gode vejr.

Den 23. marts deltog mellem 1.000 og 2.000 studerende pa naturvidenskab i
demonstrationen pa Frue Plads mod udsultningen af naturvidenskab. Arbejdet slut-
tede absolut ikke dermed, og det sidste resultat var paneldebatten den 6. maj i
audiotorium 1, hvor dekanen, en repraesentant fra bade undervisning- og forsknings-
ministeriet, Christine Antorini fra SF, Brian Mikkelsen fra det konservative folke-
parti og tre reprasentanter fra det private erhvervsliv, redegjorde for deres syn pa
problemerne og besvarede sporgsmal.

Da institutlederen for Forsikringsmatematisk Laboratorium (FML) Ragnar Nor-
berg, forlader instituttet nzeste ar, har han foreslaet at FML laegges ind som en
afdeling under Institut for Matematiske Fag.

Ragnar har endvidere foreslaet at de tre studienszevn (matematik, mat-gk og
stat-act) leegges sammen. Der er bade gode og darlige sider ved dette. Pa plus-
siden er der udsigten til et forbedret samarbejde, pa minus-siden er at det vil bringe
diskussionerne laengere vaek fra de faglige miljger. Fra studentersiden mener vi at
det vil vaere bedst at bevare de sma studiensevn og sa sikre samarbejdet gennem et
koordinationsudvalg.

Man kan finde mange maerkelige ting pa internet, blandt de mere brugbare, kan
man nu ogsa finde en komplet udgave af Euklids elementer. Kig pa
http://aleph0.clarku.edu/ Cdjdyce/java/elements/elements.html



Nye bidrag fra slipseforskningen

Anders B. Nielsen

Det folgende er uddrag fra to spazendende artikler skrevet af Thomas M. Fink og
Yong Mao (http://www.tcm.phy.cam.ac.uk/ Ctmif20/). Artiklerne indeholder oplys-
ninger som er uundveerlige, hvis du deltager i formelle sociale arrangementer i ny og
nz. Artiklerne er en introduktion til disciplinen ,Anvendt slipseknudeteori inden-
for anvendt knudeteori. Enhver med en smule forstand pa slipseknuder ved at det
kraever en universitetsuddannelse i matematk for at kunne binde sit slips ordentligt.
Hvis du undrer dig over, hvorfor du bliver taget mere serigst nar du bzerer jakke og
slips kommer svaret her: Det er ikke fordi folk gar op i ligegyldige overflader, men
snarere fordi de respekterer din store matematiske viden. Lad os starte dette indleg
med at fa klargjort hvad vi overhovedet taler om.

En slipseknude tilhgrer maengden af

,slip® knuder. Det vil sige knuder som er © c
dannet ved at laegge slipset omkring en R - R
hals og hvor den tykke (aktive) ende ma-

nipuleres pa en sadan made omkring den )

tynde (passive) ende at den sidstnaevnte v

kan glide frit igennem den dannede slip- Lo... Le...
seknude. Bemaerk at slipseknuder er en Figur 1: Omrader C,R og L.
egte delmaengde af ,slip“knuder. Retningsindikatorer [ag [_1

En slipseknudes fgrste trin bestar i at
laegge den aktive (tykke) ende til venstre eller hgjre. Enden laegges enten over eller
under den passive ende (den tynde). Herved dannes en trekantsformet basis som deler
mulighedsrummet op i tre: hgjre, midten og venstre. Disse benaevnes (R, C,L). Se
figur [0

Alle knuder hvis fgrste trin bestar i at laeegge den aktive ende til hgjre er spejlinger
af dem hvis fgrste trin bestar i at lsegge den aktive ende til venstre. Derfor vil vi
ignorere de forste. Alle de knuder vi viser kan naturligvis udfgres spejlvendt. Det
sker naturligvis ved at erstatte venstre med hgjre og vice versa i vejledningerne.

En slipseknude dannes ved at leegge den aktive ende rundt om trekantsbasis. For
at gengive hvordan knuderne konstrueres er det praktisk at benytte 6 operatorer.



Operatorer

Operatorerne defineres udfra de 6 tilstande:

{LCOCRCOCALCRIOE

Tilstandene er gengivet i figur Pl herunder. R,L og C angiver fra hvilken del af

mulighedsrummet den aktive ende kommer fra. [og [ ahgiver den retning den

aktive ende bevaeger sig i. [_bhdtyder at retningen er udfra skjorten og [ bhdtyder at

retningen er ind imod skjorten. De to forskellige retningsindikatorer er vist i figur 1.
I alt bliver der dermed 6 forskellige operationer. Se figur 2.

o ¥ e
¥ oy

Figur 2: De 6 operationer.
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Figur 3: Ender.



Man kan ikke lade [eller [efterfglge hinanden. R [el den inverse til R 1
Det giver derfor ikke mening at lade R efterfglge R eller tilsvarende for C og L.
En slipseknude bestar derfor af vekslinger mellem [Cad [_Hn knude afsluttes ved
operationen T. Operationen ses i figuren herunder. De 2 slutoperationer i figur B er
de eneste der bruges.

Vi definerer nu formelt en slipseknude ved en sekvens af operationer fra sattet

{RCRLCOCOLOGONE]

hvor der startes med enten L [eller L [_ag hvor der afsluttes med en af delfglgerne
R CLICCIL T kller L CRICCILC T 1Ingen folge ma have to efterfelgende operatorer
med ens retninger eller kildemulighedsomrade. Som tidligere navnt vil to sadanne
operationer ophave hinanden.

Slipseknuden vil besta af et endeligt antal knuder eftersom et slips har endelig
leengde.

Stgrrelse Slipseknuderne kategoriseres i henhold til det antal operationer slipseknu-
den bestar af. Forfatterne vaelger af praktiske grunde at saette den gvre be-
graensning pa antallet af operationer til 9. Det er ikke realistisk, at nogen vil
bruge en slipseknude med mere end 9 operationer.

Form Formen af en knude karakteriseres ved det relative antal af venstre, hgjre
og midteroperationer. Eftersom vi i naeste afsnit indfgrer s der karakteriserer
antallet af venstreoperationer i forhold til antallet af hgjreoperationer indfgrer
vi Yy, antallet af midteroperationer. Det bruges til at klasssificere knuder af
samme storrelse, h. En knude med et lavt y/h index indikerer en smal knu-
de hvorimod et hgjt y/h index indikerer en bred knude. Vi begranser vores
eftersggning til slipseknuder med y/h index i intervallet [1/4, 1/2]

Symmetri For at fa en aestetisk tiltalende slipseknude er de eligt at lave s-
lipseknuder der er symmetriske. Symmetriindexet s = ;_; X; for en knude
defineres til at veere antallet af hgjre operationer minus antallet af venstre ope-
rationer. Eftersggningen af slipseknuder begraenses til de knuder der minimerer
symmetriindexet S. Det vil sige 0 hvis antallet af venstre og hgjreoperationer,
h—y er lige og -1 eller 1 hvis summen af antallet af venstre og hgjreoperationer
er ulige.

Balance Centeroperationsantallet og symmetriindexet S angiver hvilke operationer
en knude indeholder. Balanceindexet b = %Z'ﬂ;zﬂwi — Wj—1| beskriver derimod
hvorledes operationerne er fordelt. Jo mindre indexet, b, er desto mere jeevnt
er operationerne fordelt. Dette er den anden @stetiske betingelse. Definitionen
af b er saledes: Kald den ite operation 0j. Omvindingsretningen w;(0j, Oj+1) er
lig 1 hvis skiftet fra oj til Oj+; er med uret(det vil sige hvis (0j, Oj+1) er lig
(L,C),(C,R) eller (R, L)) og -1 hvis skiftet fra j til Gj+1 er mod urets retning.



I dette afsnit praesenteres slipseknuder der er gode ifglge vores opstillede kriteri-
er. Alle de 10 lgsninger er praesenteret i tabellen nedenfor. Af de 10 lgsninger til
slipseproblemet er kun 5 allerede kendte.

hly|vy/h | Kbhy)| s |b Navn Folge KS | SKT
3|1 0.33 1 0 0 | Communist knot | L Ryr€trTH y 01
4 |11 0.25 1 -1 )1 Four-in-hand L Rrtr€rh n 31
5 2 0.40 2 -1 0 Pratt Knot L& RrtrEr n 01
6 | 2| 0.33 4 0 0 Half-Windsor L Rr&a RS y 01
712 0.29 6 -1 )1 L Rt CSr Rk €1y n 01
713|043 4 0|1 L Er R Cr b Ry Cr Ty y 31
8| 2 0.25 8 0|2 L (RrberCr Ry Ry Cr 'y y 74
8 | 3] 0.38 12 -1 0 Windsor L &Rt &Rt et n 31
9 3 0.33 24 0 0 L R e RSy Re S| y 49
9 4 0.44 8 -1 2 L CT R G R S| n 52

Forst skal det navnes at det ikke er alle sociale lejligheder der lige velegnet
til brugen af slips og dermed slipseknuder. Eksempelvis er jakkeszt og slips ikke
velegnet til visse udendgrs sociale arrangementer sasom finaleopger mellem Brgndby
og FCK. Heller ikke til mgder i politiske foreninger til venstre for socialdemokratiet.
Dog er der en undtagelse for denne regel. Denne naevnes herunder.

Kommunistisk ungdomsforenings slips Man bgr undga at bruge den forste s-
lipseknude i tabellen, hvis man er inkarneret liberalistisk ideolog. Denne slip-
seknude bruges hyppigt af medlemmer af den kommunistiske ungdomsorgani-
sation i Kina.

Four-in-hand Four-in-hand er den anden slipseknude i tabellen. Det er den simp-
leste af de 4-5 kendte slipseknuder. Den stammer fra sent i det 19. arhundrede
i England.

Tweaty

Figur 4: Four-in-hand knuden.

Pratt Pratt knuden er den tredje i tabellen. Pratt knuden blev praesenteret pa for-
siden af New York Times i 1989. Pratt knuden blev officielt registreret hos
"Neckwear Association of America"i 1989. Knuden var den fgrste nye slip-
seknude i 50 ar. Med Fink og Maos artikel er der blevet taget et tigerspring
(kvantespring) for slipsefanatikere. Med deres artikel er resten af de praktiske
slipseknuder blevet fundet pa en systematisk og hurtig made. Uden denne arti-
kel kunne vi have vente mange artier fgr vi havde fundet de 5 nye slipseknuder.
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Windsor Windsor knuden er nummer 8 i tabellen. Hertugen af Windsor er kre-
diteret for at have fundet pa denne knude omkring ar 1936. Windsorknuden
er relativt kompliceret. Det er den mest komplicerede af de 4-5 almindeligt
brugte slipseknuder.

Half-Windsor Half-Windsor knuden er nummer 4 i tabellen. Som navnet antyder
er knuden et afkom af Windsor knuden. Pa trods af navnet er knudens stgrrelse
trefjerdedele af Windsor knudens stgrrelse snarere end halv stgrrelse.

De 5 nye slipseknuder Tilbage er der 5 ukendte slipseknuder i tabellen. Disse 5
knuder er dermed et af Fink og Maos bidrag til denne verden. Da 3 af de 5 nye
slipseknuder er mindre komplicerede end den gammelkendte Windsor knude
er der ingen undskyldninger for ikke progressivt at indfgre de nye spaendende
knuder. Dette vil uden tvivl pifte det danske indavlede selskabsliv gevaldigt

op.

Bidraget fra Fink og Mao har potentiale til ggre denne verden til et mere spaendende
sted at veere. Initiativet er nu op til jeg keere laesere. Herfra kan jeg kun opfordre til at
bidrage det danske selskabsliv nye eksotiske indtryk: brug de nye knuder aktivt. Til
slut vil jeg opfordre til at oprette en dansk forening, der svarer til det amerikanske
Neckwear Association of America.



Markov chain Monte Carlo

Sgren Feodor Nielsen
Afdelingen for Teoretisk Statistik

Markov chain Monte Carlo — pa dansk burde det hedde Markovksede Monte Carlo,
men alle bruger tilsyneladende det engelske udtryk eller forkortelsen MCMC — er et
meget aktivt forskningsomrade i statistik i dette arti. I virkeligheden er det, som vi
skal se, bare en metode til at udregne visse summer (eller mere generelt integraler),
men anvendelserne indenfor statistik (og fysik!) er vigtige og utallige.

Teorien bag er i sin simpleste form ikke szerlig sveer. Jeg vil vove den pastand,
at man i lgbet af et kursus som STATISTIK 0 (eller MAT 25s7) laerer nok til at man
kan forsta alt hvad der vil forega i denne artikel! Bevares, nogle af argumenterne
er nok svaerere end hvad man udsattes for i indledende kurser i statistik og sand-
synlighedsregning, men ingen af dem kraever begreber, som ikke er gennemgaet pa
STATISTIK 0.

I naeste afsnit vil jeg give et eksempel pa et statistisk problem, som kan Igses vha.
MCMC. Dernaest skal vi gennem en introduktion til Markovkaeder pa endelige til-
standsrum — bare rolig, ordene bliver defineret i afsnittet ,Markovkaeder pa endelige
tilstandsrum®; det er her alt det tekniske star. Der er ogsa nogle fa gvelser. Lad vaere
med at regne dem! De indeholder bare forskellige fakta, som jeg ikke gider bevise,
og som ikke er sveerere end du kan vise dem selv, hvis du ikke tror mig. Endelig
benytter vi de fundne resultater til at lgse det problem, vi begyndte med.

God forngjelse.

Som motiverende eksempel skal vi se pa et datamateriale om alkoholpromillens be-
tydning for dgdelige trafikulykker. Materialet skyldes Anders Siboni og Jgrgen B.
Dalgaard (Ugeskrift for leger, 1986; 2790-92) og er gengivet i tabel [l Vi vil ngjes
med at se pa om der er en sammenhzng mellem ulykkestypen (hvad bilisten er kort
ind i) og alkoholpromillen. Normalt vil vi ggre dette vha. Pearsons X>-teststorrelse
K = 6%] - Eij)2
ij Eij

hvor Xijj er antallet i celle (i,]) i tabellen og Ejj = X'XX‘ er de forventede un-
der hypotesen om uathangighed mellem ulykkestype og alkoholpromille. Hvis K er
stor, svarer det til, at der er stor forskel pa de observerede og de forventede under

hypotesen, og vi vil sa afvise hypotesen.



Uheldstype: Bilist mod

Promille | Cyklist/knallert | Fodgeenger | Bilist | Alene
0.10-0.79 5 2 7 4
0.80-1.19 3 8 8 3
1.20-1.59 8 5 8 11
1.60-3.19 12 8 22 34

Tabel 1: Blodalkoholkoncentration i ulykkesgjeblikket hos 148 bilister aktivt
involveret i dgdelige trafikulykker, opdelt efter promille og ulykkens art (STAT
0, opg 4.14)

For vores datamateriale er teststgrrelsen 16,4767. Pearsons Xz—teststarrelse er
approksimativt X%4_1)(4_1)—f0rdelt, hvis Ejj = 5, men det er ikke tilfeeldet her. For
eksempel er det forventede antal ulykker af typen ,bilist mod fodgeenger® ved lav
alkoholpromille 2,8. S& vi har et problem.

Det, vi er interesserede i, er testsandsynligheden, dvs. P{K > 16,4767} beregnet
under hypotesen. Nar vi nu ikke kan bruge X?-approksimationen, sa er vi ngdt
til at beregne testsandsynligheden. Det forste problem, vi stgder ind i her, er, at
af de marginale fordelinger af reekkesummer og sgjlesummer, som jo er ukendte
parametre.

Lgsningen pa dette problem er kun at sammenligne vores observerede tabel med
visse 4 X 4-tabeller i stedet for med alle 4 < 4-tabeller. Lad S vaere maengden af 4 < 4-
tabeller med samme raekke- og sgjle-summer som tabellen i vores datamateriale, og
lad p = (pi)i=1,...4, hhv. @ = (0j)j=1,...4 veere de ukendte sandsynlighedsparametre i
fordelingen af raekkesummer, hhv. sgjlesummer. Sa er den betingede fordeling af en
tabel betinget med at den har samme rakke- og sgjle-summer som den observerede
givet ved

P{X =x,X (S} _P{X=x}
P{X [SF  P{X L[S}

P{X = x|X Sk

_ i X o =
Pi Qj

= % (1)

xs1 i 7l

for x [CS. Det vigtige her er ikke sa meget udtrykket (Il), men det at det ikke
afhzenger af de ukendte parametre, p og q. Det betyder nemlig, at fordelingen af X
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givet rekke- og sgjle-summer er en kendt fordeling. Dermed er ogsa fordelingen af
K givet X [Slen kendt fordeling. Vi kan altsa i princippet godt beregne

1
P{K =16,4767|X [S} = P{X = x|X Sk (2)

x [SK (x)=16,4767

hvor summen altsa gar over alle tabeller, X, med rakke- og sgjlesummer som den
observerede tabel, men med en Pearson-teststgrrelse, K(X), storre end den, vi har
observeret.

Dette kaldes et betinget test. Fidusen ved at betinge er, at vi far noget, som kun
afhaenger af det, vi egentlig er interesserede i at teste. I vores tilfzelde er vi interesseret
i at teste om der er uathangighed, mens vi er ganske lige glade med de marginale
fordelinger, p og . Ved at betinge far vi et test, som ikke afhanger af de irrelevante
parametre, p og (, men kun den eventuelle afthaengighed; hvis teststgrrelsen bliver
for stor, kan det kun skyldes afthsengighed!

Nar der ovenfor star, at vi “i princippet” kan beregne (£), sa skyldes det, at det
ikke er let at finde alle de tabeller, som har samme rakke- og sgjle-summer som
vores datamateriale, og dermed bliver det svaert at beregne summen direkte.

Lad nu Ky, ..., K, vaere uathaengige, identisk fordelte stokastiske variable med
fordeling givet ved

1
P{K;i =k|X S} = P{X =x|X Sk (3)

x [STK (x)=k

og st Yi = lik;=16.47673. Sa er Y1,..., Y, uafhaengige, identisk fordelte stokastiske
variable med middelveerdi (£). Derfor vil for et vilkarligt € >0
I ]

-
| —
Yi—E(Y)E=e -0 (4)

i=1

Bl

nar n - oo, ifglge Store tals lov.

Vi kan altsd beregne testsandsynligheden (), hvis vi har mange uafhangige
teststgrrelser, Ky, ..., K,, med den rette fordeling ved at tage et gennemsnit. Denne
idé kaldes Monte Carlo integration. For at fa fat pa sadanne teststgrrelser, kan vi
simulere, dvs. fa en computer til at generere dem tilfeeldigt.

Det er igen ikke helt simpelt at se, hvordan vi kan generere teststgrrelser med
den rette fordeling. Vi skal i virkeligheden heller ikke ggre preecis dette men i stedet
noget, der er meget taet pa. Men fgrst skal vi vide noget om Markovkaeder pa endelige
tilstandsrum.

Definition af Markovkader

Inden vi formelt definerer Markovkaeder, skal vi indfgre en smule notation. I dette
afsnit vil vi lade S veere en vilkarlig endelig maengde. U = (Mi)irszer en fordeling pa
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1
S dvs. en (raekke-)vektor med ikke-negative elementer, som opfylder at ;i = 1.
Endelig skal P = [pjjli jrsyveere en (S [Li—)lmatrix, saledes at hver raekke i matricen
er en fordeling pa S; dvs. pij =20 0g ;Pij = 1.

Ovelse: Vis at WP (et almindeligt matrixprodukt) er en fordeling pa S.

Definition 1. Vi siger, at en folge (Xn)ny of stokastiske variable er en Markov-
kede med tilstandsrum S, begyndelsesfordeling W og overgangssandsynligheder P,
hvis

(i) P{Xo =1} = Wi for alle i Sl

(1) P{Xn = j|Xn-1 = i} = pij for alle n og alle i,j Sl

En Markovkaede er altsa en folge af stokastiske variable med veaerdier i tilstands-
rummet S siledes at fordelingen af den forste (Xo) er begyndelsesfordelingen, mens
fordelingen af de gvrige er givet ved betingede fordelinger givet den forrige. Vi siger,
at pij er sandsynligheden for at ga fra i til J.

Ovelse: Vis at fordelingen af X,, givet Xg er (pi(;]))j rs3 hvor (pi(;]))jti]er den ite
raekke i matricen P" (P ganget med sig selv n gange). (Vink: Benyt induktion.) Vi
siger, at pg]) er sandsynligheden for at ga fra i til j i n skridt. Vis ogsa at UP™ netop
er fordelingen af X,.

Hvordan ville vi lave os en Markovkaede, hvis vi skulle? Jo, det er simpelt nok.
Vi starter med at simulere Xy (pa en computer), saledes at fordelingen af Xq netop
er . Dernaest, nar vi har veerdien af X — lad os sige at Xy = 1 — simuleres X; sa den
har fordelingen (pij)jrsa Nar vi sa har veerdien af Xy, kan vaerdien af X, simuleres
pa ngjagtig samme made. Altsa

Algoritme til simulering af Markovkasede

Xo trzkkes fra fordelingen M

n<-1

begin
givet X1 =1 trakkes X, fra fordelingen (Pij)jrs3
n<-n+1

end

Det er nyttigt at taeenke pa Markovkaeder, som noget vi kan simulere vha. denne
algoritme, og jeg vil ofte henvise til denne tankegang i de fglgende beviser. For
eksempel er fglgende gvelse triviel, hvis man taenker ,algoritmisk*.

Ovelse: Vis at (Xnm)nmy er en Markovkaede (med overgangssandsynligheder P™)
for et vilkarligt m [N, hvis (Xn)nmy er en Markovkaede.

Vi skal ggre os nogle yderligere antagelser. Forst og fremmest skal vi antage, at
der er positiv sandsynlighed for at komme fra en vilkarlig tilstand 1 til en vilkarlig
anden tilstand j; ikke ngdvendigvis i et skridt, men i et eller andet antal skridt. Med
andre ord antager vi, at for alle i, j [Slfindes et n saledes at pi(;]) > 0; bemsaerk
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at N ma afhaenge af i og j. Nar denne antagelse er opfyldt, siger vi, at Markovkaeden
er irreducibel.

Vi vil ogsa antage, at der findes en tilstand iy [ saledes at der er positiv
sandsynlighed for at blive i denne tilstand, dvs. at sandsynligheden for at ga fra ig
til ip er positiv, piyi, = 0. I modsaetning til antagelsen af irreducibilitet, er denne
antagelse ikke strengt ngdvendig — mindre kan gore det — men den er opfyldt i de
tilfzelde, jeg er interesseret i, og den simplificerer de fglgende argumenter meget.

Vi skal ud fra disse to betingelser vise to resultater om Markovkaeder. Fgrst viser
vi at ,,n’et i irreducibiliteten* ikke behgver at afthaenge af i og j.

Lemma 2. Der findes N [N sdledes at for alle n =N og alle i,j [Sler pi(F) > 0.

Bevis: For alle i,j [Slfindes der ny,n, [N (som kan afhaenge af i og j), saledes
at
P’ >0 og P >0

(n1+n2)

Derfor er pjj = pi(i':)l)pg(?f) > 0; sandsynligheden for at ga fra 1 til J i ny +n,

skridt er ikke mindre ned sandsynligheden for forst at ga fra i til ip i Ny skridt og
derefter at g fra ig til j i N, skridt. P4 samme méade er pg]) = pgirz)l)pﬁonl_nnggjﬂ >0
for alle n > Ny +ny; her kraever vi jo, at vi skal blive staende i ig i N —ny — Ny skridt.
Dermed har vi vist, at for alle i, J findes et N (f.eks. Ny +ny) sa pgjn) > 0 for
Nn = N. Vi mangler at vise, at dette N kan velges, sa det ikke athsenger af i,j [Sl
Men det er nemt; der er jo kun endeligt mange ier og jer og dermed kun endeligt
mange Ner, sa vi kan bare vaelge det staorste. O

Det nzeste resultat er lidt mere dybt. Lad os for hvert i [Sldefinere T; som det
forste tidspunkt n, hvor Markovkaeden besgger tilstand i. F.eks. hvis Xy 8 1 men
Xy =1, sa er Tj = 1. Tj antager altsa veerdier i Ng [{do}, hvor T; = oo betyder,
at Markovkaeden aldrig besgger tilstand 1. Vi kunne frygte, at dette kunne ske med
positiv sandsynlighed, altsa at P{Tj = oo} > 0. Det naeste lemma siger, at det ikke

er tilfaeldet:
Lemma 3. For alle i [CSler P{1j = oo} = 0.
Bevis: Fogrst bemaerker vi, at det er nok at indse at P{t; > t} — 0 nar
t - oo. Dernaest erindrer vi, at vi kan veelge n sa p}?) > 0 for alle j [CSI Tgen fordi
tilstandsrummet er endeligt, kan vi sikre, at der findes € > 0 saledes at p}?) > ¢ for
alle J (veelg € = min; [gpj(':)) Sandsynligheden for at vi til tid n er i tilstand
I er dermed ikke mindre end € uanset hvilken tilstand vi starter i. Vi indser, at
sandsynligheden for at X, =i givet X 8 i er mindst €:
P{Xn =0, X0 B} _  serbiply
P{X,=ilX Ei} = =L SN peipn
PGoED
> e EF Y — ¢

jsiHi

Pa samme méade (taenk pa hvordan vi simulerer en Markovkaede!) er sandsynligheden
for at Xmn = 1 givet X(m-1n £ 1 mindst € for alle m [N. Nu er (taenk pa hvordan
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vi ville simulere en Markovkaede!)

P{ti>mn} = P{Xo,X1,..., Xnm B i} <P{Xo, X ..., X B i}
= P{XoBi}P{Xn Ei|Xo B i}...P{Xmn E i|Xm-1n E i}
< 1—¢)™ 50 narm - oo

hvilket viser det ¢gnskede. O

Konvergens af overgangssandsynligheder

Vi far behov for endnu en antagelse, nemlig at der findes en fordeling M pa S,
saledes at hvis Xo har fordelingen m, sa har X; ogsa fordelingen m. Vi kalder en
sadan fordeling for en stationer begyndelsesfordeling. 1 virkeligheden er dette slet
ikke en antagelse, fordi de to antagelser, vi allerede har gjort, faktisk er nok til at
sikre eksistensen af en stationar begyndelsesfordeling, men at vise dette er mere end
vi far plads til i denne artikel. Desuden vil vi i de tilfzelde, vi er interesserede i, vide
at den stationaere begyndelsesfordeling eksisterer.

1
@velse: Vis at T er en stationser begyndelsesfordeling netop hvis — ; 5{Tipij = T;
for alle j [CSI Vis ogsa at hvis X har fordelingen 1, sa er fordelingen af X, ogsa .
(Vink: Induktion.)

Med denne antagelse kan vi nu vise hvad der faktisk er hovedresultatet for de
Markovkaeder, vi betragter her.

Saetning 4. For alle i,] [Slwvil pg]) —~ Tj ndrn — oo
Inden vi giver beviset for seetningen, skynder vi os at give et korollar:

Korollar 5. For alle begyndelsesfordelingen P vil P{Xn = J} - Mj ndrn - oo for
alle j Sl

@I (for korollar): Dette folger direkte af ssetningen, fordi P{X, = j} =

i[s:“ipi(;]) og summen er endelig. O
Inden vi viser setningen, skal vi lige bemearke hvad den egentlig siger. Den si-
ger, at fordelingen af X, givet Xo = I, nar n er stor, ligger teet pa den stationsere

begyndelsesfordeling. Med andre ord vil Markovkaden uanset den faktisk begyn-
delsesfordeling (se korollaret) glemme sin begyndelsesfordeling og stabilisere sig (i
fordeling) omkring den stationaere begyndelsesfordeling. Nu til beviset:

Bevis (for ssetningen): Lad (Xn)nmy veere en Markovkaede med P{X, =i} =1
og overgangssandsynligheder P. Lad (X))nmy veere en anden Markovkaede med
overgangssandsynligheder P men med begyndelsesfordeling 1, uafthaengig af den fgr-
ste Markovkaede. Ud fra disse to Markovkaeder kan vi danne en tredje Markovkaede
(Yno)nma ved at szette Yo = (Xn, X[). At dette er en Markovkeaede pa S % S er klart;
teenk pa hvordan vi ville simulere! Den er ogsa irreducibel,

P{Yn=(G,JWYo = (i,iY} =P{Xn=jIXo = }P{X=jTXo =i} >0
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bare n = N fra lemma [l Lad os nu se pa

5’ =l = IP{Xa=J}—P{X/=]}
= |P{Xn =], Xn =X} +P{Xn =]}, X B X5}
—P{Xy'=]J,Xn = X} = P{X'= ], X E X}
= P{Xn=]j,Xn EX}—P{X/=],Xn B X} =2P{X, B X}
Men den sidste sandsynlighed er jo mindre end sandsynligheden for at Y -kseden

endnu ikke har besggt (f.eks.) tilstanden (J, J) til tid n, og denne gar jo mod 0 nar
n - oo ifglge lemma Bl 0

Store tals lov

Vi er nu klar til at vise Store tals (svage) lov for de Markovkaeder, vi er interesserede
i. Vi starter med at minde om Chebychevs ulighed:

Lemma 6. Hvis E(Z?) eksisterer, er P{|Z| > e} < E%E(Zz) for alle € > 0.
Beviset findes f.eks. i STAT 0-noterne. Nu til Store tals lov
Saetning 7. For enhver funktion h: S - R og alle € > 0 vil

7 1
P h(xk) - Eh(xo)E>
=0

K=

nar (Xn)nmy er en Markovkede med P{Xo =1} = m; for i Sl
Bevis: Det f@lger;ai—l_phebychevs ulighed, at det er nok at vise at variansen pa

gennemsnittet > 1 h(Xx) gar mod 0, fordi En(Xy) = Eh(Xp) for alle k [N pga
den stationeere begyndelsesfordehng. Denne varians er
1 1
1 "1 1 "B 1
Var - h(Xe) == Cov(h(Xk), h(X))) (5)
k=0 k=0 1=0

Lad os se pa Cov(h(Xk), h(X))) for k <I. Den er

C 1T 1 1 (—k+1)
Cov(h(Xy), h(X))) = [h(i) — Eh(Xo)I[h() — Eh(Xo)]Imip;;
i[S1j [S1
= Cov(h(Xo), h(Xi—k+1))
fordi fordelingen af Xy er T, og fordelingen af X, givet Xy netop er (I — k + 1)-

trinsovergangssandsynlighederne P'™%*1, Det betyder at vi kan simplificere (&). Man
indser (forholdsvis) let at

- -
P E— 1 ) E—

Var = h(X) = F[nvar(h(xo))+2 (n—k)Cov(h(XO),h(Xk))]
k=0

2 ﬁ—?—'k)

k—

= lVar(h(xo))+ Cov(h(Xo), h(Xx))
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Her gar det forste led tydeligvis mod 0. I det fglgende gennemsnit er @ <1og
C T 1T 1

Cov(n(Xo), (X)) = [h(i) — Eh(Xo)I(i) — Eh(Xo)Imip{”
- [h(i) — En(Xo)]n() — Eh(Xo)]mim = 0
i[S1j [S]

nar K — oo ifglge seetning @l Dermed gar ledene i gennemsnittet mod 0 og det sikrer
at gennemsnittet gar mod 0 nar N — oo (et €-argument lyder ,for vilkarligt € > 0
veelges K sa den numeriske led af led med k > K er mindre end €. Sa er graensen af
gennemsnittet mindre end €). Dette viser det gnskede. O
Bemaerkning. Konklusionen i Store tals lov for Markovkaeder holder ogsa selv om
vi ikke bruger den stationaere begyndelsesfordeling men bare har P{Xy = 1} = |;
for i Sl Det burde virke rimeligt nok: Fordelingen af X, nar n er stor er jo tet pa
den stationaere begyndelsesfordeling, sa derfor burde gennemsnittet, hvor de fgrste
endeligt mange led ikke betyder noget for graensen, ikke ligge langt fra det vi far
ved brug af seetningen. Denne mere generelle udgave af satning Bl er meget vigtig
i andre anvendelser end den, vi er interesserede i. Man kan uden det store besveer
modificere beviset for seetning Bl en lille smule og derved bevise det mere generelle
resultat.

Store tals lov sikrer, at vikesy bruge simulerede Markovkaeder til at udregne
summer med. For at beregne ;- h(i)m;, skal vi bare simulere en Markovksede med
stationaer begyndelsesfordeling m og benytte at

1 1 "E1
h(Dm = Eh(Xo) =~ h(X)
i[S1 k=0

for n stor. Det er dette, der er idéen i Markov chain Monte Carlo!

Metropolis-Hastings algoritmen

Det eneste, vi endnu mangler, er at hitte pa en passende Markovkaede, dvs. en
Markovkaede med en given stationaer begyndelsesfordeling . Her kommer Metropo-
lis-Hastings algoritmen os til hjaelp.

Lad Q = [gijlijsaveere en vilkarlig overgangsmatrix pa S; den behgver ikke
have noget med T at gore. Vi skal kalde denne for forslagsfordelingen. Definer sa en
(S X S—)matrix A= [aij]i,j rsved

1 hvis 0 < m;Q;; < ;05

a= M 6
1 -,-[Jl—gfjl hvis T dji ST[iqij ( )

fori,j [SI ajjerne liggeri [0; 1], og vi kalder dem acceptsandsynligheder. Metropolis-
Hastings algoritmen forlgber saledes:

Metropolis-Hastings algoritmen
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Xo simuleres fra T
n<-1
begin
givet X,—1 =1 simuleres X fra fordelingen (0ij)j sy
U simuleres fra en ligefordeling p& [0;1]
if U<ajx then X,<-X
else Xp<-Xn-1
n<-n+1
end

Altsa, vi bruger forslagsfordelingen Q til at generere et forslag j (baseret pa
den nuvaerende veerdi i) og accepterer forslaget med sandsynlighed o = P{X, =
X|Xn-1 =1,X =)} =P{U =< q;;}. Ellers beholder vi den gamle vaerdi.

Metropolis-Hastings algoritmen giver os tydeligvis en Markovkaede pa S. Over-
gangssandsynlighederne for i & J er givet ved

pij = P{X =]|Xo=i}P{X; =X][Xo =i, X = J} = g;j atj

(vi skal forst foresla et spring til j fra i og derefter acceptere det), mens sandsynlig-
heden for at blive stdende er 1 minus sandsynligheden for at springe vaek, dvs.
1
pii=1-— Pij
jsi

Vi skal vise, at T er en stationaer begyndelsesfordeling for Metropolis-Hastings
algoritmen.

Lemma 8. T er en stationcer begyndelsesfordeling for Metropolis-Hastings algorit-
men med forslagsfordeling Q 0? acceptsandsynligheder givet ved (@).

Bevis. Viskal vise, at  ; flipij = ;. Forst observerer vi at for i 8 j er

L1 )
MiGij  hvis TQi; < 105055

T Dis = ;i Qi = 1
iPij i AijQij T Qi hvis TMiQij = T;0ji

= min(T;idij, T;5i)
hvorfor m;pij = m;pji for alle i,j [CSI(tilfseldet i = j er naturligvis trivielt). Dermed
er I 1 I 1
MiPi; =T Bji =T
i[S] i[s]

som viser det gnskede. O

I konkrete tilfzelde er det let nok at vise, at der findes en tilstand ig med
Pisi, = 0; man skal bare finde en tilstand, hvor der er positiv sandsynlighed for at
man ikke accepterer at springe (dvs. vi skal lede efter en aj,; < 1!). Vi kan endda
veere pa den sikre side og veelge Q sa (i = 0. At vise irreducibilitet er ofte noget
sveerere; den antagelse er ikke automatisk opfyldt.
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Lad os nu vende tilbage til testproblemet i afsnittet ,Motivation“. Med det vi har laert
i sidste afsnit, ser vi, at vi kan finde testsandsynligheden (&) ved Markov chain Monte
Carlo integration. Vi skal altsa bare lave en Markovkaede med (0l) som stationzer
begyndelsesfordeling, og det kan vi ggre vha. Metropolis-Hastings algoritmen.

Helt konkret vil vi ggre folgende. Ud fra en given tabel X vil vi tilfaeldigt
vaelge to rackker, nummer ry og Iy, og to sgjler, nummer S; og S,. Vores forslag X er
sa den tabel, vi far, hvis vi leegger 1 til Xr,5; 08 Xr,s, 0g traekker 1 fra X;,s, 0g Xr,s,
(se figur[l). Det er klart, at vi far en ny tabel med de samme rakke- og sgjlesummer
som den forrige. Det eneste problem, vi kan fa, er, at vi kunne risikere at Xt/ eller

risz

X, kunne blive negative (vi trackker jo 1 fra). Sker dette, lader vi bare vaere med

at acceptere forslaget og bliver staende (for et sadant forslag er o= 0).
Acceptsandsynlighederne kan let findes. Fordi vi traekker raekker og sgjler tilfzel-

digt er gx xo= Qxcx, Sa

[ T — |:|1 y I:XE L1 1
) 1= i 1 X5 ) X1, X
axo=min 1,=~ =min 1, —EF¥ =min 1, f152 7251
Tx 1/ ij Xij (1 + Xl’1S1)(1 + szsz)
nar X, X9 Sl
P

x- So S1 j
rl e Xl’152 - 1 P Xl’131 + 1 P Xrl_
r2 e szsz —+ 1 P szsl - 1 P szl
&

i Xs, .. X.s; o x

Figur 1: x“genereres fra X.

Det er klart, at der findes en tabel Xg saledes at py,x, < 1; vi kan jo bare valge
den tabel som har mindst sandsynlighed (dvs. vaelge Xo s Ty, = MiNyslx); det
er muligt fordi S er endelig. Det er meget svaerere at vise irreducibiliteten, sa det
springer vi over.

Endelig skal vi —for at bruge seetning B direkte— sikre at fordelingen af X netop
er . Men det er ganske let; under hypotesen er fordelingen af den observerede tabel
jo netop T, sa vi starter bare keeden med den observerede tabel som udgangspunkt.

Alt, der er tilbage nu, er at satte computeren til at arbejde. Jeg har valgt at
benytte 5000 iterationer. I figur @ ser vi gverst, hvordan fordelingen af de simulerede
teststgrrelser ser stabil ud; der er maske et lille problem i begyndelsen, men ellers er
det godt nok. Nederst i figur Plses vores testsandsynlighed beregnet ved Markov chain
Monte Carlo integration som funktion af antal iterationer. Efter 5000 iterationer har
den tydeligvis stabiliseret sig.
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Figur 2: Simulerede teststorrelser (gverst) og testsandsynligheden beregnet
ved MCMC (nederst); i begge tilfeelde er forsteaksen antal iterationer.

Vi far dermed en testsandsynlighed pa 0, 047. Der er altsa noget, som tyder pa, at
hypotesen skal forkastes. Dette stottes ogsa af at de simulerede teststgrrelser ser lidt
yuldne“ ud i begyndelse, altsa der hvor tabellerne ikke er seerligt meget forskellige
fra den observerede.

Her forlader vi sa vores datamateriale. En videre analyse bgr prgve at afklare
hvorfor der ikke er uathzengighed mellem de to inddelingskriterier. Man kunne f.eks.
se pa om det er risikoen for ene-uheld, der er vaesentlig forskellig fra risikoen for andre
typer uheld, eller om risikoen for uheld, som involverer blgde trafikanter, adskiller
sig veesentligt fra hinanden. Begge dele leder til nye Pearson teststgrrelser, som vi
kan finde testsandsynlighederne for ved MCMC.

Hvis man har faet lyst til at vide mere om Markovkaeder, kan man folge ATSs kursus
i MARKOVKZEDER 1 DISKRET TID til efteraret. Her gennemgas teorien for Markov-
kaeder pa taellelige tilstandsrum. Kurset er en del af STATISTIK 1B, hvor man ogsa ser
pa Markovkaeder i kontinuert tid (hvor man indicerer Xerne ved t []0; oo[ fremfor
n [N (diskret tid)). Endelig gennemgas Markovkaeder pa generelle tilstandsrum pa
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STATISTIK 2B.

Hvis man vil lsese mere om Markov chain Monte Carlo er Gilks, Richardson &
Spiegelhalter Markov chain Monte Carlo in practice (Chapman & Hall, 1996) et
godt udgangspunkt; den forudsatter dog mere end STATISTIK 0. For at fa et kig
pa hvad der er ,hot* i MCMC lige nu, kan man besgge MCMC preprint serveren pa
www.stats.bris.ac.uk/MCMC/

Forskerdag 1999

Henrik Chr. Grove

Mandag den 26. april holdt matematisk afdeling sin arlige forskerdag. Normalt ser
vi kun noget til de ansatte i forbindelse med undervisning, men det er kun knap
halvdelen af de ansattes tid, der gar med undervisning, resten! gar med at forske.
I ar fik vi mulighed for at hgre lidt om hvad Jesper Liitzen, Henrik Schlichtkrull,
Anders Thorup, Asmus Schmidt og Niels Grgnbak forsker i.

Jesper Liitzen lagde ud med at beklage at han ikke havde noget igangvaerende
matematisk forskning at berette om, men leverede derefter en glimrende foredrag,
om hvad han selv kaldte ,Lidt stillestaende matematisk-fysisk-historisk forskning®,
under overskriften ,Mekanistiske billeder pa geometrisk form*.

Henrik Schlichtkrull fortalte om sin forskning indenfor ,Harmonisk analyse®.

I Anders Thorups foredrag om ,Antalsgeometri¢, fik vi at vide hvordan man
regner ud at der i planen er 8 cirkler der tangerer 3 givne, og hvorfor der ikke er
7776 keglesnit der tangerer 5 givne (og hvorfor man kunne tro det), men kun ca.
3000.

Asmus Schmidt gav en grundig introduktion til algebraisk talteori, og de emner
herunder der forskes i i gjeblikket.

Niels Grgnbeak sluttede foredragsraekken af med at fortaelle om ,Banachalgebraer
— strukturer i samspil®“. Niels lagde ud med at binde sit eget emne sammen med
Henrik Schlichtkrulls, ved at fortzlle at Banachalgebraer var opfundet pga. de re-
prasentationer Henrik havde talt om i sit foredrag. Herefter gav han et godt indblik
i emnet, og sluttede af med at praesentere en imponerende liste med (en del af) de
forskellige grene af matematikken, han var kommet i bergring med ud fra sit arbejde
med Banachalgebraerne.

Det var rart at se at selv fogrstearsstuderende turde komme, jeg haber ogsa det
har givet dem endnu stgrre lyst til at fortseette med matematikken. Det er min egen
erfaring at oplevelsen sendrer sig meget, efterhanden som man kommer lzengere hen
i sit studieforlgb. Fra den fgrste forskerdag, der blev holdt da jeg var pa andet ar,
hvor jeg absolut ikke forstod hvad Jesper Michael Mgller talte om, men derimod fik

IBortset fra lidt administration
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en idé om, hvordan en forsker i matematik arbejder, til arets forskerdag, hvor jeg
kunne forsta en god del af foredragene.

Citater fra forskerdagen

wDet var for Godel det her.” Selvom vi lige har forka-

— Jesper Litzen om en fysi- stet at det skulle veere en

kers opfattelse af konsistens gruppe, kommer gruppeteo-
rien ind alligevel“ — Henrik
Schlichtkrull

,Det kan veere ligegyldigt hvad det er, det er noget man tror pal* — Asmus Schmidt
om den genereliserede Riemann hypotese

Choquets saetning — til hverdag og fest

Troels Roussau Johansen

Dette lille indlaeg er delvist inspireret af et studenterkollokvium, der blev afholdt for
noget tid siden, og for nogle vil det fglgende derfor virke velkendt. Der vil dog forha-
bentligt vaere noget nyt at hente for de fleste, og laeseren opfordres hermed til trygt
at laese videre. Jeg vil dog af hensyn til laeserens almene velbefindende straks navne,
at jeg forudsaetter et vist kendskab til funktionalanalyse (for eksempel svarende til
MATEMATIK 3AN og hvad dette implicit medfgrer af anden baggrundsviden).

Et lidt forsgmt begreb pa de to fgrste studiear er begrebet konveksitet, men de fleste
studerende, der har fulgt kurset MATEMATIK 3AN i en tidligere udgave end den
nuveerende vil veere stodt pa det i forbindelse med studiet af de sakaldte lokalkonvekse
topologiske vektorrum. Det er egentlig lidt trist, at man fgrst pa dette forholdsvis
sene tidspunkt i sit studium leerer om konveksitet!, for i sig selv er konveksitet ikke
specielt kompliceret:

Definition 1. En delmangde K af et reelt vektorrum V siges at veere konveks,
hvis der for alle X,y [Kl og alle t [0, 1] geelder, at tx+ (1 —t)y [ K. Den mindste
konvekse maengde indeholdende en given — ikke ngdvendigvis konveks — maengde M,
kaldes for det konvekse hylster af M og betegnes co(M).

Dette svarer abenbart til at sige, at hvis to punkter X og y tilhgrer meengden K,
da skal linjestykket, der forbinder de to punkter, forlgbe helt i maengden. Et godt
eksempel pa en konveks delmaengde af R® kunne vaere den afsluttede enhedskugle

'Hvis man er matematik-gkonomi studerende, sker det dog allerede pi4 MATEMATIK 20K.
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S2 = {x [RP| X' 1}, men der er naturligvis mange andre eksempler at tage af.
Man indser desuden let, at

1 1
| I r 1
co(K) = tix; =X, ..., X, (K, =0, ti=1,n [N

Definition 2. Lad K vare en konveks delmangde af et reelt vektorrum V, og lad
X [CK veere skrevet pa formen X = (1 — t)y + tz for et eller andet par af punkter
v,z LK,y B z og et eller andet t [JOJ1[. Hvis man heraf kan konkludere, at
y = X =z, da siges X at veere et ekstremt punkt. Maengden af ekstreme punkter
for en mangde K betegnes ex K.

Saetning 1 (Krein-Milman). Lad C veere en ikke-tom kompakt konveks delmeengde
af et lokalkonvekst topologisk vektorrum X. Da geelder der folgende to ting:

1. Der findes et ekstremt punkt ¢ C, dvs. exC 8 [
2. C er precis afslutningen af det konvekse hylster af sine ekstreme punkter, dvs.

C =rco(exC).

Bevis. Jeg vil ikke give mig til at bevise denne klassiske saetning, for dels hgrer det
naturligt til pA MATEMATIK 3AN, og dels vil jeg efter at have bevist Choquets
setning vise, hvordan dette giver os Krein-Milmans satning. Lasere, der gerne vil
praesenteres for et direkte bevis, kan kigge i W.Rudin: “ Functional Analysis”, side
75-76. O

Krein-Milmans szetning er abenbart et topologisk udsagn vedrgrende de ekstreme
punkter for en kompakt konveks maengde. Choquets saetning, der fglger nedenfor,
er et malteoretisk udsagn om de ekstreme punkter, og der viser sig at vaere en pan
sammenhaeng mellem de to resultater.

Igvrigt er det ikke kun maengder, der kan vaere konvekse; ogsa reelle funktioner
kan veere det. Hvis K er en konveks maengde, da siges en funktion ¥ : K - R at
veere konveks, hvis F((L—t)y +tz) < (1 —t)f(y) +tf(z) for allet [JUJ1[ ogy,z K.

(=)

Hvis der i denne ligning geaelder ‘=’ siges T at veere affin.

Man kan vise, at hvis K er en kompakt konveks delmaengde af et endelig-dimensio-
nalt vektorrum V , da kan et vilkarligt punkt X [ Kl skrives som en endelig, konveks
kombination af ekstreme punkter for K. Dette resultat kaldes Minkowskis satning,
og betydningen er, at der er “nok” ekstreme punkter til at give en fuldsteendig
beskrivelse af punkterne i K. Vi kan oversaette dette til et udsagn om integraler pa
folgende made: Givet y [Kl lader vi [ Ibetegne Borelmalet defineret ved [{B) =1
hvis Borelmaengden B indeholder puﬁitifely, og [(B) = 0 ellers. Skriverw hjeelp

af Minkowskis seetning y som y = _, tiX;, opnas ved at lade p:= _; tjL], at
M bliver et reguleert, positivt ﬁpﬁinél pa Ksp W(K) = 1. Desuden vil der for
alle f [CM"gzelde, at f(y) 3 LGF(x) = H;fip‘ Vi siger, at U representerer
punktet y, samt p(ex K) = - tiLJ(exK) = 1, ti = 1, og Minkowskis seetning
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kan saledes omformuleres til fglgende udsagn: Til hvert y K svarer der et diskret
mal W koncentreret pa eX K, der representerery.

Nu er de interessante vektorrum i analysen sjaeldent endelig-dimensionale, sa
Minkowskis sztning skal erstattes af noget mere slagkraftigt. Det “at repraesentere”
et punkt kan vi dog umiddelbart give mening til med fglgende

Definition 3. Lad K vere en ikke-tom kompakt delmaengde af et lokalkonvekst
topologisk vektorrum E og lad {4 veere et sandsynlighegdsmal pa K. Sa siges et punkt
y K at vare repraesenteret af W, hvis f(y) = | fdu for enhver kontinuert
linezer funktional f pa E.

Grunden til at forlange, at E skal veere lokalkonvekst er den simple, at E™Ha
ifslge Hahn-Banachs satning skiller punkter, sa at der findes hgjst ét mal, der re-
prasenterer et givent punkt.

Hvis man er blot det mindste optimistisk anlagt, kunne man nu habe pa, at
denne formodede generalisering af Minkowskis seetning altid ville gaelde. Det viser
sig at veere korrekt, hvis man accepterer en antagelse om, at maengden K i betragt-
ning er konveks, kompakt og metrisérbar, men inden jeg begynder at vise dette,
vil jeg understrege, at denne made at reprasentere punkter pa allerede er kendt i
form af Riesz’ repraesentationssaetning. Denne siger folgende: Lad Y veere et kom-
pakt Hausdorffrum og lad X vare mangden af kontinuerte lineszere funktionaler A
pa (C(Y), L) som opfylder, at A(1) = 1 = [AIL_Ba er X en svag*-kompakt kon-
veks delmangde af det lokalkonvekse topologiske vektorrum (C(Y)5WDog Riesz’
Repraesentationssaetning udsiger, at der til hyert L [X svarer et entydigt bestemt
sandsynlighedsmal p pa Y saledes, at Af = |, fdu for alle f [LCI(Y ). Nu kan man
imidlertid vise (se for eksempel Dunford & Scwartz: “ Linear operators, part 1, side
442), at Y er homeomorf med ex X, s& vi kan opfatte ) som et sandsynlighedsmaél
pa Boreldelmangderne af X. For at indse, at dette netop giver et repraesentations-
udsagn af den gnskede form behgver man nu blot at erindre, at rummet E~laf
w=kontinuerte linezere funktionaler pa C(Y )“praecis er funktionalerne af formen
A B AF, hvor T CC(Y).

I dette afsnit vil jeg bevise den formodning, der allerede blev omtalt i det sidste
afsnit. Af hensyn til lseserens generelle ve og vel vil jeg dog holde mig til det me-
trisérbare tilfaelde.

Satning 2 (Choquets setning). Lad X wvere et reelt, lokalkonvekst topologisk vek-
torrum, lad K wvere en metrisérbar, kompakt konveks delmengde af X og lad E
betegne meengden af ekstreme punkter for K. Da geelder der folgende:

1. E er en Borel-delmengde af K,
2. For alle X K findes der et Borel-sandsynlighedsmal Py pd E sa
1

fx)= fdux

E

for alle ¥ TH dus. for alle kontinuerte linecere funktionaler £ pd E.
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Bevis. Lad A = KxK\A = {(X,y) [KxK x 8y}. Saer A en aben delmangde
af det Eﬂpakte metriske rum K % K og kan derfor skrives som foreningsmaengden
A = 7, A, af en stigende folge (An)nmnaf kompakte delmaengder af K x K.
Definér 1 :]0,1[*A - K ved I(t,y,z) = (1 —t)y +tz. Daer Im(I) = K\E,
og da | er kontinuert, er Im(l) den tellelige forening af de kompakte maengder
I([%, 1— %] % Ap). Herved bliver K\ E en Fg-delmaengde af K, og dermed er E en
Gs-maengde, specielt en Borelmaengde. Dette viser den fgrste pastand.

Lad nu Y betegne vektorrummet af alle kontinuerte, affine funktioner pa K, dvs.
alle de kontinuerte (reelle) funktioner g pa K, der for alle y,z [Kl og alle t []0, 1]
opfylder, at g((1 — )t + tz) = (1 — t)g(y) + tg(z). Bemerk i denne forbindelse, at
restriktionen til K af en kontinuert lineser funktional pa X er et element i Y. Da Y
er et underrum af C(K), som er et separabelt normeret vektorrum (i uniform norm),
bliver Y selv et separabelt, normeret vektorrum. Lad saledes {gi} peerejen teellelig,
teet delmeengde i enhedskuglen B1(0) af Y og definér gPved gP= "2, 27'g2. S er
g kontinuert pa K og opfylder desuden, at g(1 —t)y +tz) < (1 —1t)g(y) +tg(z) for
alley,z [Kl,y Bz og0<t<1 Dette indses pa folgende made: Ifglge Weierstrass’
M-test vil raekken, der definerer g vaere uniformt konvergent, og sumfunktionen
g er dermed kontinuert. Hvis nu y,z K, y 8 z, findes der en kontinuert linezer
funktional @ pa X som skiller y og z, dvs. @(y) B ¢(z) 2. Altsa vil der for mindst
ét I [Nl geelde, at gi(y) B gi(2), og for et sadant i vil der for alle t [JOJ1[ geelde, at
0?((1—t)y+tz) < (1—t)g2(y)+1g?(2). (En lille gvelse ligger gemt her. .. ) Hvis pa den
anden side i opfylder, at gi(y) = gi(z), da er g?((1 —t)y +tz) = (Gi((1 —t)y +1tz))? =
G2(y) = (1 — DgZ(y) + tgZ(2), hvorved

| — | —
g{l-ty+tz)=  27'g/(L-ty+tz)< 27'(1— g (y) + tg7(2))

= (1 —1t)g'y) + tg'(2).

Lad dernaest Y, := Y [RGY dvs. Y; [Chl=g+rg for ét r Rl Givet X [ Kl defineres
Px pa C(K) ved px(h) = inf ¢(x), hvor der tages infimum over alle kontinuerte,
konkave?® funktioner ¢ pa K, der desuden opfylder, at h(y) < c(y) for alle y [K.
Fordi summen af to konkave funktioner igen er konkav (se selv efter), og et positivt
multiplum af en konkav funktion ligeledes er en konkav funktion, folger det direkte,
at px er en subadditiv lineser funktional pa C(K). Bemaerk ogsa, at hvis ¢ er en
kontinuert konkav funktion pa K, da er px(c) = ¢(X). Definér nu en lineser funktional
Py pa Yy ved Py(g + rgd = g(x) + rpx(9Y. Da 1-funktionen | er affin, vil I Y4,
hvorved Py(l) = 1. Det er desuden ikke sa sveert at se, at Py < px pa Y1, og ifolge
Hahn-Banachs sztning findes der saledes en linezr funktional @y pa C(K), som
dels udvider Yy og dels opfylder vurderingen @x < px pa C(K). Bemark nu, at
hvis h CAQ(K) og h = 0, da er pyx(h) < 0 (0-funktionen er konkav og 0 = h), og
dermed @x(h) < px(h) < 0. Det folger, at @« er en positiv linezer funktional. Ifglge
Riesz’ Repraesentationssaetning (i den udgave, der oftest kaldes for Riesz—Markoffs
seetning) findes der siledes et ENTYDIGT bestemt endeligt Borelmal vx pa K, for

2Denne funktional eksisterer fordi X var antaget at veere et lokalkonvekst topologisk vektorrum.
3Dette betyder bare, at ¢((1 — t)y + tz) = (1 — t)c(y) + tc(z) for alle y,z [K og t []Q,1].
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hvilket der gelder, at 1
ox(h) = hdvy

for alle h LCI(Kp—Lader vi atter | betegne den identiske funktion pa K, far vi speci-
elt, at Vi (K) = 1Tdvy = @x(l) = Px(l) = 1, sa vk er faktisk et sandsynlighedsmal.
Hvis nu f er en kontinuert lineser funktional pa X, da er

1]

f dvx = @x(F) = W (F) = X,

idet restriktionen af f til K er en kontinuert affin funktion og derfor et element i Yj.
Vi vil dernaest vise, at Vx([El) = 0, dvs. at v er baret af E. For at ggre dette lader
vi (Cn)nmveere en folge af kontinuerte, konkave funktioner pa K for hvilke ¢, = g~
for alle n [N, og px(gY = lim, cn(X). St ¢ = liminf,c,. Sa er ¢ en Borelmtelig
funktion, dermed vy-malelig, og c(y) = g'{y) for alle y K. Det betyder, at (c —
gy dvy = 0. Men
] ] [ [T 1

(c—gYdvy = (liminfc, —gYdv, < liminf  (ca = g9 dvy

= liminf gx(cn — 9 = liminf gx(cn) — 9x(9")

= liminf gx(cn) — px(gY < lim inf py(cn) — Px(9Y
= liminf ca(x) = px(9) = limca(x) — px(9')

= 0.

Dette viser, at Vy er baret af maengden, hvor ¢ og g”stemmer overens. Lad os vise,
at c(w) B gXw), nar w [IH. Vi lader derfor w = (1 —t)y +yz fory,z [K,y B z

og t [JUJ1[. Sa er
c(w) = lim inf ca(w) = liminf co((1 = By +2) = lim inf((1 — )ca(y) + tea(2))
< (1 —1t)g'y) +tg'(z) > g{(1 — t)y + tz) = g'{w),

Lad nu py = VXEE|. Sa er Py et Borelsandsynlighedsmal pa E og
] ]
fduy =  fdvy =1(x)

E K

for alle kontinuerte linezere funktionaler  pa X. Dette viser punkt 2 i seetningen. [

Vi kan som et umiddelbart korrolar hertil fa Riesz’ repraesentationssatning i et
specialtilfaelde: Lad X vaere et kompakt metrisk rum og seet K = {A CC(X)HA =
0,A(1) = 1}. Sa er K svag*-kompakt, konveks og metrisérbar, si vi kan anvende
Choquets satning. Til hvert Ag [K svarer derfor et sandsynlighedsmal p pa ex K
saledes, at der for alle f [CI(X) galder, at

]
No(F) = NA(F) dp.

ex K
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Afbildningen @ : X - exK defineret ved @(X) = Lder en homeomorfi, thi da
f [CA(X) er kontinuert (!) er @ kontinuert fra X ind i (K,wD1Da C(X) skiller
punkter i X er @ injektiv, og da X er kompakt bliver @ derfor en homeomorfi. Det
betyder, at hvis vi definerer  ved P(B) = u(@(B)), hvor B er en Boreldelmangde
af X, sa kan ovenstaende formel udtrykkes ved

1 1

No(F) = X<P(X)(1‘)<1|IJ1(<P(X)) = Xf(X)dLIJ(X),

og det er jo netop Riesz’ Reprasentationssaetning.

Korollar 1 (Krein-Milman). Lad K wvere en kompakt konveks delmengde af et
lokalkonvekst topologisk vektorrum E og lad Ko veere afslutningen af mengden af
alle endelige konvekse kombinationer af ekstreme punkter fra K. Da er Ky = K.

Her vil # en konveks kombirﬁf'ﬁ af punkterne Xg,...,X, forsta et udtryk
af formen X, hvor t; =00g ;1.

Overvej, hvorfor dette praecist er det resultat, der tidligere blev kaldt Krein-
Milmans satning. Det vil her vaere en hjalp at prgve at indse, at hvis A LKl da er
to(A) = K.

Bewvis. Det er let at se, at maengden af alle konvekse kombinationeraf punkter i ex K
er konveks, og at denne mangdes afslutning Kq ligeledes er konveks. Siden Ky er en
afsluttet delmeengde af K, er Kg kompakt. Antag nu, at Kq er en segte delmaengde af
K. Vi kan da uden indskraenkning antage (hvorfor det?), at 0 [ \ Kg. Siden Kq er
kompakt, findes der ifglge Separationsszetningen® en kontinuert affin funktion h pa K
med egenskaben, at sup{h(x) | x [eX K} < h(0). Ifglge Choquets gefning findes der
et sandsynlighedsmal 4 pa ex K som repraesenterer 0 og siledes, at . (x) du = (0)
for enhver kontinuert affin funktion f pa K. Men siden p(ex K) = 1, betyder dette,
at 1]

h(0) =  h(X)du(x) < p(ex K) sup{h(x) | x CexK} < h(0),

hvilket er en modstrid. Altsa ma K = K. ]

Kan alt denne fine, abstrakte sa “bruges” til noget, i betydningen, at det giver os
veerdifuld information i konkrete situationer? Det kan man heldigvis svare ‘ja’ til,
og i dette afsnit skal vi se, hvad Choquets s@tning siger i forbindelse med sakaldte
fuldsteendigt monotone funktioner. Det, man i det fglgende bevis skal bemzerke, er,
at Choquets stning IKKE benyttes og at det er overraskende kompliceret at bringe
os i stilling til at benytte terminologien allerede udviklet.

4. .der siger, at hvis C er en afsluttet konveks delmaengde i et lokalkonvekst topologisk vektor-
rum X, og hvis X [ICl, da findes der en kontinuert linezer funktional A pa X, sa sup{Ay |y CC} <
AX. Hvorfor bliver det aktuelle h affin?
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Definition 4. En funktion T :]0, o[- R kaldes fuldstsendigt monoton, hvis f
er uendeligt ofte differentiabel og hvis (—1)"f™ =0 for alle n [N

Et oplagt eksempel pa sadan en funktion fas ved at lade f(X) = x™@ fora =0
og X > 0. At T faktisk ER fuldstzendigt monoton overlades trygt som en gvelse til
leeseren at indse.

Vi stiler efter at vise folgende klassiske satning af Bernstein (der viste den uden
brug af Choquet-teori, men det er en anden historie. . .)

Saetning 3 (Bernstein). Huvis T er fuldstendigt monoton og begrenset pa 10, oof, da
findes der et entydigt bestemt Borelmal U pa [0, 0], sa der for alle X >0 geelder, at

L
f(x) = e~ du(a).
0
Det er faktisk ikke nogen vaesentlig indskraenkning kun at se pa begraensede
funktioner, og Bernsteins satning galder ogsa i det mere generelle tilfaelde, hvor
blot antages at veere fuldstaendigt monoton.

Bevis. Lad CM betegne den konvekse kegle af alle fuldstaendigt monotone funktio-
ner f sa F(0+) := limy_ o+~ F(X) < oo (da F er ikke-voksende, vil denne graensevaerdi
altid eksistere, selvom den kunne blive o0). At CM er en kegle betyder blot, at
[flg CAM [alb = 0: af + bg [CAM, og at dette er tilfzeldet er oplagt, thi med
h(x) = af(x) +bg(x) er (—1)"h™M(x) = a(—1)"F™(x) + b(—1)"g™M(x). Det ses pa
samme made, at CM er konveks. Lad dernaest K betegne mangden af de funktioner
f fra CM med f(0%) < 1. Denne maengde er ligeledes konveks, for med f,g Kl og
t 0, 1] er limy_ o+ (tF(X) + (L — t)g(X)) = tlimy_ o+ F(X) + (1 — t) limy_ o+ g(X) <
t+(1—t) = 1. Endvidere bemzrkes det, at hvis f CCIM og f 8 0, da vil ﬁf K,
sa vi kan ngjes med at vise Bernsteins satning for funktioner i K — og det vil vi
derfor gore. (Hvorfor er funktionerne i K begransede?)

Siden funktionerne i K alle er uendeligt ofte differentiable, kan K naturligt op-
fattes som en delmaengde af E = C°(]0, oo[), hvor dette rum er udstyret med initi-
altopologien mht. den teellelige familie (Pm n)mn af seminormer

] 1]
Pma(F) =sup [FX)| Bn% =x=mo0=sk=n

Det er da velkendt fra MATEMATIK 3AN, at E herved far Heine-Borel egenskaben
(dvs. at afsluttede, begraensede delmaengder er kompakte). Lad os derfor forsgge at
vise, at K er begranset — idet jeg overlader det til leeseren at udfgre den gvelse i leg
med seminormer, det er at vise, at K er afsluttet.

At K er begraenset kommer abenbart ud pa at vise, at

M, n CN: sup{|[f™(x)|| f CK} < oo,

hvortil det er nok at vise, at sup{|f(”)(x)||% =x=mT K} < oo for alle
n=0og mz=1 Lad til dette formal K, := {(—1)"f™ |f K}, hvor n [N,.
Sa kan vi klare opgaven ved at vise, at der for alle @ > 0 og alle n [Ny geelder,
at funktionerne i K, er opad begraenset pa [a, oo ved konstanten a"2"%7  Dette

klares ved induktion efter n og for n = 0 er det klart pr. konstruktion af K, idet
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jo Ko = K. Antag derfor pastanden er korrekt for K, og betragt maeengden Kj41.

Siden funktionerne i Kn4; er ikke-voksende, er det nok at vise den gnskede vurdering

i punktet X = a. Benytter vi Middelvaerdisaetningen® pa £, findes der et ¢ O3] a[

sa af(”“l)__(i) f(W(a)—f™(2). Sammenholde te med 1nd ansantagelsen far
3 n(n+1)

Vl at 2 ( 1)nf(n)( ) > ( 1)n+1 221 f(n+1)(C) > e_l ( 1)n+1f(n+1)(a)
og det viser netop den gnskede vurdermg

Neaeste skridt er at identificere de ekstreme punkter for K, og det viser sig, at
disse netop er funktionerne X B e hvor 0 < a < oco. For at indse dette lader
vi forst T [Cek K. For et fast Xo = 0 lader vi u(x) = f(X + Xo) — T(X)T(Xo).
Sa vil f £u [K, og lad os straks indse hvorfor: med b = f(Xo) []D,1] vil
(F+w)O)=AL-bf(0)+b=s1log (F—u)(0") =F(O0")—b(1—F(0") =f(0") <
1, samt (—D)"(F + M) = (1 — b)(—D"FM(X) + (—1)"FM(Xx + Xo) = 0 savel
som (—=1)"(f —u)™(x) = (=)"FO(x) — (=)"FO (X + X)) + b(~=1)" T (x) = 0,
da (—1)"f™ er ikke-voksende. Men da f [CekK, ma u = 0, og det betyder, at
T(X+ Xo) = F(X)F(Xo) nar X, Xo > 0. Siden T er kontinuert pa ]0, oo[, betyder dette
enten, at f = 0, eller at F(x) = e~ for et eller andet a. Siden 0 < —FXx) = ae™%*,
ma o = 0, og vi har dermed vist, at alle ekstreme punkter i K har formen x 3 e~
for et a = 0. Faktisk er alle funktionerne X B e™%%; a = 0 ekstreme punkter, og for at
vise dette lader vi for r >0 T, : K - K vere defineret ved (T, f)(X) = f(rx). Siden
T, oplagt er linear, bijektiv og bevarer konvekse kombinationer, er T,(ex K) = ex K.
Da K er kompakt, gaelder der ifplge Krein-Milmans satning, at K = to(ex K), og
derfor er der mindst ét ikke-konstant ekstremt punkt (dvs. en funktion). Ifglge det
lige viste er dette ekstreme punkt af formen X B e~ for et eller andet a = 0, og
derfor er x B €7 ogsa ekstrem (hvorfor det?). Da dette gaelder for alle r > 0, er
alle eksponentialfunktionerne ekstreme, ganske som de konstante funktioner 0 og 1
er det.

Vi kan nu faerdigggre beviset for Bernsteins saetning: Idet det er let at vise, at
afbildningen T : o - €™ (dvs. T(a)(X) = e~ ) fra [0, oo] ind i K er kontinuert, og
da [0, 1] er kompakt, vil afbildningens billede, ex K, ligeledes vaere kompakt. Ifglge
Krein-Milmans sztning findes der til hvert ¥ Kl et reguleert Borelsandsynligheds-
mal m pa ex K som reprasenterer T i betydningen, at der for enhver kontinuert
linezer funktional A pa E gelder, at

1

NF = Adm.
exK
Hvis X > 0, er evalueringsfunktionalen Ay : f B f(X) kontinuert pa E, sa
1
f(x) = N dm
ex K
for alle X > 0. Definér nu (M op en vilkarlig Boreldelmangde af [0, o] ved u(B) =
m(T 1. Siden Ax(Ta) = e~ har vi, at
1 1 (R
f(x) = Acdm = NAcoTd(meoT ) = e" " du(a)

ex K T 1(exK) 0

SHvem havde troet, den skulle dukke op her?
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for alle x > 0.

Vi mangler nu blot at vise, at dette mal g entydigt bestemt. Antag derfor,
der er et andet mal v pa [0,00] sa f(X) = [ e ®dv(a) for x > 0. For hvert
X=0er alB e ™ kontinuert pa [0, o0]. Lad A betegne delalgebraen af C([0, oo])
frembragt af disse funktioner. Sa bestar A af alle endelige linearkombinationer af
disse og som lineaere funktionaler pa C ([0, oo]) vil 4 og vV stemme overens pa de ikke-
konstante funktioner i A. Men benyttes Lebesgues Majorantsaetning pa funktionerne
o B e n indses, at 4 og v ogsa bliver sammenfaldende pa de konstante funktioner
i A. Da nu A skiller punkter i [0, o] fglger det af Stone-Weierstrass’ ssetning, at A
er teet i C([0, 00]), og dermed er 4 = Vv pa hele C([0, oo]). Dette viser den gnskede
entydighed. O

Opgave: Kan du reducere ovenstaende bevis i leengde, hvis du ma benytte Cho-
quets saetning??!

Et spgrgsmal, som Choquets sztning ikke besvarer, er spgrgsmalet om entydighed
af det reprasenterende mal Hy. Det viser sig, at man ved at kraeve en geometrisk
betingelse opfyldt for K KAN opna dette (kig efter i kapitel 9 i Phelps bog). Et
andet problem er kravet om, at K skal veere metrisérbart — det er jo ikke sikkert,
at K er det i lige netop den situation, man har valgt at undersgge. Det viser sig,
at ex K da ikke laengere behgver vaere en Borelmangde, og sa falder vores hidtidige
definition vedrgrende integralrepraesentation jo lidt til jorden. Det viser sig, at man
kan generalisere Choquets satning, hvis man fremfor at betragte Borelmaengder
istedet ser pa sakaldte Bairemengder — det vil dog fore for vidt at komme pa dette,
og jeg vil i stedet atter henvise den interesserede laeser til Phelps bog (dvs. Lectures
on Choquet’s Theorem). Hvis man finder denne emnekreds interessant, ville det
igvrigt vaere en idé at kigge neermere pa Choquets egne bgger. ..

[1] Baggett, Lawrence W.: “Functional Analysis — A Primer”, Marcel Dekker,
Inc., New York, 1992

[2] Choquet, Gustave: “Lectures on Analysis”, bind I-11I, W.A.Benjamin, Inc.,
New York 1969

[3] Phelps, Robert R.: “Lectures on Choquet’s Theorem”, D.van Nostrand Com-
pany, Inc., Princeton, New Jersey 1965

[4] Phelps, Robert R.: “Integral Representations for Elements of Convex Sets”,
bragt i R.G.Bartle (Ed.): “ Studies in Functional Analysis”, The Mathematical
Association of America, 1980

[5] Rudin, Walter: “ Functional Analysis”, 2" Edition, McGraw-Hill, Inc., 1991
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Opgavelgsninger

Rasmus Borup Hansen

Lad os forestille os, at hver af de 27 kuber i osten er farvet enten sort eller hvid,
saledes at to kuber, der stgder op til hinanden har forskellige farver (ligesom et
skakbraet i tre dimensioner). Vi ser nu, at en kube i et af hjornerne ikke kan have
den samme farve som centerkuben, og da musen spiser skiftevis sorte eller hvide
kuber, og da der er et ulige antal kuber i alt, kan det ikke lade sig gore, at musen
slutter med at spise den midterste kube.

De tre letteste udger 1%, dvs. 65% af hele fangsten. De mellemste fisk udger dermed

40%. T mellemgruppen méa der folgelig veere mindst 4 fisk (da de tre tungeste kun
vejer 35% tilsammen). P4 den anden side kan der heller ikke vaere mere end 4
fisk i mellemgruppen: Hver mellemfisk vejer jo mindst sa meget som gennemsnittet
af de tre letteste fisk, altsa mindst % - 25% = 8%%, og 5 mellemfisk ville dermed
tilsammen veje over 40%. Altsd er der praecis 4 fisk i mellemgruppen, og dermed i
alt 3+ 4 + 3 =10 fisk.

Betragtes mindst 2000 forskellige tal bestaende af lutter 1-taller, vil to af disse give
samme rest ved division med 1999 (da der jo hgjst kan forekomme 1999 forskellige
rester ved division med 1999), dvs., deres differens er delelig med 1999. Denne diffe-
rens har formen 11---1-10", og da 1999 ikke har faelles faktorer med 10", gar 1999
op i det foranstillede tal. Dette viser, at der findes et tal med de gnskede egenskaber.

Lad os betegne centrene i de tre cirkler k, I og m med henholdsvis K, L og M. Da
ved vi, at alle de linjestykker, der er indtegner pa figuren nedenfor, er lige lange:
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Tilfgjes tre linjestykker af samme laengde som de ni linjestykker, sa vi far figuren

ser vi, at punktet E ma ligge lige langt fra A, B og C og derfor ma vaere centrum i
cirklen, der gar gennem disse punkter. Men alle linjestykkerne pa figuren ovenfor er
lige lange, sa denne cirkel ma have samme radius som de tre andre cirkler.

Lad ry og ry betegne de to radii i de to sméa cirkler. Da er r = ry + rp. Da (for
eksempel) den gverste halvde‘:la_,%orden er mellemproportional med diametrene i de

to sma cirkler, er 2ry - 2r, = Alt i alt er det sggte areal

E .

mr? —nr? —mrs = n((ry + 1) — 12 — r3) = n(2rr) = k.
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