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Leder

Velkommen til endnu et nummer af FAM@s. Siden sidst har fakultetet gennemfort
omfattende besparelser, men vi er her heldigvis stadig. Effekten af besparelserne
bliver saerdeles synlige i undervisningen. Pa Mat 1 er det fra efteraret slut med at
have 4 gvelsestimer om ugen, og et par af gymnasielaererne udskiftes med fastansatte.
Pa firepunkters kurserne pa Matematik 2 og 3, bliver der fremover en fzellestime med
opgavegennemgang, og kun 2 almindelige gvelsestimer, derudover vil tre af de sma
Matematik 3 kurser (3AG, 3RE og 3NA) fremover kun kgre hvert andet ar.

En gruppe studerende pa fakultet planleegger en demonstration 23. marts for
at ggre opmaerksom pa, at besparelserne har ramt undervisningen saerdeles hardt.
Der er allerede dukket plakater op om planerne, og der skal nok komme flere, sa
hvis du synes det er for galt at din undervisning bliver beskaret, sa tag aktivt del i
forberedelserne og/eller selve demonstrationen.

Studienaevnet har afsluttet arbejdet med en ny studieordning for kandidatud-
dannelsen. Af nye ting er f.eks. et mere fleksibelt breddekrav, der betyder at man
ikke lzengere ngdvendigvis skal have Matematik 3AL, 3AN og 3GE. Endvidere skal
der fremover gives en formel karakter for fagprojekter, og man skal have en 13-skala
karakter i et antal andendelskurser svarende til mindst 8 punkter. Studieordningen
ventes at traede i kraft 1. september, sa hvis du er/bliver indskrevet pa kandidatud-
dannelsen inden denne dato, geelder disse regler ikke umiddelbart for dig, men der
er selvfglgelig overgangsregler.

Vores tegner er blevet faerdig med sit studium, og derfor mangler vi hardt en ny
person til at lave tegninger til FAM@s. Hvis du kan tegne, sa meld dig til redaktionen
pr. e-post famos@math.ku.dk, hvis du selv har nogle ideer vil det veere godt, men
ellers sker det at andre i redaktionen far en idé til en tegning.! Almindelige redak-
tionsmedlemmer kan vi selviglgelig ogsa bruge. Lad vaere med at holde dig tilbage
fordi du ikke tror, du kan saerlig meget matematik, for det forste kan du sikkert
mere end du tror, og for det andet skal bladet ogsa gerne veere veaerd at laese for
forstearsstuderede. Det er heller ikke noget krav, at du er en stor XTEX-haj, vi skal
nok leere dig det du har brug for.

Rettelse: I annoncen fra IFF i sidste nummer, var der en e-post adresse pa for-
manden Gyrd Foss, desveerre var denne adresse foraeldet, den korrekte adresse er
gef@fak.hum.ku.dk.

Den forste idé er faktisk allerede klar.



Med lov skal land bygges

Interview med Susan Rasmussen, der studerer jura. Interviewet er foretaget af Jens
Barslund Mikkelsen til brug i ,Studenterhdandbogen 1999“ udgivet af Forenede Stu-
denterrad. FAM®S trykker interviewet efter tilladelse fra Jens Barslund Mikkelsen
og Susan Rasmussen som led i en artikelserie om, hvordan det er at lese pd andre
studier end matematikstudierne.

Det er en fagligt engageret rus, man har over for sig, nar man taler med Susan.
Hun har fra studiestart veere aktiv i Forenede Jurister, der er de jurastuderendes
fag- og studenterpolitiske organisation.

Det endte med at blive jura

Pa spgrgsmalet om hvorfor det blev jura, at Susan valgte som sit studium, svarer
hun:

— Jeg havde en masse forskellige uddannelser, som jeg syntes sa interessante ud.
F.eks. var religionsvidenskab, litteraturvidenskab og statskundskab pa tale, men jeg
kunne ikke forestille mig i de jobs, som man kunne fa med de uddannelser (méaske lige
undtaget statskundskab). Men sa faldt valget pa jura — ikke fordi jeg har planer om at
skulle ud og sidde pa et fint kontor med naesen begravet i Karnovs Lovsamling — fordi
jeg tror, at jura kan give mig en ballast, jeg kan bruge i f.eks. socialt arbejde, hvilket
interesserer mig. Jeg har gennem de sidste fem ar vaeret beskaeftiget med ung til ung
formidling som sexualist; jeg tog ud og talte med unge om fglelser og kaerlighedslivet,
sex og sexuelle minoritetsgrupper. Derigennem har jeg mgdt flere socialt belastede
unge, hvilket har vakt min interesse for unges vilkar. Det her kommer nemt til at
lyde som om, jeg vil bruge mit jurastudium til at redde verden — det er mit indtryk,
at nogen laeser jura for det — men sadan er det ikke. Jeg tror pa, at jurastudiet kan
give mig nogle kvalifikationer til at beskaeftige mig med unges vilkar, som jeg ikke
kan fa nogen andre steder.

Men hvad er det for kvalifikationer, du far gennem jurastudiet?

— I bund og grund er det at laese jura at leere at fortolke love og regler, men
det er ogsa en viden om, hvordan man kan a&ndre love og regler. Jura er at laere en
metode, en made at teenke pa. Vi har f.eks. nogle manuduktionstimer, hvor en sag
bliver gennemgaet set udelukkende med loven som baggrund. Det kan godt vaere lidt
frustrerende, for der er mange andre aspekter end loven, der spiller ind pa en sag.
F.eks. er det ikke meningen, at man skal inddrage politiske aspekter, men mange
gange er det oplagt at gore det. At man personligt synes, at lovens and er forkert
eller direkte imod éns ideologiske overbevisning (abortlovgivning er altid et godt
diskussionsemne), kan jo ikke sendre pa, hvordan en sag skal afggres.



Det sociale er op til én selv

Susan har ogsa nogle bemzrkninger til studiemiljget pa jura:

— Fgrste studiear har man undervisning 8-12, med manuduktion de to fgrste ti-
mer (pensumgennemgang) og forelzesninger de to sidste. Forelszsningerne tager ofte
udgangspunkt i sager, som alle har hgrt om, men maske ikke rigtigt forstaet, f.eks.
tamilsagen, det er ret spaendende. Manuduktion er holdundervisning og minder pa
den made om gymnasiets undervisning. Det er ogsa i manuduktionen, at der er mu-
lighed for to-vejskommunikation mellem studerende og underviser. Det star i skarp
kontrast til forelaesningerne, der udpraeget er en-vejskommunikation: én forelaeser og
mellem 150 og 300 studerende. Til sadanne forelaesninger kan man godt savne lidt
bedre plads, nar man har vaeret sa uheldig at komme i sidste gjeblik og se sig henvist
til den absolut sidste ledige plads: vindueskarmen.

— Lokalefaciliteterne pa jura lader noget tilbage at gnske, og der har flere gange
veeret pataler fra arbejdstilsynet — vi ved ikke, om der sker nogle forbedringer her de
kommende ar. Hvis man gnsker social omgang med medstuderende er fredagsbarer
og Jurahuset et godt sted at starte. Fredagsbarene arrangeres pa skift af de 20
forstearshold og er altid velbesggte. Jurahuset indeholder Juridisk Laboratorium,
der har computere, kopirum, sggebaser, skriverum, gruppelokaler, laesesale og frem
for alt et veludstyret forskningsbibliotek.

— Man skal ikke forvente sig for meget af det sociale engagement efter det forste
ars tid, fordi folk far andre ting at lave. Det er meget traditionsrigt at laese jura; f.eks.
er der organisationen Juridisk Diskussionsklub, der er en gammel diskussionsklub,
der ogsa arrangerer ture til advokatkontorer og fester, bl.a. en arsfest, hvor de lejer
Kgbenhavns Universitets festsal. Det er en gallamiddag.

Findes juridisk forskning?

Da jeg sporger Susan om juras ry for at veere mere skoleagtig end andre universi-
tetsuddannelser, bliver smilet lidt stift, inden hun svarer:

— Udadtil er jura ikke sa forskningsbaseret som f.eks. fysik (vi mangler maend i
hvide kitler), og uddannelsen er da ogsa overvejende en indfgring i en szerlig made
at teenke pa, men der er juridisk forskning, f.eks. er regulering af ,nye* omrader
som regulering af internet et forskningsomrade. Der er da ogsa pa det seneste blevet
oprettet flere ph.d.-pladser pa jura, men jurister far fortrinsvis beskaeftigelse uden
for universitetet.

Studenterpolitik

Susan har kort tid efter studiestart kastet sig over studenterpolitik.

— Jeg har gennem studenterpolitik faet mulighed for at fa bedre socialt netveerk,
mgde @ldre studerende samt studerende fra alle mulige fag. Gennem studenterpolitik
kan man opleve universitetsmiljget fra en anden side. Her kan man vaere med til at
pavirke sit eget studium i den retning, man gnsker, samt vaere med til at sikre og
forbedre studievilkar.



Opgavelgsninger

Rasmus Borup Hansen

Opgave 1

Da Borpritzsky og Kowansky skal vare de eneste medlemer af en af grupperne,
ma Rinturbar og Ruparov veere i samme gruppe. Vulonlar ma da vare i en tredje
gruppe, som ogsa indeholder enten Numismatov eller Johannow. Den af Numismatov
og Juhannow, der ikke er i gruppe med Vulonlar ma sa veere i samme gruppe som
Rinturbar og Ruparov, idet der skal vaere tre forskere i Rinturbars gruppe.

Opgave 2

Opgaven var at finde ud af, hvor stor en andel (procentdel) af alle heltal (som vi
antager skrives i 10-talssystemet), som indeholder mindst ét 3-tal.

Hvis vi kun betrager heltal med n cifre, lader vi r, betegne andelen af disse, der
indeholder mindst ét 3-tal. Nu er

10" 4+ 9r, 10" 1+ 9r,
10n+1 10

Tny1 =

hvoraf ses, at 7, — oo for n — oco. Altsd ma svaret vaere 100%.

Opgave 3

Da produktet af bgrnenes aldre er 36, ma de veere (1,1,36), (1,2,18), (1,3,12), (1,4,9),
(1,6,6), (2,2,9), (2,3,6) eller (3,3,4). Da x stadig er i tvivl efter at have faet oplyst
summen af deres aldre, méa det veere (2,2,9) eller (1,6,6). Her kan vi udelukke den
sidste mulighed, idet vi far oplyst, at der er et af bgrnene der er den aldste. Altsa
ma bgrnenes aldre vaere 2 ar, 2 ar og 9 ar.

Opgave 4

Der var nogle trykfejl i opgaven, sa vi gentager den her. Lad x; = x, oglad x; 1 = 2™.
Idet lim;_ ., x; = 2, skal vi finde .
Vi har, at

. . . . N N . 2
2 = lim z; = lim 2, = lim 2% = glMi—e® = g2

hvorfor & = /2.



Opgave 5

Idet den gennemsnitlige ventetid pa succes er lig den reciprokke successandsynlighed,
kan vi forvente at skulle spise

1+4+4+4_25
3 2 1 3

pakker cornflakes.

Opgave 6

Det ses nemt, at svaret er 42.

Opgaver

Opgave 1

Et kubisk stykke ost, er blevet delt i 27 mindre kuber (sa det ligner en Rubik’s
terning). En mus begynder at spise osten fra et af hjgrnerne, sidan at den spiser en
hel af de sma kuber, hvorefter den fortszetter med en af de tilstgdende sma kuber.
Er det muligt for musen at slutte med at spise den (fra starten) midterste kube?

De to neeste opgaver stammer fra dette dars Georg Mohr konkurrence.

Opgave 2

En fisker har fanget et antal fisk. De tre tungeste udger tilsammen 35% af fangstens
samlede vaegt. Dem salger han. Herefter udger de tre letteste tilsammen 5/13 af
veegten af resten.

Hvor mange fisk fangede han?

Opgave 3

Findes der et tal hvis cifre er lutter 1-taller, og som 1999 gar op i?



Opgave 4

Der er givet tre cirkler med radius r der alle gar gennem punktet O. Disse tre cirkler
skaerer hinanden parvis i tre punkter A, B og C'. Bevis at cirklen gennem A, B og
C har radius r.

Opgave 5

To sma cirkler ligger udenfor hinanden, men inden i en tredje stgrre cirkel, sadan
at alle tre tangerer hinanden parvis. Deres centre ligger pa en ret linie. Lad r veere
radius i den store cirkel, og lad ¢ veere leengden af den del af de to sma cirklers faelles
tangent der ligger inden i den store cirkel. Find arealet af det omrade der ligger
inden i den store cirkel men uden for de sma cirkler.




Om kongruenstal

[an Kiming

Indledning

Lad d veere et naturligt tal. Et klassisk, diofantisk problem - endda taget op til over-
vejelse af Diofant selv - bestar i at sporge efter rationale tal a, 3,~, hvis kvadrater
er pa hinanden folgende tal i en aritmetisk progression med modulus d; med andre
ord: Der spgrges efter rationale tal a, 3, saledes, at:

(*) V-3 =p-a*=d.

Hvis (%) har en lgsning i rationale tal a, 3,7, kaldes d klassisk for et 'kongruen-
stal’. Mens forfattere i oldtiden og middelalderen var tilfredse med at kunne an-
give eksempler pa kongruenstal (f.eks. (Fibonacci) d = 5, o = 31/12, 8 = 41/12,
v = 49/12), ma opgaven set fra et moderne synspunkt - safremt problemet da
overhovedet skal tages alvorligt - veere at karakterisere kongruenstallene eller i det
mindste at spgrge efter en algoritme, der for givet d afgor, om d er et kongruen-
stal. Bemaerk, at det pa ingensomhelst made er trivielt klart, at en sadan algoritme
eksisterer: Hvis et givet d skal vises ikke at veere et kongruenstal, skal - a priori -
uendeligt mange muligheder for (o, 3, 7) udelukkes.

Vi vil se, at det er muligt at give et partielt svar pa disse spgrgsmal og, at
eksistensen af en fuld algoritme som ovenfor tilsyneladende haenger pa et af de
store, centrale, ulgste problemer i moderne talteori, nemlig den sakaldte Birch- og
Swinnerton-Dyer formodning (se nedenfor).

Ovelse 1: Vis, at d er et kongruenstal, hvis og kun hvis d er arealet af en retvinklet
trekant med rationale kantleengder.

Lad os nu bemarke, at vi gjensynligt uden vasentlige indskraenkninger kan an-
tage, at d er kvadratfrit. Af pladshensyn vil vi i denne artikel yderligere antage, at
d er ulige; tilfaeldet, hvor d er lige kan behandles helt analogt. Altsa:

d € N, kvadratfrit og ulige.

Vi vil diskutere forskellige aspekter af fglgende saetning af J. B. Tunnell (Invent.
math. 72 (1983), 323-334):
Saetning: Definer:

ca = #{(w,y,2) €Z| 22° + y* +322° = d}

—5 #{(z,y,2) € 2% | 22" +y? + 82" = d}.

Da galder:
cq # 0 = d er ikke kongruenstal.
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Hvis Birch-Swinnerton-Dyer formodningen gaelder, kan denne implikation vendes
om.

Tunnell’s seetning har diverse klassiske resultater om kongruenstalproblemet som
umiddelbare konsekvenser og viser, at visse klassiske formodninger kan opnas som
folger af Birch-Swinnerton-Dyer formodningen, men vi kommer af pladshensyn ikke
ind pa dette.

Interessen for Tunnells seetning i sammenhaeng med det maske udfra en umiddel-
bar betragtning relativt tilfeeldigt udseende problem (%) koncentrerer sig - bortset
fra den historiske interesse - i folgende 2 punkter: (i) Man beviser i den matematiske
logik, at der ikke findes nogen generel algoritme til afggrelse af lgsbarhed i hele tal
til systemer af diofantiske ligninger (i.e. systemer af polynomiumsligninger i flere
variable med heltallige koefficienter). Men det tilsvarende sporgsmal angaende mu-
lighederne for algoritmisk afggrelse af lgsbarhed i rationale tal er endnu ikke afklaret.
Selv specielle sporgsmal af denne type, der kan vise hvilke problemer, man er oppe
imod, er derfor af en vis interesse. (i7) Som vi vil se nedenfor lurer der under overfla-
den af det ’uskyldigt’ udseende problem (%) en dyb, massiv struktur, som kun den
moderne matematik er i stand til at handtere. Og det er vel netop matematikkens
egentlige opgave at afdaekke sadanne dybtliggende og a priori skjulte strukturer.

Omformulering
Lemma 1: (x) har en lgsning («, 3,7) € Q3, hvis og kun hvis ligningen
V= 2 — &

har en lgsning i rationale tal ,y med y # 0.
Bevis: =: Szt = (o« + 8)(B+7), y := (o + B)(a+ ¥)(B + ) og udnyt, at

d=(v+B)(y—B) =B+ )5 —a)
<: Seet = (22 — 2dx — d*)/(2y), B = (22 + d*)/(2y), v := (2 + 2dz — d*)/ (2y).

I denne og vel at maerke kun i denne artikel vil vi definere en elliptisk kurve E
(over Q) som en ligning af formen y? = 2* + ax? + bx + ¢, hvor a,b, ¢ € Z, og hvor
polynomiet 23 4+ ax? + bz + ¢ har 3 forskellige rgdder. Vi skriver:

(k) E: y=2>4ar* +br+c,

og vi vil betegne den specielle elliptiske kurve, der forekommer i Lemma 1, med Ey,
altsa:

( * %) E,: y*=2°—-dz.

Losninger til (xx) i rationale tal z, y kaldes rationale punkter pa F til disse lgsninger
tilfgjes 'kunstigt’ et ekstra 'punkt’, som betegnes O, og man satter:

E(Q) = {0} U{(z,y) € Q| 4* = 2"+ aa® + bz + c}.

Formalet med tilfgjelsen af det ekstra punkt O er, at man i teorien for elliptiske kur-
ver viser, at F(Q) har en naturlig struktur som abelsk gruppe, hvor O spiller rollen
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som neutralelement. Kompositionen i denne abelske gruppe betegner vi simpelthen
med ’+’; den kan angives eksplicit: Haves eksempelvis 2 lgsninger P; = (z;,y;) € Q?,
i =1,2, til (x%) med x; # xo, fas en 3’de lgsning Py = P, + P, = (x3,3) € Q2, hvor

2
T3 = (u) —a— T — Ty, Y3 = — <M> T3 — (w) (kan checkes direkte

T1—T2 T1—T2 T1—T2
som gvelse). Et andet eksempel pa kompositionen er: (zq,y1) + (21, —y1) = O, altsa
(x1, —y1) = —P1.

Hvad kan vi sige om strukturen af F(Q)? En grundleggende sztning i teorien
for elliptiske kurver er Mordell’s satning (1922), der udsiger, at gruppen E(Q) er
endeligt frembragt. Af strukturszetningen for endeligt frembragte, abelske grupper

kan vi da slutte, at
EQ==TaoZ ,

hvor r € Ny, T' er en endelig, abelsk gruppe, og T og r er entydigt bestemte ved E.
Gruppen T kaldes E’s gruppe af (rationale) torsionspunkter og betegnes Fios(Q);
denne gruppe bestar altsa netop af elementerne af endelig orden i E(Q). Tallet r
kaldes E’s rang, og vi betegner det med r(E).

Lad os nu specialisere til vores specielle kurver E,;: Kan vi angive nogle rationale

punkter pa E;? Det er let: Vi har gjensynligt (0,0), (d,0),(—d,0) € E4(Q). Som vi
navnte ovenfor, har vi —P = (x, —y), for P = (z,y) € E4(Q), og for disse punkter
geelder fplgelig 2- P (= P+ P) = O, hvis og kun hvis P € {(0,0), (d,0),(—d,0)}.
Naturligvis har vi ogsa 2- O = O, da O er neutralelement i F;(Q). Vi kan altsa
slutte, at U := {0, (0,0), (d,0), (—d,0)} er undergruppen i (Ey)ors(Q) bestaende af
elementerne af orden 2 i E;(Q). Med blot en lille smule teori for elliptiske kurver
kan man pa relativ simpel vis slutte, at vi faktisk har U = (Eg)iors(Q). Vi antyder
en mulig bevismetode i den naeste gvelse.
Ovelse 2: Betragt tilfzeldet, hvor d er et primtal £. Den sakaldte Nagell-Lutz ssetning
specialiseret til kurven F, udsiger, at hvis P = (z,y) € Ey(Q) er et torsionspunkt, da
geelder x,y € Z, og enten 2- P = O eller y | 2¢3. Slut heraf, at vi for et torsionspunkt
(x,y) mé have y = 0.

Vi er nu i stand til at omformulere vores kongruenstalproblem.

Lemma 2: (d er et kongruenstal) < r(E;) > 0.

Bevis: Ifplge Lemma 1 er d et kongruenstal, netop hvis der findes (z,y) € E4(Q)
med y # 0. Vi karakteriserede ovenfor torsionspunkter (altsd punkter af endelig
orden) (z,y) € E4(Q) ved betingelsen y = 0. Altsa er d et kongruenstal, netop hvis
E4(Q) har et element af uendelig orden. Men dette er jo ackvivalent med betingelsen
T(Ed) > 0.

L-rxkker, spidsformer og mudularitet

Vi betragter igen den generelle elliptiske kurve (xx). Lad p veere et primtal. Til
parret (E,p) er knyttet et helt tal a,(E), der kommer til at spille en afggrende rolle
i det fplgende. Vi angiver definitionen af a,(£) for naesten alle p”: Da ligningen
(xx) har heltallige koefficienter, giver det mening at opfatte den som en ligning
med koefficienter i det endelige legeme IF,, i.e.: Vi opfatter a,b,c som liggende i
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Z/Zp = F,. Man kan vise, at polynomiet z* + ax? + bz + ¢ € F,[X] for alle panar
endeligt mange primtal p har 3 forskellige rgdder (i en eller anden endelig udvidelse
af IF,,); antag, at dette er tilfzeldet for det givne p; da defineres:

ap(B) :=p—#{(z,y) €eF2 | y* =2’ + az® + b +c} .

I de endeligt mange tilfzelde, hvor 2 eller 3 af rgdderne i 23 + ax® + bz + ¢ over
[F, falder sammen, har man ogsa en definition af a,(E), men denne kan ikke mere
forklares i elementzere termer (hvilket vi derfor ma undlade at ggre). Som vi snart
skal se spiller folgen af tal (ao(F), a3(E),as(E),a7(E),a11(E),...) en fundamental
rolle for strukturen af E, specielt for strukturen af £(Q). Imidlertid raekker det ikke
kun at kende endeligt mange af disse tal a,(£); vi ma derfor finde en made at 'pakke’
den information, der ligger i hele raekken af a,(E)’er, sammen i et nyt objekt. Dette
nye objekt er E’s sakaldte L-reekke. Der findes (uendeligt) mange andre strukturer
i talteorien, der har L-rackker knyttet til sig. Det simpleste eksempel pa en L-raekke
er Riemann’s zeta-funktion:

) (o) =Sn"= J[ a-p",

p primtal

med sin udvidede version:
A(s) = 7/2D(s/2)¢(s)

hvor T' er den saedvanlige gamma-funktion. Som bekendt konvergerer (f) absolut
for s € C, Re(s) > 1, og her definerer A(s) en holomorf funktion af s. Denne kan
fortseettes meromorft til hele den komplekse plan, hvor den har simple poler i 0 og
1 og tilfredsstiller funktionalligningen A(s) = A(1 — s).

Definitionen af L-raekken for F, L(E, s), er analog:

(#1) LEs) = J] (-alB)-p+p%)",

p primtal
og vi har ogsa her en udvidet version:
A(E,s) := N*(2n)*T'(s)L(E, s) ,

hvor Ng er et vist naturligt tal knyttet til £, hvis definition vi ikke kommer ind pa
(Ng er E’s sakaldte forer’). Benytter man Hasse-Weil-vurderingerne, der siger, at
| a,(E) |< 2,/p, kan man slutte, at (ff) konvergerer absolut for s € C, Re(s) > 2
og definerer en holomorf funktion af s i dette omrade. I dette omrade kan vi sa
gange paranteserne i (ff) ud, og finder under benyttelse af den geometriske raekke
l—q¢)t=1+qg+¢+...



Kunne det maske vaere tilfeeldet, at A(F, s) har en analytisk fortsaettelse til he-
le den komplekse plan s € C, hvor den tilfredsstiller en funktionalligning analog
til funktionalligningen for Riemann’s zeta-funktion? Dette er et overordentligt me-
get mere kompliceret sporgsmal end det tilsvarende spgrgsmal for Riemann’s zeta-
funktion, fordi svaret athaenger af, om E er 'modular’, - et begreb, som vi nu kort
vil forklare: Lad N € N. En spidsform af vegt 2 og niveau N er en holomorf funk-
tion f pa ’den gvre halvplan’ {r € C | Im(7) > 0} med folgende egenskaber: (i)
f(r) = (et +d)72f (%) for alle a,b,c,d € Z med N | ¢ og ad — bc = 1; (ii)
v €]0,2[: f(7) = O(Im(7)™") for Im(7) — 0+, uniformt m.h.t. Re(7). En sidan
spidsform er et specielt eksempel pa en modulform af veegt 2 og niveau N, - defini-
tionen af en sadan er det samme som ovenstaende bortset fra, at der kun forlanges
v > 0 i betingelse (ii). En spidsform f har en Fourier-udvikling:

f(T) _ Zan(f) . eZm'nT :

hvor a,(f) er visse komplekse tal. Teorien for spidsformer er klassisk, og man kan 'let’
(dvs. kun under brug af klassiske metoder, sdisom kompleks analyse) vise eksempelvis
fglgende: Defineres:

A(f,s) = N*2@2m)°T(s) Y an(f) -0,

da konvergerer A(f, s) absolut for Re(s) > 2, har holomorf fortsattelse til hele s € C,
og tilfredsstiller her funktionalligningen:

(#) A(f,s) = —A(f,2—s)

hvor f(7) := N-1r72f (%%). som ogsé er en spidsform af vaegt 2 og niveau N.

Den elliptiske kurve E siges at vaere moduler, hvis der findes en spidsform f af
vaegt 2 og niveau Ng saledes, at a,(E) = a,(f), Vn € N. I sa fald er gjensynligt
A(E,s) = A(f, s) for Re(s) > 2. Af (#1) folger da med lidt ekstra arbejde, hvor man
viser, at der ¢ dette tilfeelde gaelder f: +f:

Seetning 1: Lad E veere en moduleer elliptisk kurve over Q. Da kan A(FE, s) fort-
settes holomorft til hele s € C, og tilfredsstiller her funtionalligningen:

A(E,s)=0(FE)-A(F,2-35),

med et vist (af E afhaengigt) fortegn o(FE) € {+1}.

Den bergmte Taniyama-Shimura-formodning siger, at enhver elliptisk kurve over
Q er modulaer. Som mange laesere maske vil vide, blev denne formodning bevist for en
stor klasse af elliptiske kurver af Andrew Wiles i 1995. Ved en forste konfrontation
kan T.-S.-formodningen forekomme overordentligt mystisk: Tallene a,(£) har at
gore med antallet af lgsninger modulo p til (xx); hvorfor i alverden skulle disse tal
have noget med Fourierkoefficienterne af en periodisk holomorf funktion at ggre?
Noget af mystikken forsvinder, hvis man ved, at en spidsform i virkeligheden er
et betydeligt meget mere abstrakt (reprasentationsteoretisk, algebraisk-geometrisk)
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objekt. Intuitivt kunne man sige, at den holomorfe funktion f ovenfor blot er en af co
mange af det virkelige objekts inkarnationer (de gvrige star i 1-1 korrespondance med
mengden af primtal). Vi vil hermed sige, at den 'rigtige’ spidsform er et langt mere
struktureret objekt, end definitionen ovenfor lader ane, og at T.-S.-formodningen
fra denne hgjere synsvinkel ganske vist stadig fremstar som en dyb, men langt mere
naturlig og mindre overraskende formodning.

Angaende T.-S.-formodningen er situationen i gjeblikket den, at man sandsynlig-
vis kan forvente et bevis for formodningen uden indskraenkninger indenfor en over-
skuelig fremtid (5-10 ar). Eksempelvis ved man nu (Wiles, Taylor-Wiles, Diamond-
Kramer): Antag, at polynomiet x3 + ax® + bx + ¢ i (**) har 3 forskellige rationale
rgdder. Da er EE moduler. Specielt kunne vi heraf slutte fglgende om vores specielle
kurver Ej:

Saetning 2: Kurven E; er modulaer.

At bruge Wiles’ store sztning til at bevise saetning 2 er i virkeligheden et massivt
teoretisk overkill; grunden er, at kurverne Fj; tilhgrer en speciel klasse af elliptiske
kurver, hvis teori er simplere end i det generelle tilfzelde (men ikke simpel): Kurverne
Ey4 er sikaldte CM-kurver (CM = ’Complex Multiplication’); det betyder groft sagt,
at disse kurver har nogle ekstra, exceptionelle ’endomorfier’: Et eksempel pa, hvad
der menes med dette, kan fas af folgende observation: Lad (z,y) veere en lgsning i
komplekse tal til (x % x); da er ogsd (—x,iy) en lgsning. For CM-kurver - og altsa
specielt for kurverne F,; - kan modularitet bevises v.hj.a. mere klassiske teorier i
algebraisk talteori og algebraisk geometri (for kendere af de finere dele af algebraisk
talteori kan vi oplyse, at A(Ey, s) kan udtrykkes via en vis grossen-karakter pa det
tilhgrende CM-legeme Q(7)).

Lad nu f; betegne den spidsform af veegt 2 (og niveau Ng,), som opfylder
an(Ey) = a,(fq), og hvis eksistens er sikret af saetning 2. Vi har altsa: A(Ey, s) =
A(fq, s) for s € C, og det giver mening at studere opfarslen af A(FEy, s) i (en omegn
af) symmetripunktet s = 1 for s — 2 — s. Dette fgrer os naturligt til neeste afsnit.

Birch- og Swinnerton-Dyer formodningen og Wald-
spurgers satning

Antag, at kurven E er modular. Vi kan da meningsfuldt tale om nulpunktsordenen
af den holomorfe funktion A(E, s) i punktet s = 1. Denne orden kaldes E’s analytiske
rang, og betegnes 7,,(F). Den svage form af Birch-Swinnerton-Dyer-formodningen
siger:

Formodning (Birch-Swinnerton-Dyer, svag form): r(E) = r,,(E).

Den stzerke form af formodningen er den svage form + en praecis angivelse af
veerdien AT(E, 1), r := 14,(E) = 7(E), udtrykt ved visse fundamentale analytiske
og algebraisk-aritmetiske invarianter knyttet til £. B.-Sw.-D.-formodningen er den
naeste store udfordring i teorien for elliptiske kurver efter, at Taniyama-Shimura-
formodningen nu er faldet mere eller mindre pa plads. Hvilke grunde har vi nu til
at tro pa B.-Sw.-D.-formodningen? Der kan navnes 3 grunde, ordnet efter faldende
vaegt:
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(1). Formodningen understottes af et stort eksperimentelt datamateriale: Der findes
algoritmer til bestemmelse af r,,(E), og selvom der ikke kendes nogen algoritme til
bestemmelse af r(E), der beviseligt fungerer i ethvert tilfaelde, sa kan r(E) alligevel
bestemmes i mange tilfeelde. Man kan saledes for mange kurver checke, om 7, (E) =
r(E), hvilket er blevet gjort (endda er den stezerke form af formodningen blevet testet
for mange kurver; i gvrigt kan det neevnes, at B.-Sw.-D.-formodningen faktisk opstod
i slutningen af 1960’erne pa grundlag af sidanne eksperimenter).

(2). Folgende satning ('big theorem’):

Saetning 3 (V. Kolyvagin, 1990, se Grothendieck Festschrift, vol. II): Lad E veere
en modulér elliptisk kurve over Q og antag, at r,,(F) < 1. Da er r,,(E) = r(F).

(3). B.-Sw.-D.-formodningen er et lille hjgrne af et gigantisk, men uhyre koherent
formodningsnetveerk (Beilinson-formodningerne), der forbinder algebraisk-aritmetis-
ke egenskaber ved bestemte typer af talteoretiske objekter (sa kaldte 'motiver’) med
den analytiske opforsel af tilknyttede L-funktioner i specielle punkter. Dette store
formodningssystem generaliserer diverse helt klassiske setninger eksempelvis om Ri-
emann’s zeta-funktion, men har pa den anden side ogsa ikke-klassiske konsekvenser,
der i nogle tilfeelde (som ved B.-Sw.-D.) kan bekraeftes i det mindste partielt. Som
minimum kan man derfor sige, at dette formodningssystem er en god arbejdshypo-
tese.

Bemaerk, at hvis vi kun interesserer os for nulpunktsordenen af A(E,s) i s =
1, da kan vi ligesa godt diskutere nulpunktsordenen af (den meromorfe funktion)
L(E,s) i dette punkt, eftersom A(FE,s) kun adskiller sig fra L(FE,s) ved faktoren
(27/v/Ng)~°T'(s). Af lemma 2 og stning 3 kan vi da konkludere:
Lemma 3: L(E;, 1) # 0 = (d er ikke kongruenstal). Hvis B.-Sw.-D.-formodningen
galder, kan denne implikation vendes om.

Et bevis for Tunnell’s saetning fas derfor, hvis man viser:
(b) L(Eq,1) #0 < ca#0.

Vi skitserer nu, hvordan man kan reducere beviset for (b) til en endelig maengde
regning (det skitserede argument er lidt anderledes og bedre generaliserbart end
argumentet i Tunnell’s artikel) : Vi interesserer os for veerdierne L(E,, 1) hgrende

til familien af kurver (Ey), ulige, kvadratfri; disse verdier er L(fa,1), hvor

(fa), ulige, kvadratfri € familien af til (E4) herende spidsformer. Den afggrende
pointe er nu, at f;’erne alle fremgar af ‘grundformen’ f; hgrende til E; ved en proces,
der teknisk kaldes 'twist’: Det praecise udsagn er, at der for Fourierkoefficienterne af
fa og f1 gelder fglgende sammenhaeng:

d

an(fa) = (—) an(f1) , hvis (n,2d) =1,
n

hvor (¢) er det sedvanlige Legendre-symbol, altsd (eksempelvis) for primtal ¢,

(d,0) = 1: (%) = 1, hvis d er et kvadrat i [F,, og ellers = —1. For en familie af

spidsformer, der fremgar af en grundform ved sadanne ’twists’, geelder der - under

bestemte tekniske forudsaetninger, der er opfyldte i det foreliggende tilfzelde - en dyb

og ret beset temmelig mystisk satning af Waldspurger ('big theorem’, se J. Math.
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pures et appl. 60 (1981), 375-484), som vi ikke formulerer i sin fulde generalitet men
kun i sin specialisering til den foreliggende familie (f;): Waldspurger’s setning siger
her, at veerdierne L(fy, 1) kan udtrykkes ved L(f,1) og Fourierkoefficienterne i en
spidsform af veaegt 3/2 (se (bbb) nedenfor for det preecise udsagn); men hvad er nu
en spidsform af vaegt 3/27 Man kan nesten gaette det af definitionerne i foregaende
afsnit: En spidsform af vegt 3/2 og niveau N er en holomorf funktion ¢ pa den gvre
halvplan {r € C| Im(7) > 0} med:

(1) v €]0,3/2[: g(1) = O(Im(7)™") for Im(7) — 0+, uniformt m.h.t. Re(7); (i)
9(1) = x(¢,d)(er + d)™3/2g (££2) for alle a,b,¢,d € Z med N | ¢ og ad — be = 1,
hvor der tages hovedvaerdien af kvadratroden, og hvor x(c,d) er et vist fortegn
€ {£1, £i}, hvis preecise afhengighed af ¢, d er irrelevant i denne sammenhang. En
sadan funktion g har ogsa en Fourierudvikling:

(b0) 9(r) =D balg) - ™.

Det preecise udsagn fra Waldspurger’s s@tning specialiseret til familien (f;) er:
Der findes en spidsform g af veegt 3/2 og niveau 128 - lad os sige med Fourierudvikling
(bb) - saledes, at:

(bbb) b1(9)* L(fa, V)V = ba(9)*L(f1, 1) ;

formen g er ikke entydigt bestemt ved kravet (bbd), men (bbb) er opfyldt, hvis g for
ethvert ulige primtal p er egenform for en vis operator (kaldet en Hecke-operator)
T,» med tilhgrende egenveerdier a,(f1), hvor T,z er en lineser operator virkende pa
det komplekse vektorrum Ss/5(128) af spidsformer af veegt 3/2 og niveau 128. Nu
er rummet Ss5(128) endelig-dimensionalt (faktisk er dim S3/»(128) = 3), og der
findes algoritmer til konstruktion af en basis for dette rum, hvorved vi mener, at
Fourierkoefficienterne for en basis kan konstrueres op til en hvilken som helst gran-
se, der gnskes. Videre kan virkningerne af operatorerne 7,2 angives eksplicit som
virkninger pa felgerne af Fourierkoefficienter for en basis. Af den naevnte endelig-
dimensionalitet kan man traekke den konsekvens, at det krav, der stilles til vores
ukendte form g € S3/5(128) - altsa at T)2g = a,(f1)g for alle ulige primtal -, kan vi-
ses eller afvises at veere opfyldt for en given kandidat g ved for endeligt mange ulige
primtal p (i det foreliggende tilfaelde raekker det at tage p € {3,5}) at teste, om T2
giver den gnskede virkning pa ¢’s Fourierkoefficienter op til en vis eksplicit angivelig
greense. At finde et g € S3/(128) saledes, at (bvb) geelder, er saledes reduceret til en
endelig meengde lineser algebra. Man kan pa denne made verificere, at vi har (bbb),
hvis g betegner fglgende form:

z wiT- (222 24822
) o) = Y (L)

T,Y,2=—00

At denne funktion virkelig er et element i S3/5(128), er i princippet standard 19.
arhundredes-viden: Beviset kan fores ved klassisk Fourieranalyse (Poisson-summa-
tion) analogt til beviset for den klassiske theta-transformationsformel:

o(-2) o
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hvor A(7) == 3220 ™7 for Im(7) > 0.

Vi kan nu let afslutte beviset for Tunnell’s seetning: Tallet L(f1, 1) kan beregnes
numerisk; det er givet ved den uendelige raekke:

L) =223 anlfiyn e ™
n=1

sd man beregner, at L(f1,1) = 0,655514 ... # 0. For vores form g givet ved (f) haves
b1(g) =1 # 0. Da g tilfredsstiller (bbb), fas saledes

L(Eg,1) = L(fa,1) # 0 < ba(g) # 0 ,

sa (b) folger, hvis vi viser, at by(g) = c4. Lad:

ug = #{(v,y,2) € Z®| 22* +y* +322° = d}
=#{(r,y,2) €Z*| 22* +y* +82* =d, z lige},
va = #{(x,y,2) € Z%| 22° + y* + 822 = d, z ulige} ;

daer cg = ug — % (ug + vq), altsd 2¢4 = ug — vg. Men nu har vi ogséa:

ug = #{(v,y,2) € Z®| 22 +y*+ 822 =d, z lige, y af form 4t + 1}
+ #{(z,y,2) € Z® | 22% +y* +82* =d, z lige, y af form 4t + 3}
= #{(z,y,2) € Z}| 22* +y*+ 82% =d, z lige, y af form 4t + 1}
+ #{(z,—y,2) € Z® | 22> +y* +82* =d, z lige, y af form 4t + 1}
= 2-#{(z,y,2) € Z®| 22?2+ y*+82% = d, z lige, y af form 4t + 1} ,

og tilsvarende for vy, hvoraf sluttes uy — vg = 2b4(g).

Eksempel

Betragt tallet 751 (primtal). Vi har, at 751 = 7 (8), i.e. 751 giver rest 7 ved division
med 8. Hvis man bemaerker, at kvadratet pa et ulige, helt tal er = 1 (8), ser man
da, at ingen af ligningerne 222 + y? + 322% = 751 og 222 + y? + 82? = 751 har
en lgsning i hele tal x,y,z. Tallet c¢;5; fra Tunnell’s saetning er saledes = 0. Af
beviset for Tunnell’s setning folger derfor, at L(F75,1) = 0 (alternativt kan dette
vises pa folgende made: Der findes en algoritme til bestemmelse af fortegnet o(F£)
fra setning 1; benyttes denne, finder man, at o(Fr5) = —1; af setning 1 folger
da L(E751,1) = 0). Nu er det saledes, at man for en moduler elliptisk kurve E
v.hj.a. af tallene a,(F) kan udtrykke tallet L'(E,1) ved en hurtigt konvergerende
uendelig raekke. Jeg beslutter mig for et beregningsmaessigt overkill og forlanger
1000 led af denne uendelige raekke hgrende til E75; og hvert led beregnet med 100
decimalers ngjagtighed. Efter knapt 2 sek. regnetid oplyser min computer mig, at
L'(E75,1) = 10,89225888 . ... Den navnte uendelige reekke konvergerer sa hurtigt,
at man heraf rigorgst kan slutte, at L'(E751,1) # 0. Vi har folgelig r4,(E7s1) = 1.
Ifolge Kolyvagin’s setning (ssetning 3 ovenfor) er da r(Er5;) = 1. Ifolge lemma 2 er
derfor 751 et kongruenstal. Pa helt tilsvarende vis viser man, at 1063 (primtal) ogsa
er et kongruenstal.

17



Ovelse 3: Vi beviste altsa netop eksistensen af rationale tal o, 3,7 med den egen-
skab, at v2 — 32 = 3% — o = 751. Men kan vi ogsa faktisk angive et eksempel pa
sadanne rationale tal o, 3,7 Nu, man konstaterer, at:

99126392479\ * (75063556321 \* _ (75963556321 " (41411134879\*
2323841520 2323841520 ) \ 2323841520 2323841520 )

(velsen bestar i at taenke over, hvorledes man finder sddan en lgsning. Eventuelle
lzesere, der let finder denne eller en anden lgsning, og som derfor ikke forstar ek-
semplets og ¢gvelsens pointe, kan i stedet betragte tilfeeldet d = 1063. (Se eventuelt
kommende algebraseminar).
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Grupper med lutter normale undergrupper
Asger Grunnet

Indledning

Da jeg i sin tid laeste 3AL (efter Christian U. Jensens noter fra 1993) stgdte jeg pa
folgende bemaerkning:

,Quaterniongruppen har en bemarkelsesveaerdig egenskab. Den er ikke
abelsk, men samtlige undergrupper er normale.*

Som bekendt er alle undergrupper i en abelsk gruppe normale, men det omvendte
galder altsa ikke. Nu har jeg altid veeret nysgerrig, sa jeg kunne ikke lade vaere med
at spekulere over hvilke andre grupper der har denne egenskab. Det viser sig at der,
i en vis forstand, faktisk ikke findes andre end quaterniongruppen. Hvad der rent
faktisk geelder, vil jeg vente lidt med at afslgre. (De der ikke kan vente, kan springe
direkte til saetning 3 og fa afklaret spgrgsmalet med det samme.)

Jeg vil kalde en endelig gruppe G pseudoabelsk, hvis G ikke er abelsk, men alle
undergrupper i GG er normale. Det er mit mal i det fglgende at bestemme alle pseu-
doabelske grupper. (Bemzrk at jeg her har begraenset mig til endelige grupper.)

Lidt notation

Lad mig starte med at minde om lidt gruppeteoretisk notation. Hvis G er en gruppe
og z,y € G er [r,y] := xyz~ 'y !. Laeg iser maerke til at der gaelder:

7,y =1 <= zy=yx

altsa at x og y kommuterer netop hvis [z, y] = 1.
Hvis 1,...,x, er elementer i G, er (xq,...,z,) undergruppen frembragt af
Z1,...,%n, det vil sige den mindste undergruppe i G, der indeholder x4, ..., z,.
For z € G er |z| (ordenen af x) givet ved:

2| := min{k € N|z" = 1}.

Husk at der for n € N geelder 2™ = 1 netop hvis n er delelig med |z|.
Quaterniongruppen Qg (ikke at forveksle med en vis tankstation!) kan nu be-
skrives som gruppen (z,y), hvor = og y er elementer som opfylder: |z| = |y| = 4,
22 =y? og vy =y~ 'u.
G’s centrum Z(Q) er defineret ved:

Z(G):={r e GVy € G : xy = yx}.

19



Et element x € G kaldes centralt, hvis z € Z(G).

En gruppe hvis orden er en potens af primtallet p, kaldes en p-gruppe. Hvis
|G| = p{*---pe, hvor py,...,p, er forskellige primtal, findes for hvert ¢ = 1,... r
en undergruppe P; i G med |P;| = p}*. Sddanne undergrupper kaldes Sylowgrupper.

Endelig bgr jeg for god ordens skyld minde om hvad en nilpotent gruppe er, selv
om jeg egentlig ikke far brug for det: En gruppe G kaldes nilpotent, hvis der findes
normale undergrupper Gy,...,G, 1 G, sa

1=G;CG,C---CG, =G

0g Gi+1/Gi - Z(G/Gl) for i = 1, e, — 1.
Der findes utallige mader at karakterisere nilpotente grupper pa. Tillad mig at naevne
folgende velkendte karakterisering uden bevis:

Saetning 1. Lad G vere en endelig gruppe. Folgende betingelser er da ekvivalente:

(1) G er nilpotent.
(2) Alle Sylowgrupper i G er normale.
(3) G er isomorf med det direkte produkt af G’s Sylowgrupper.

Pseudoabelske grupper

Det er klart, at en pseudoabelsk gruppe G automatisk opfylder (2) i seetning 1. Af
(3) far man derfor at G har formen

G=P x - xP,

hvor Py, ..., P, er de forskellige Sylowgrupper i GG. Det er desuden klart at en un-
dergruppe i G vil veere enten abelsk eller pseudoabelsk, specielt gaelder dette for
Sylowgrupperne. Igvrigt ma mindst én af Sylowgrupperne veere pseudoabelsk, da
G ellers ville vaere abelsk. Dette reducerer analysen af pseudoabelske grupper til at
betragte pseudoabelske p-grupper for primtal p. For jeg gar igang med at betragte
pseudoabelske p-grupper, vil jeg naevne nogle lemmaer:

Lemma 1. Lad A og B vere normale undergrupper of en gruppe G, med ANB = 1.
Hvisa € A ogb € B er ab = ba.

Bevis: Da A og B er normale, er ba~'b~! € A og aba! € B, og dermed er
[a,b] = a(ba™'b™") = (aba " )b' € ANB =1.

U
Lemma 2. Hvis G er pseudoabelsk og elementet z € G har orden 2, da er z € Z(Q).

Bevis: Antag at z € G har orden 2, og lad x € G vere vilkarlig. Da G er
pseudoabelsk er undergruppen (z) = {1, z} normal, specielt er zz2~! € {1, 2}. Da
xzz~! # 1 (ellers ville z = 1 i modstrid med |z| = 2), m& xzz~! = 2z, det vil sige
xz = zx. Altsa vil z tilhgre Z(G). O

Det folgende tekniske lemma er snarere talteoretisk end gruppeteoretisk:
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Lemma 3. Lad p vere et primtal. Lad k,q,r,s € N og antag at k =1 (mod p"), at
p® er den stogrste p-potens, der gar op i q, samt at p® > 2. Sd er

Z E'=q (modp™™).

Bevis: Da k=1 (mod p") findes a € Ny sa k =1+ ap”. Nu er:

qz_ik:" = ;urap :qziZ() Ty

=0 = =0 5=0
qg—1
= Z(l +dap”)  (mod p"*?)
i=0
q—1
= q-+ap" Z i
i=0
—1
- aprq(q ).
2
Da p® > 2, vil q(q ) veere delelig med p, og dermed ma ¢+ ap” L1 q(q L=y (mod p™t1),
hvilket viser det ;zsnskede. O

Hvis p er et primtal og x og y er gruppeelementer der frembringer en pseudoabelsk
p-gruppe vil jeg kalde x, y for et p-par. Bemaerk at xy # ya (idet gruppen (z, y) ellers
ville veere abelsk). Bemeaerk ogsé at enhver pseudoabelsk gruppe vil indeholde et p-
par for et primtal p (idet man blot veelger to ikke-kommuterende elementer i en
pseudoabelsk Sylowgruppe). Her er et par lemmaer, der viser hvordan p-par opfarer
sig:

Lemma 4. Lad x,y vere et p-par. Da findes k € N, k delelig med p, sd [z,y] = y*.

Bevis: Da (x) og (y) er normale undergrupper i (x,y), vil

[z, y] = x(yz 'y ™") = (zyz Ny~ € () N (y) C (y),

specielt er [z, y] = y* for et k € N. Hvis k ikke var delelig med p, ville (y*) = (y) og
dermed ville y € (y*) C (x) N (y) C (z), specielt skulle y kommutere med z, hvilket
er en modstrid. O

Ligningen [z,y] = y* i lemma 4 kan omskrives til zyz~! = y**1, og det ses let

(f.eks. ved induktion efter ¢) at x og y ogsa opfylder:

q(k+1) k+1)9
)

zylz =y og at zlyz~1 = y
for alle ¢ € N.
Lemma 5. Lad x,y veere et p-par. Da gelder:  [2P,y] =1 < [z,y?] = 1.

Bevis: Af symmetri-grunde er det nok at vise den ene implikation. Antag at
[z, y?] = 1. Ifplge lemma 4 er

p(k+1)

1= [x,y] = ayPa 'y = y?F iy P = ¥,
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for et tal k£ som er deleligt med p. For at dette kan lade sig ggre ma |y| ga op i pk.
Nu er

1 (k+1)P

(2P, y] = aPyz Py~ =y (e 1)P=1

y =y
Der geelder:

wrr-1=3 (D)= (Mr=pk=0 tmoa

i=1
idet det benyttes at k* er delelig med |y|, nar i > 1. Heraf ses det at [zP,y] = 1. O

Som alle der har beskaftiget sig med gruppeteori ved, udggr primtallet 2 meget
ofte et specialtilfaelde. (Taenk for eksempel pa sztningen: Enhver gruppe af ulige
orden er oplgselig!) Som det ses af den fglgende satning, geelder dette ogsa her.
Bemark igvrigt at specialtilfzeldet her kommer fra specialtilfeeldet p°* = 2 i det
talteoretiske lemma (lemma 3).

Saetning 2. Lad p vere et primtal, og antag at x,y er et p-par. Da er p = 2 og
<ZII, y> = QB-
Bevis: Vaelg ¢ € Ny maksimal s [27",y] # 1 og seet & = 27". Nu er 7,y et p-par

og [#*,y] = L.
Vaelg m,n € N minimale, sa 7", y?" € () N (y). Der ma ngdvendigvis gaelde at

(@) = (™) = @) N {y) = (=) N {y).

(Overvej.) Specielt findes et tal ¢ € N, som ikke er deleligt med p, sa 77" = y".
Det kan antages at ¢ = 1 idet man blot erstatter y med y© (det er klart at y og y°
frembringer de samme grupper), saledes at 7" = y?".

Saet j = 27" "'y. Det er klart at (Z,§) = (Z,y).

Pastand: m = n. Antag nemlig at m > n (tilfeeldet m < n udelukkes tilsvarende).
Da [2P,y] = 1 er ogsa [Z7P" ", y] = 1. Derfor er

gp” — (ffp y)p — 5P yp” — yfp”yp" —1.
Antag at z € (Z) N (7). Sa findes a,b € N, sa

e IR )
Heraf ses det at y = 79" € (7)) N (y), hvorfor der ma geelde at p™ gér op i
b. Altsd ma z = §° = 1. Dette viser at (Z) N (§) = 1, og af lemma 1 sluttes at &
og § kommuterer, men si ma gruppen < ,y) = (Z,7) jo veere abelsk, hvilket er en
modstrid. Dermed ma m =n (og § = 7~ 'y).
Ifplge lemma 4 anvendt pa p-parret &,y findes k € N, sa Zyi~! = ¢*, hvor k — 1 er
delelig med p. Lad p" veere den stgrste p-potens, der gar op i k — 1. Da [P, y] = 1,
er ifolge lemma 5 ogsé [7,y?] = 1 og derfor er y? = ZyPZ~! = yP*. Dette medforer at
p = pk (mod |y|), altsa at p(k — 1) er delelig med |y|. Da k — 1 ikke er delelig med
ly| (i s& fald ville Z jo kommutere med y), mé |y| = p"*i.
Pastand: p™ = 2. Antag at p” > 2. Ifglge lemma 3 (med ¢ = p™ og s = m) er sa

(2

-1

pm—1
S K =pm (mod Jy)).
=0
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Heraf ses det at

m

~7pm 1+k+k2+---+k7’m_l m m

g =@y =1y =y Py =1,

idet ligningen yZ~! = Z~1y* benyttes til at ,, flytte 3’erne mod hgjre* .

Ethvert element i gruppen H := (Z,y) = (Z,9) kan skrives pa formen 7% (idet
y’erne kan ,flyttes mod hgjre“ som ovenfor). Da (y?") = (Z) N (y), ma H indeholde
praecis |z| p™ elementer. Eftersom ethvert element i H ligeledes kan skrives pa formen
7o%° hvor 0 < a < |Z| og 0 < b < |g| < p™, ma (Z) N () = 1, idet der ellers ikke
ville kunne forekomme |Z|p™ forskellige elementer. Ifglge lemma 1 ma Z og ¢ nu
kommutere, hvilket er en modstrid. Altsa er p™ = 2.

Vi konkluderer nu at p = 2 og m = n = 1, specielt at (72?) = (y*) = ()N {y) = (z)
(y). Da sxtningens antagelse er symmetrisk i x og y, ma ligeledes (z?) = (z) N (y
(Altsd ma faktisk x = 7 og 2% = y2.)

Det kan antages at k = 2" + 1, idet & — 1 er delelig med 27, men ikke med 27!, og
k kun er defineret modulo |y| = 271

Pastand: |z| = |y| = 4. Seet z = ¢y 'z, sd er

N
).

2 or7lq or—lg (2*—1—1)(1+k)x2

r—1__ T 2r—1
2=y 2y T =y (2 1)(2+27)+2 _ y2 .

Hvisr >2er 2r —1 > r+1 og dermed er 22 = 1. I sa fald er z central ifglge lemma

2, specielt vil y kommutere med z og dermed med z, hvilket er en modstrid. Dette

viser at r = 1, altsd at |y| = 2" = 4. Tilsvarende mé ogsa |z| = 4.

Talt er det vist at || = |y| = 4, at 22 = ¢, samt at 2y = y*z = y3zr = y 1z, altsi
t <.T, y) = QS- O

Ved hjalp af setningen er det nu endelig muligt at bestemme samtlige pseudo-
abelske grupper:

Korollar 1. Huvis G er en pseudoabelsk gruppe, da er: G = Qg x (Co)™ x A, hvor
Cs er den cykliske gruppe af orden 2, n er et ikke-negativt heltal og A er en abelsk
gruppe af ulige orden.

Bevis: Lad G veere pseudoabelsk. Ifglge setning 1 er G = P X Py X -+ - X P,
hvor P, ..., P. er Sylowgrupperne i G. Disse er alle abelske eller pseudoabelske og
mindst én er pseudoabelsk. Ifglge seetning 2 er det kun 2-Sylowgruppen, der kan
veere pseudoabelsk. Antag at S := P; er 2-Sylowgruppen, og seet A = Py x -+ X P,.
Saer G=S x A, og A er en abelsk gruppe af ulige orden.

Lad z,y veere et 2-par i S. Ifglge setning 2 er (z,y) = Qs, det vil sige |z| = |y| = 4,
2?2 = y? og zyz! = 3. Lad z € S veere vilkrligt.

Pastand: z = gz, hvor g € (z,y) og |Z| < 2. Der deles op i fire tilfeelde: z kan kom-
mutere med z eller ikke, og z kan kommutere med y eller ikke. Hvis f.eks. z kom-
muterer med y men ikke med z, vil x, z veere et 2-par. Ifglge setning 2 er sa |z| = 4,

==y’ ogarzz! =23 Nuer

2(y2)a™! = (wya ") (z227") = 4% = yz,

dvs. x kommuterer med yz. Bemark at y kommuterer med yz netop hvis y kom-
muterer med z. I dette tilfzelde seettes g = y~! og Z = yz. De gvrige tilfzelde er
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tilsvarende. Dette viser at ethvert z € S kan skrives som et produkt z = gz, hvor g
tilhgrer (z,y) og Z kommuterer med bade x og y.

Antag nu at Z € S kommuterer med bade x og y samt at |Z| > 2. Det kan antages at
|Z| = 4, idet Z ellers erstattes med en passende potens af Z. Betragt undergruppen
H := (yz). Da S er pseudoabelsk, er H normal. Specielt ma

vi=ayr 2 =2yt € H={1,y%,y°7* y*#*}.

Det ses let at dette giver en modstrid i hvert af de fire tilfzelde, f.eks. vil 32 = 1
medfgre at y = Z, hvilket er en modstrid, da x kommuterer med Z men ikke med y.
Vi konkluderer at ethvert element i S er pa formen ¢z, hvor g € (z,y) og Z har
orden hgjst 2 (og er centralt ifglge lemma 2). Dette kan kun lade sig ggre, hvis
S = (x,y) x (Cy)™ for et tal n € Ny (overvej), hvilket viser det gnskede. O

Jeg burde nu strengt taget vise at alle grupperne i korollaret er pseudoabelske,
men det vil jeg overlade til lzeseren. Jeg vil slutte af med at bemarke (uden bevis),
at der geelder noget tilsvarende for vilkarlige (altsa ogsa uendelige) grupper, nemlig
fglgende:

Seetning 3. Lad G vere en ikke-abelsk gruppe hvori enhver undergruppe er normal.
Da er G = Qg x A, hvor A er en abelsk gruppe, og ethvert element a € A opfylder
at |a| < 0o og at |a| ikke er delelig med 4.
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