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1. Kurver og flader.

Ved en differentiabel kurve, K, med en parameterfremstilling, ¢, forstas en
C?funktion af et interval, ¢ : [a,b] € R™", n=2,3,....

T2

T1

Hvis ¢ er vilkarlig ofte differentiabel, kaldes kurven glat.

Tilsvarende defineres en differentiabel (glat) flade, F, med en parameterfrem-
stilling, ¢, som en C'?~ (C'°°-) funktion, ¢ : [a1,b1] X [az,b] ER", n =3,4,....
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Fladebegrebet generaliseres til en p—flade, hvor p > 0, ved at forlange inter-
vallet 1 RP. En kurve er pa denne made en 1-flade, og et punkt en 0-flade.
Man kan udmeerket betragte en 3-flade i R:
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Et eksempel er fladen (kuglefladen)
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¢ : (u,v) € [0,27] x [—g, g] — (cos v cosu, cosvsinu,sinv) € R?

Et andet eksempel er en torus,

¢ : (u,v) € [0,27] x [0,27] — (cosv(2 + cosu),sinv(2 + cosu),sinu) € R
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Disse eksempler viser flader uden rand. Men intervallerne har alle en rand.

Hvor bliver randen af? I kugletilfeeldet afbildes de vandrette rande, v = 7 og

~, 1 hhv. “nordpol” (0,0,1) og “sydpol” (0,0, —1), mens de lodrette, u = 0

-z
og u = 2m, afbildes i den samme kurve: v — (cosv,0,sinv).

v =

€3

Randens billede ///

T2

1




Pa torus afbildes de lodrette 1 den samme cirkel og de vandrette 1 den samme
cirkel:

_/

T2

x Randene v = 0 ogu = 27

Randenev = 0ogv = 27

Randene kunne forsvinde ved at falde sammen eller ved at reduceres til et
enkelt punkt.

Da vi er interesserede 1 at beskrive kuglefladen med den anfgrte parame-
terfremstilling, ma vi tillade randsammenfald. Men i det indre af intervallet er
sammenfald ikke sa interessant.

Vi indfgrer ogsa en orientering af flader. Fgrst orienterer vi intervallerne.
Et interval 1 R fra a til b har dermed en gennemlgbsretning, nemlig fra a til b:

Den modsatte orientering er gennemlgbsretningen fra b til a.

I tilfaeldet fra a til b vil vi endvidere orientere endepunkterne med + for b og
— for a:

Dernaest orienterer vi et rektangel ved et omlgb ad randen:



Ved et omlgb langs randen 1 pilenes retning har vi det indre af rektanglet pa
venstre side.

Afbildes det orienterede rektangel pa en torus, bliver de modstaende sider
limet sammen pa den made, at pilene pa siderne gar i modsat retning:

oo
N N

Cylinder

Torus

En flade, der er dannet ved at lime dele sammen med samme orientering,
kan ikke selv orienteres. Et eksempel er M6bius bandet, hvor man ikke kan skelne
mellem op og ned.



Mobius band

Ved deling af et rektangel i to rektangler ses, at de to nye sider naturligt far
modsat orientering:

Deling af et rektangel

Vi indfgrer derfor den regel, at ved sammenfald af to modsat orienterede sider
hever de hinanden.

Sammenlimning af to rektangler

Derved bliver sfaeren og torus til flader uden rand.

Vi orienterer tilsvarende en kasse:



I

Orienteret kasse

Hvert rektangel pa siderne orienteres saledes, at kanterne far modsatte ori-
enteringer, som kraeves, for at de kan haeve hinanden.

Kassens overflade er derfor uden rand; alle kanter er med 2 gange, men
modsat orienteret:

! |

Vi definerer nu en kede af kurver eller flader som et saet af kurvestykker eller
fladestykker med orientering, hvor sammenfaldende dele med modsat orientering
haever hinanden.

F. eks. er randen af rektanglet en kaede af 4 kurver, hvis endepunkter parvis
haever hinanden. Nar rektanglet afbildes pa en cylinder, haever de to af siderne
hinanden, sa cylinderens rand kommer til at besta af billederne af de to andre
sider, altsa af 2 cirkler.

Hvis en kurve eller flade er uden rand, kaldes den [ukket. Eksempler er cirkel,
sfeere og torus.

Hvis en flade har en rand, sa er denne rand lukket.

Spgrgsmalet om, hvornar en lukket kurve eller flade er en rand, er emnet for
den algebraiske topologi. Det drejer sig om, hvorvidt rummet har huller. I planen
er en lukket kurve uden selvgennemskaeringer rand af et omrade, men i en hullet

plan som f. eks. R%\ {(0,0)} geelder det ikke:
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R? R*\{(0,0)}

rand ikke rand

Vi definerer nu 9@ som den funktion, der til en flade lader svare dens rand,
som er en kade af flader af lavere dimension med den nedarvede orientering.

Saetning 1. En rand er altid lukket.

00 =V

2. Differentialformer og kurveintegraler.
Differentialet af en differentiabel funktion af 2 variable, f(z,y), er som be-
kendt en funktion af 4 variable, z,y, dx, dy, som er linezer i de to sidste,

51‘(:6,y)dx+ Of(x,y)

d
ox Jy 4

Det er naturligt at spgrge om, hvorvidt et tilsvarende udtryk

(*) P(z,y)dz + Q(z,y)dy

hvor P og @ er funktioner af R? ind i R, er differential af en funktion, f(z,y).

Et udtryk af formen () kaldes en differentialform. Hvis der findes en funk-
tion, f, med (*) som differential, kaldes (x) et totalt differential.

Som bekendt gaelder, at hvis f er kontinuert differentiabel, sa er

?f  0*f
0x0y  Oylx

Med andre ord, en ngdvendig betingelse for, at (%) er et totalt differential, er, at
der geelder:

orP  9Q
(%) B

Betingelsen (x) er tilstrackkelig, hvis funktionerne P og @ er definerede overalt.
Thi vi kan da definere f som

x y
f(m,y):/ P(t,b)dt—l—/b Q(z, s)ds

8



Bewss. Vi regner saledes:

Of(x,y) . Y 0Q(x,s) )
9 —P(x,b)+/b ——= 1 7d

og umiddelbart

Ved definitionen af f har vi kun benyttet funktionerne P og @ langs kurven

Y

b 2D

Vi kunne lige sa godt have defineret
y xr
flz,y) = / Q(a,s)ds —I—/ P(t,y)dt+
b a
altsa integralet langs kurven
Y Y
ba T

Det viser sig, at f(z,y) = g(z,y), nar P og Q er definerede overalt pa og
inden 1 rektanglet og er kontinuert differentiable der.
Vi udtrykker dette forhold ved at sige, at

/az P, b)dt + /by Oz, s)ds + /r P(t,y)dt + /yb Q(a,s)ds =0

9
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altsa, at integralet er = 0 langs kurven

Lad ¢ = (¢4, py) : [a,b] — R? veere en differentiabel kurve. Vi definerer nu
kurveintegralet af differentialformen (x) ved

]{7(*) = /ab (P(@(t))di“” + Q(@(t))d:;_ty) dt

Bemaerkninger:

1) Kurveintegralet afhzenger ikke af den valgte parameterfremstilling, kun af
dens retning. Lad nemlig ¢t = h(s) vaere en orienteringsbevarende kontinuert
differentiabel funktion, h : [¢,d] — [a,b], fx. B’ > 0,sa er ¢ o h : [¢,d] — R?
en parameterfremstilling af den samme kurve:

d b #(b) = oh(d)

Kurveintegralet er per definition

d
ﬁOh(*)z/c (P(gp(h(s)))w+Q(S0(h(s)))d(s0y5lf;(8)))>ds

:/c [P(tp(t))w + Q(@(t))w]t_h( )h'(s)ds

h(d) d(
pa(t) d(py (1))
- [ (P v oty U Y i = f o
(¢ ¥
2) Kurveintegralet af et totalt differential er givet ved veerdierne i endepunk-
terne af kurven.

g = [ (G5 S M4t ) o
— [t~ ol = o) ~ St

10
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3) Hvis kurven er lukket, sa er integralet 0. Thi da er f(p(b)) = f(¢(a)).
Saetning 2. Integralet af et totalt differential langs en lukket kurve er 0.
Omvendt geelder:

Saetning 3. En differentialform w = Pdx + Qdy som opfylder, at integralet langs
enhver lukket kurve, ¢, er 0, altsa
fo-
)

Bevis. Vi vaelger et punkt (z9,yo) og definerer i (z,y) funktionen

flz,y) =7iw

hvor ¢ : [0,1] — R? er en kurve, sa ¢(0) = (z0,y0) og ¢(1) = (z,y). (Betingelsen
sikrer, at f(z,y) er uatheengig af valget af kurve, ¢, mellem endepunkterne. )

er et totalt differential.

P(t)
(.I(), yo)
Da er 5
Or  dz—0 dz
hvor

fle +dz,y) — f(z,y) = %pw = /0 (P(z 4 tdz,y)dz)dt

hvor ¢(t) = (z + tdz,y) for t € [0,1]. Altsa er ifplge middelvaerdisaetningen

1
dx dz J,

for et 7 € [0,1]. Da P er kontinuert, fas

ox dr—0

Et grimt eksempel:

_ de —
222 0 22
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Denne form er ikke defineret overalt, nemlig ikke i (0,0). Selv om den opfylder
(x), sikrer det os ikke, at den er et totalt differential.

(%) 9 Y _ oyt 0w
ay 2 _I_y2 - ($2 +y2)2 _ Ox 2 _I_yZ

Hvis den var et totalt differential, sa skulle

%wzo
®

for enhvar lukket kurve, ¢. Lad os szette

o(t) = (cost,sint), t € [0,2n]

altsa den lukkede kurve, enhedscirklen. Bemszerk, at kurven lgber rundt om hullet,

(0,0).

7(0,0) /1

. / \\\w)
N

V1 finder efter definitionen

t — t
f w = / sin (— sint) + L.Z . (cos t) dt = =27
cos?t +sin’t +sin%¢ cos?t +sin°t

Altsa kan w ikke vaere et totalt differential.

3. Anvendelser pa differentialligninger.
En differentialligning af formen

P(‘r7y)d‘x + Q(.T,y)dy =0

siges at have en lgsning, y = ¢(z), hvis

P(z, () + Qa,(x))¢" () = 0

Med andre ord, ligningen identificeres for Q(z,y) # 0 med den sadvanlige ligning




Hvis differentialformen,

w = Pdx + Qdy

er et totalt differential, altsa

_of af
w = %dx + a—ydy

sa vil ligningen
af af
—d —dy =0
oz " + Jy Y
betyde for lpsningen, y = ¢(z), at

df(z,p(x)) _ Of(e,p(x))  Of(xp(x)) 0\ _
dx B Ox + Oy Plx) =0

altsa, at

fr o) = K

hvor K er en konstant.
Med andre ord, y = ¢(x), er bestemt implicit ved relationen,

flz,y) =K
Eksempel.
dy y?
dr =z

Lgsningen findes ved at lgse f. eks.

1 1
—dr — —dy =10
x y

T, Yy

13

Nu er a% (l) =0 og % (_—21> =0, sa for (z,y) # (0,0) er formen maske et totalt

differential af en funktion,

f(z,y) = g(x) + h(y)

Vi finder, at
1

dur. Altsa er lgsningen y = p(x) givet implicit af ligningen
1
Inlz|4+ - =k
Y

Denne ligning lgses umiddelbart 1 y til

1
= f k
V= g o el

13
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Prgve:
dy -1 1 T y?
%:m(‘m)'m:?
Eksempel.
dy y—u
E - Y+
eller evt.
(z —y)dz + (z +y)dy =0
Nu er
Oz —y) _ 4 (T+y) 3
dy
sa vi har ikke et totalt differential. Men 11gn1ngen kan erstattes af
r§+52dx+ J:‘Zi;dy —0

Denne form er det totale differential af
Iny/2? + y? + arctan Y for z#0
T
sa ligningen
In+/2? + y? + arctan L. k
x

bestemmer implicit lgsningen til den oprindelige differentialligning. Men her er
der ikke tale om et totalt differential i hele omradet; kurveintegralet langs enheds-
cirklen er 2m.

4. Green’s sztning.
Lad der vezere givet et rektangel, R, 1 planen og en differentialform, som ikke
ngdvendigvis er et totalt differential,

(*) w=P(z,y)dz + Q(z,y)dy

Det er altsa ikke givet, at (x) er opfyldt. Vi kan derfor betragte afvigelsen fra (x)
som funktionen
oQ oP

Altsa, (x) betyder nu, at f = 0.

Lad ¢ veere en parameterfremstilling af rektanglet. Saetning 3 generaliseres

7{0 o= [ fagpedy

(Hvor R og ¢ har tilsvarende orienteringer.)
Bevis. Lad R = [a,b] X [¢,d].

[, Rtwinis = [ [ S -
:/C[ (z,y)], dy—/Qbydy—/Qaydy—foy

14

til:

Green’s formel.
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Green’s sztning generaliseres uden videre til et vilkarligt omrade. Thi et
omrade kan deles i stykker af formen:

som kan beskrives ved

D = {(x.9)la(y) < v < Bly) Ae <y < d)

Regnestykket bliver sa det samme med a og b erstattet af a(y) og #(y). Vi har
derfor Green’s setning:

Szetning 4. Lad D vare et omrade 1 planen med orientering, og lad 0D vare den
tilsvarende orienterede rand. Lad endvidere w = Pdx + Qdy vare en kontinuert
differentialform pa D. Da gaelder

oQ 8P>
= — — — | dzd
7({9Dw /D <8x dy o
Eksempel.

Arealet af et omrade, D, er jo

/ 1dxdy
D

Nu sgger vi en form, w, med 1 som partiel afledet. F. eks. vil w = zdy, w = —ydzx
eller

1
w = §(xdy —ydz)

15
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kunne bruges. Green'’s szetning siger nu, at

1

Areal(D) =/ 1dzdy =7{ w= —7{ (zdy — ydz) :7{ xdy = —7{ ydz
D oD 2 Jop oD oD

Er D enhedscirklen, fas altsa

2m 2m
208 2 1
Wz]{ :cdy:/ cosg.o-singodap:/ Mdapz()—l—ﬂ
aD 0 0 2

eller

1 2w 1 2w
7:_]{ (xdy—ydx):—/ (Coszc,o+sin2c,o)dn,o:—/ ldp ==
2 Jan 2 Jo 2/,

5. Differentialer af differentialformer.
I Green’s setning indgik processen:

Pdx + Qdy — @ — @_P dzdy
or Oy

Denne proces er et eksempel pa den relevante differentiation af differentialformen.
I R™ indfgres fplgende basisformer af graderne 0,.. ., n:

grad form antal
0 1 1
1 dry,...,dr, n
2 dry ANdxg,dxy ANdxs,...,dr,—1 Adx, (;Z)
3 dry ANdxy Adzs, ... (g)
n dry ANdzo Adzs A -+ ANdz, 1

I dimension n = 2 fas altsa basisformerne:
1, dr, dy, dxAdy
I dimension n = 3 fas fglgende 8 = 23 bhasisformer:

1.

I

de, dy, dz; dyANdz, dzAdr, dxANdy; dzxAdyAdz

For disse former indfgres regneoperationen A med fglgende spilleregler (formerne
siges at alternere)

(1) dr Ndx =0
(2) de A dy = —dy N dx

(Bemaerk, at (2)=(1).) Produktet A kaldes det ydre produkt (af formerne).

16
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Ved en differentialform af grad p forstas en sum af udtryk af form som en
differentiabel funktion gange en basisform af grad p:

flzy, ..o zp)dey Ao A dz;,
F. eks. 1 planen af grad 1:
P(a,y)de + Q(x,y)dy
eller 1 rummet af grad 2:
L(z,y,z)dy Ndz + M(z,y,z)dz ANdx + N(z,y,z)dz A dy
Vi definerer nu en differentiation, d, af en form
fo=fley,. .o an)dey Ao Adag,

SOIIl

d(fb) = (gi dy + -+ (,;Z

I Green’s satning optrader netop

d;cn) Ab=(df) A b

P
d(Pdz 4+ Qdy) = or (]x/\(]x-l—a dy/\d.r—l—%
y oz

Oz
(220 4y
) o

g (2). Vi kan derfor formulere Green’s ssetning som

fw:/dw
oD D

Differentiation af former opfylder

0
dx/\dy-l-—Qdy/\dy
dy

under anvendelse af (
formlen:

Saetning 5.
dd =0

Bevis. d(d(fb)) = d((df) Ab) = (d(d(f)) A b og

d(df) =d(§fldx1 4+t of d:cn) =

0xn
o’ f *f
8—x%d$1/\d$1+.”+ axl(,jxnalzz:n/\dyvl—|—---

O f O f
0z, 0, dry Ndxy, + -+ (9 2

+

——dz, Ndz,

Nu er af:aij = af:gxi og dvi Ndx; = —dz; A dz;. Altsa er d(df) = 0.

Bemaerk, at er w = df, sa geelder:

§ = [ aar) -
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Lad nu
o (1,0) € B = (2,5) = (91 0),02(u,0)) € D

veere en kontinuert differentiabel homeomorfi af E pa D. Da er jo

d;v/\dy:(aTdu—l—a—Tdv) (ayd -I-aydv)
v

ou ov Ou 0
_ Oz Oy Oz Oy Oz Oy Jz Oy
0u aualu/\cl +a—ua—vdu/\d —I—a—va—udv/\d u+ — 0 avdv/\alv
[0z 0y Oz Oy
_<6_ua_v_a_va_U> du A dv

Derfor fas

. Jx Oy B 8_:0@
/D flz,y)dzdy = /Ef o @(u,v) (%% 5 6u> dudv

Faktoren 1 formlen skrives ofte som determinanten

O(u,v) g—z g—f’)

kaldet Jacobi—determinanten.
Vi definerer endvidere A—produktet af to former

w = f(.L)d.Lll FANERIRAN dwip
7 =g(x)drj A--- ANdzj,

som (p + ¢)-formen
wAm = fx)g(x)degy, A--- Ndaxi) Nz, A Adaxj,
Da gwlder regnereglen
dwAr)=doAr+(=1)’wAdr
Thi

d(w A 7T) = d(fg)d.Lh Ao A dl‘jq
= d(f)gd:vll Ao A d;vjq + (fdg)d;ph A A dinq
:(df)/\d;cil/\---/\dxip ANgdrj N--- Adzj,

+Zf gdaf;k/\dx“ o Ndziy Az, Ao Ada,

= (dw) A7+ ( Zf Ydai, A -/\dxip/\a—g

Dar dey ANdzj N--- Ndzj,

= (dW)/\W+(— )Pw A (dr)

18
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6. Fladeintegraler af differentialformer.
Er der givet en flade, F, af dimension p ved

¢o: I —-R" TCR?
og en differentialform af grad p
w = fl...pd-rl AR d-fp + -+ fn—p-l—l...ndmn—p-l-l Ao Ndxy,

defineres integralet af formen w over fladen, F, ved

F. eks. kurvemtegralet

$ (s +Qin) = [ (P40 + Qe 1) d

I

idet dpy = @) (t)dt og dps = @4(t)dt. F. eks. koordinattransformationen

(t)
/ flz,y)dx AN dy = /f(;c(u,v),y(u,v))](w,y)du A dv
F I

For fladeintegraler gezelder analogt til Green’s saetning fglgende hovedsaetning, der
benaevnes efter Newton, Leibniz, Gaufl, Green, Ostrogradskij, Stokes, Poincaré og

evt. de Rham:
/dwz/ w
F oF

Til at bevise hovedsaetningen bruges fglgende lemma af Poincaré:
Lemma.
dwop)=(dw)oyp

Bewvis. Hvis w er en O—form, sa er w = f(z). Altsa

d(wo ) = d(f(p(u))) = VfDpdu
ifglge kaedereglen for differentiation. Men da
dw=df =V fdz

er pr. definition

(dw)o =V fopdp=VfDpdu

Hvis formlen gzelder for former af lavere grad, w og =, sa geelder den for w A 7.

Thi ifglge regnereglen er
(dlwAr)op=(doAm)+(-1)PwAdr)oyp
= ((dw)op)A(mop)+ (=1)P(wop)A((dr)oy)
= (do o) A(mog) +(—1)(wop) Ad(m o )
=d((wop)A(mop)) =d((wAm)oyp)
Det er nu nok at vise formlen for formen dz;. Men
(d(dz1))op=00¢ =0
d((dzy) o) = d(dey) =0

19
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Hovedszetning.

/dw:/ w
F oF

Bewis. Da der findes et p—interval, I, sa

/dw:/(dw)ogoog/ w:/ wo
F T oF ar

fplger af lemmaet, at det er nok at vise saetningen for intervaller.
Vi kan da antage, at formerne er hhv:

w=f(x1, - ,xp)dxa A--- Ndz,
of

dw = —— (x1, -+ ,xp)day ANdzg A+ Adxy
8;01

Da er integralet af w over de sider af intervallet, der er parallele med z;—aksen lig

med 0. Altsa er med I = [a,b] X J

/ w:/f(b,xg,'-' 7Ip)d$2/\"'/\décp—/f(a,wz,"' ,$p)d$2/\"'/\d$p
oI J J

:/J(f(b,x)—f(a,x))dx:/J/ab%(&x)df/\dx:/ldw

Laeg marke til harmonien mellem hovedsatningen og konventionen om op-
haevelse af modsat orienterede sammenfaldende dele af randen.

Er. fieks. w = Pdx + Qdy og F = Iy + Fy:

er jo abenbart

/dw:/ dw—l—/ dw
F Fy Fy
L= Lot L
oF OF, OF9

men det gaelder da kun, nar det for delelinien, ~, gaelder, at

/w—}—/ w=~0
ol —

20
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hvad der imidlertid er klart efter definitionen.
Anvendes hoveds@tningen pa regnereglen, fas

/me:Ld(wAw):deAﬁ+L(_1)prdﬁ

Det viser, at der gaelder generalisationen af reglen om delvis integration, 1 denne
form kaldet Green’s formler,

Green’s formler. For en P-form, w, galder:

/d(.u/\ﬂ':/ w/\7r—/(—1)pw/\d7r
F oOF F

Lad os som et eksempel beregne rumfanget af en ellipsoide

2y 2,2<
a—2‘|‘—+c—2_1

B={@na|5+5

Ifplge hovedszetningen er

Rmf(E) :/ lde ANdy Ndz = / zdx N dy
E oK
Nu er OF beskrevet af (¢,6), 0<¢ <27, —-F<6<7TZ:

T = acospcosf
y = bsinp cos 6

z =csinf
Vi finder

dr = —asin ¢ cos 8dy — acos p sin 0d6
dy = bcos p cos 8dy — bsin @ sin 6d6

hvoraf

dx A dy = absin® p cos §sin@dp A df — abcos® @ cos @sin 8dO A dp
= abcos fsin 6 (sin® ¢ + cos® ) dp A df = abcos §sin fdyp A db

Indseettes 1 integralet, fas med R = [0, 27] X [—g, %]

/ zdx N dy = / abe cos B sin® Bdyp A df
oF R
5 2w
= abc/ / cos B sin” Bdp A db
-z Jo
1
= 27rabc/ zide = 4—7Tczbc
1 3
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Rumfanget eller evt. arealet af en vilkarlig p—flade 1 et n—dimensionalt rum kan
findes af nedenstaende formel. Lad F' veere p—fladen defineret for I C RP ved

p: I —R"
Vi har funktionalmatricen for ay (uy, -+ ,up), -+, xn (ug, -+, up)
oz, . Oz
Ouq Ouy,
Dy =
Ouq Oup

som er en n X p—matrix.
Vi definerer nu de (Z) Jacobi—underdeterminanter som determinanterne

Bzil 9z,
Ouq T Ou
Jiy.i, = det [ :
Bzip o Bzip
Oun Ou

for ethvert saet, 1 <1y <--- <1 < n.
Volumenet af F' er nu

2
/ dx,;1 /\---/\d;cip)
1<z1< <ip<n
/ i21 ,_ipdul/\---/\dup
1<0 < <1p<n

For en kurve, K, givet ved z1(t),--- ,z,(t), t € I, far vi leengden

K T

For en flade, F', i R? far vi arealet, idet (z,y,2) = f(u,v):

— [ VAP @ AP (o Ay

N CORTTA T S ACN E T
- Oudv Qv ou Oudv 0Ovou Oudv Ov ou ¢ v

:/||fu % folldu A dv
I

hvor jo
9y 9y 9z 9z gz Bz
fu X fv — Ju v du ov ou ov
ou ov ou ov ou ov

F. eks. overfladen af ellipsoiden. Vi fortsatter fra eksemplet ovenfor med at finde

dz = ccos 6d6
dz A dz = acsing cos® 8dp A df
dy A dz = be cos g cos® Bdp A df
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Herefter fas arealet

:/ @y N2+ (dz A da 2+ (dz A dy)?
F

= / \/62 2 cos? @ cost B 4 a2c? sin® @ cost B 4 a2b? cos? Bsin’® Bdp A df
R

Dette integral kan ikke udregnes i almindelighed. Men for omdrejningsellipsoiden
gar det. Vi sezetter derfor a = b og finder

/\/a ¢? cos* 6 (cos? © + sin? ¢) +at cos? Bsin’ Odyp A db

=27 / : a cos 9\/c cos? 6 + a? sin® 6d6

s
2

:47ra/ i coS 9\/c2 cos? 6 + a? sin” 0d6
0

:47ra/ \/c + (a? — ¢?) x2dx

:47rac/0 \/1 + (%)2 — 1) 2dx

Nu gar det forskelligt, eftersom a > ¢, a = c eller a < ¢. a = ¢ er en kugleflade, sa

det ser vi bort fra.

a > c¢. Vi substituerer y = (l

[

4 [e)
_ 4mac / ¥ 2dy
@ Jo

Nu substituerer vi y = sinhu og far i graensen # = Arsinh «.

drac [P 9 drac [P cosh 2u + 1 47rac Slnh 2[3 ﬂ
= cosh” udu =
0 0

)2 — lz = az 1 1ntegralet, som derved bliver

«a «
/ 2
= @2 sinh f4/1 + sinh? 8+ 7rac = 27wac 7rac
«
2rac? a\?2
= 91a’ + Arsinh (—) —1
Va?z —c? c

(Formlen for overfladen af en diskos.)

a < ¢. Vi substituerer y = /1 — (%)2;0 = az 1 integralet, som derved bliver

drac [ ‘
= v/ 1 —y?dy
@ Jo
Nu substituerer vi y = sinu og far i greensen 3 = arcsin «.

_ drac /ﬁcosz wdu — drac /’6 cos 2u + 1du _ drac (Siﬂ?ﬁ n é)
0 0

o o 2 o 4 2
/ 2 2 2
:@QQHlﬂ 1—sin2ﬁ—|— ﬂ-acﬂ:%ac\/l_<1_<g) >+ Wacﬁ
o o c o
2rac? 2
= 27a’ + \/% arcsini/1 — (%)

(Formlen for overfladen af en cigar.)
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7. Eksakte og lukkede differentialformer.

For at bruge hovedsztningen pa et problem som beregningen af

e

er det naerliggende at se efter to lgsninger:

1) Find G, sa 0G = F, thi sa er:
/ w = / dw
F G

Joo= b

I§ 1 fandt vi den npdvendige betingelse for 1), at

2) Find =, sa dm = w, thi sa er:

OF = 00G =)
Analogt fandt vi i § 5 den ngdvendige betingelse for 2), at
dw =10

Vi definerer fplgende begreber:
En form, w, kaldes lukket, hvis dw = 0.

En form, w, kaldes eksakt,, hvis der findes en form, 7, sa w = dr.
Saetning. Enhver eksakt form er lukket.

Spgrgsmalet er, hvornar en lukket form er eksakt.

Svaret afhzenger — ligesom svaret pa det tilsvarende spgrgsmal for fladerne —
af det omrade, hvorpa formen betragtes.

Hovedreslutatet er, at pa et “psent” omrade er enhver lukket form eksakt.
Et “peent” omrade er uden huller, jvf. eksemplet i § 3.

Poincaré’s lemma. Pa et interval, I, er enhver lukket p—form, w, hvor p > 1,
tillige eksakt.

Bewis:. Lad
W= Z JirLipdxiy N Adg,
1<i1 < <i,<n
og lad =g € I veere et punkt, zg = (zo1,--- ,2on). Vi betragter nu de led, hvor

dxy forekommer, typisk
friyoiydey Ndagy A+ Ndag,

Vi danner funktionerne for hver af dem,

[
9liy...1p (-7;17 Tyt 7-7"n) - / flig...ip (ta Lyt 7'7"n) dt
o1
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Da er
991is...i, f
—— = J1iy...q
aml 19 Zp

Derfor vil
d (g1iy..i,dzi, A Ndzi)) = friy.iydzs Adaiy A Ada, 4 -

flere led, der ikke indeholder dxq.

Vi definerer nu formen

T = E Glis..ipdTiy N+ Ndz;,
1<iy<—<ip<n

Da vil formen
w] = w — dm

kun indeholde led uden dzy. Samtidig gaelder stadig, at
dwi = dw — ddmy =0
Vi kan nu skrive formen

1
wy = E fil...i,,dl'h FANERIRAN d.’l;ip
2<iy < <ip<n

Heraf findes, at dw; indeholder led af formen

1

81.7}1 ~dxy Adxi N Adag,

Men da dwy = 0 og dz; ikke forekommer blandt dz;,,--- ,dw;,, ma koefficientern
vaere 0. Det vil sige, at fill...i,, er uafhaengig af 4.
Vi kan derfor finde en form, w2, sa

Wy = wp — dﬂ'z
og wy er lukket og uathengig af 2. Vi fortsatter sadan og ender med

Wn—p+1 = Z f'n_p-l_ldxil AREENA dxip =0

21...7p
n—p+1<i << <n

da der ma vaere gentagelser blandt dz;, ,--- ,dz; . Altsa er

w=dm+dry 4+ +drn_pti

Eksempel.
Lad os betragte formen i R?

w:z?’dy/\dz—l—yd;c/\dz—l—<l+z)d$/\dy
Yy
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som opfylder dw = 0. Vi integrerer de to udtryk, der indeholder dz:

/yd:v:yzzz og /(l—l—z)d:p:x<l+z>
Yy Yy

Sa dannes formen

1
T :ymdz—l—x(——l—z) dy
Yy

Nu er

dmy = zdyANdz+ydx Adz+ (l + z) deANdy+xdzNdy = yde ANdz+ (l + z) dx Ady
Yy Yy

da dy A dz = —dz A dy.
Altsa er
w] =w —dm :z3dy/\dz

Vi finder [ z3dy = 2%y, sa vi far wy = dm, hvor m = 2%ydz. Men sa er

1
w :d(7r1 + 7r2) =d <z3ydz +z (— + z) dy + yxdz)
Yy

:d(x Gﬂ) dy+y(z3—|—:ﬂ)dz>

Lad nu F vere en halvkugleflade med centrum i (0,2, 1), radius 1 og defineret ved,
at © > 0. Sa er randen, OF, en cirkel, C, med centrum i (2,1) i (y, z)-planen og
radius 1.

/Fw:/c(yrﬁm):/c<x(§+z>dy+y(z3+x)dz>:/Cyz?’dz

Men C er tillige rand af cirkelskiven, D, sa vi far videre

/w:/ 2dy A dz
F D

Skifter vi til polaere koordinater,

z=14+rcosé
y=24+rsnéf

med Jacobi—determinanten, r, far vi videre

2T 1
/ w :/ / (1 + r cos 9)3 rdrdf
F 0 0

27 1
= / / (r +3r% cos 8 + 3r cos? 0 + r* cos® 0) drdf
0 0

_/% L 4 cosBt S cos? 64 2 cos®6) df
_O 2 COS 4COS 5COS 1

2w
:7r—|—0+2/0 c0829d9+0:7r+§7r:£7r
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8. Fysikkens rum.
Rummet R3 betragtes i fysik som
af differentialformer opfattes som hhv.

27

model for det rum, vi lever i. De fire typer
funktioner af R® — R, nemlig 0-former og

3-former, og som vektorfelter pa R®, nemlig 1-former og 2-former.
Lader vi for kortheds skyld C = C* [R?’, ]R} betegne maengden af kontinuert

differentiable funktioner af tre reelle variable ind i de reelle tal, sa identificeres

C=0C, maengden af O—former
C=0GC;, - af 3—former
C =Cy, - af 1-former
C? =Gy, - af 2—former

idet vi opfatter basis 1 Cy, dz, dy, dz

, som lokale koordinater til feltvektoren i

punktet, og tilsvarende basis 1 Cy, dy A dz, dz A dz, dz A dy, som de samme

koordinater.
z
w=(P,Q,R) = Pdz+Qdy+Rd=
~ 1 = PdyNdz+QdzNdx+ RdxAdy
dz ~ dzdxNdy
dy ~ dzAdx
(z, 723
dr ~ dZ/\ z
Y
x

Funktionen d har i fysikken 3 navne efter sit definitionsrum og sit dispositi-

onsru.
d d d
Co — Cl — CQ e C3
v rot div
kaldet hhv. “gradient” “rotation” “divergens”

Seetningen dd = 0 har derfor to former 1 fysik:
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1) Rotationen af et gradientfelt er nul: rot o V = 0.
2) Divergensen af et rotationsfelt er nul: div o rot = 0.
Poincaré’s lemma siger, at 1 et interval er ethvert rotationsfrit vektorfelt et
gradientfelt og ethvert divergensfrit vektorfelt et rotationsfelt.
Med brug af identifikationerne dx ~ dy A dz etc. taler man 1 fysikken om
divergensen af et gradientfelt. Vi starter altsa med en funktion, f, og far

flay,2) gdx+a—fdy+a—fdzﬂ> a—fdy/\dz-l—?dz/\d:c-l—g—fdx/\dy

2 2 2
_‘“Lg fd:c/\dy/\dz+Zfdy/\dzf\dfﬂ+g—fd2/\d$/\dy

o*f O°f  O'f sar O°f  O*f  O°f
B (6:02 + 0y? + 622> dz A dy A dz Ox? + 0y? + 0z

Operatoren kaldes Laplace operatoren og skrives

A=diwoV =divograd
Pf  0*f O*f

Af =
! Ox? + Oy? + 022

En funktion, f, der opfylder
Af=0

kaldes harmonisk. Sporger vi, hvilke harmoniske funktioner, der findes, som er 0
pa randen af en flade, bliver svaret, “kun 0”.
Thi vi betragter formen

af af af
—dy ANdz+ =—dz ANdx + =—dx A d
= A\ + 2y A + o2 A dy

Daer

Af = dw

Tillige betragtes

of 4 OF 4 . OF
sttt g, vt 5

~ of 2 of 2 of 2
ine= (L) + () + (&) ) oeraune

Nu bruger vi Green’s formel, hvor p = 1:

df =

Det ses, at

/df/\wz f/\w+/f/\dw=0+0
F oF F

da f =0 pa OF og dw =0 pa F. Men da

() ) (@)=
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kan vi af

/ng:Ady/\dZZO
F
slutte, at ¢ = 0 pa F. Altsa er

of _of _of _

Oz Oy 0z

overalt, sa f er konstant. Da f = 0 pa OF, er denne konstant abenbart 0.

Heraf fglger, at 1 det indre af et omrade er en harmonisk funktion entydig
bestemt ved sine vaerdier pa randen. Thi differensen mellem to sadanne funktioner
er harmonisk og 0 pa randen.

9. Strgmme.
Lad der veere givet et vektorfelt, f = (fs, fy, f-) 1 R3, samt en kurve, ¢ :
I - R3.
Vi skal nu definere vektorfeltets strom langs kurven. I et punkt af kurven
findes tangenten,
po Ve
IVell

Pavirkningen af feltet, f, 1 et punkt fas som projektionen af f pa tangenten, f - t:

Har kurven lsengde, ¢, og valger vi den kanoniske parameterfremstilling,
Y(s), med ||¢'(s)]| = 1, defineres strgmmen som

AQﬂV@@

Nu er det jo

i
=/(n%+h%ﬁ¢m9&=/@ammw:h@+@@+ﬂw
0 K

Hvis feltet er et kraftfelt, kaldes strgmmen langs kurven for feltets arbejde pa en
partikel, der bevaeger sig ad kurven. Kraftfeltet kaldes konservativt, hvis dette
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arbejde kun afhsenger af kurvens endepunkter, altsa er uathaengigt af den valgte
bane.

Hvis feltet er konservativt, sa gaelder abenbart, at arbejdet eller strgmmen
langs en lukket kurve er = 0. Ser vi specielt pa en kurve, der er rand af en flade,
sa siger hovedsatningen, at integralet af feltets rotation over fladen ogsa er = 0.
Da dette gaelder for enhver begraenset flade, ma feltets rotation selv vaere = 0:

dw =10

Poincaré’s lemma siger nu, at feltet ma vaere et gradientfelt, altsa at der findes en
funktion (skalarfelt, 0-form), p : R® — R, sa

dp =w
Oy Oy Oy

O = fo; 6_y:fy5 E:fz-
Funktionen ¢ kaldes potentialet af kraftfeltet, og kraftfeltet kaldes et potentialfelt,
nar der findes et potential.
F. eks. et tyngdefelt fra en “sol” i (0,0,0):
$7 y7 <
fo mwn
( /2 + y2 + 22)

den tilsvarende 1-form (med r = /22 + y? 4 22) er

T Yy z
=——dr— Zdy — —d
w . T p Yy 3 z
Vi finder rotationen
T T
rotf:dsz—?dy/\dm—l—?)y—%dm/\dy—l—--- =0
7 7

Altsa er tyngdefeltet konservativt. Vi sgger

x

Vi substituerer v = z2 + y2 + 22, dv = 2xdx:

Det ses, at
1

r,Y,z) =
99( y ) /:c2+y2+z2

er potentialet af tyngdefeltet, dy = w.
Solen udfgrer altsa intet arbejde pa Jorden, nar denne gennemlgber et ars-
omlgh.
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I almindelighed kaldes strgmmen af et felt langs en lukket kurve for feltets
cirkulation langs kurven. FEt felt er altsa konservatlivt, hvis og kun hvis dets
cirkulation langs enhver lukket kurve er nul.

En elektrisk strgm ad z—aksen skaber et magnetfelt i (z,y)-planen,

f= (Qiyi

(—y,l‘)
x2_|_y2

Den tilsvarende 1-form, w, er

Men her er

2 _ 2
dw:2y272)2dx/\dy
(#% +y?)

sa formen er ikke lukket eller eksakt. Cirkulationen langs en cirkel med radius, r,
og positiv omlgbsretning er

T rsiné . rcos
/Cw:/o < = (—rsinf) + )

Bemaerk, at cirkulationen er uathaengig af radius, r.
Strgm gennem en flade. Vi har et vektorfelt, f, 1 R3 samt en flade, F:
r:(u,v) €I — r(u,v) € R hvor I er et interval.

Vi skal nu definere vektorfeltets strgm gennem fladen. 1 et punkt pa fladen
findes normalen som

(r cos 9)) df = 27

Fu X To
n=-—
|[ru X 70|
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Strgmmen 1 punktet fas som projektionen af feltvektoren, f, pa fladenorma-
len, n, altsa som f - n

Den samlede strgm gennem fladen, F', defineres som

/F(f-n)cls

Dette integral kan ogsa opfattes som integralet af en 2—form over fladen,
nemlig formen

hvor ds star for fladearealet.

w = fidy ANdz + fadz Adx + fsdx A dy
hvorf:(f17f27f3)- Thi

w =
J
Oy 0z Oy 0z 0z Ox 0z Ox Ox 0y  Ox Oy
[(5 (e avan) + 2 (Ges ~vam) +5 (Goow— awow) ) ot
:/f-(ruer)du/\dU
T
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som jo kan tolkes som (idet ds = ||ry X ry|| du A dv)
/f ru X 1) ||ru><rv||du/\d7):/f-nds
[lru X 1] F

Er f specielt et rotationsfelt, dvs. der findes et felt, ¢, med tilsvarende 1-form

T = grdr + g2dy + g3dz

sa f er feltet svarende til 2—formen

da geelder jo

/W:/dﬂ'
oF F

Altsa: Cirkulationen af et felt, f, langs randen af fladen, F', er lig med strgmmen
af feltets rotation, rotf, gennem fladen, F'.
Er fladen, F, selv rand af et legeme, V', sa siger hovedsatningen, at med

w = fidy Ndz + fadz Adx + fsdx A dy er

/Fw:/vdw:/vdz'vf

Altsa: Strgmmen af et felt gennem randen af et legeme er lig med integralet af
feltets divergens over legemet.

Eksempel. Tyngdefeltets strgm gennem en kugleflade, S, med radius, R.
Feltet giver 2—formen

w:—%(xdy/\dz—}—ydz/\d:v—l—zdx/\dy)

T

Kuglefladen har parameterfremstillingen

x = Rcospcost
y = Rsinpcosf
z = Rsind

hvor (¢,6), 0< ¢ < 2m,

/w=/(—cos€)dap/\9=—27r-2=—47r
S I

Strgmmen gennem kuglefladen er rettet mod centrum og af stgrrelse 1}—2 Den

wm

<6 < 7. Derfor er

samlede strgm gennem en kugleflade med arealet 4712 er 47, uafhaengig af kuglens
radius.
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10. Eksempler.

1. Lad som et eksempel veere givet en flade, S, som randen af omradet
Q= {(m,y,z)‘x2+y2+zz §1/\$20/\y20/\220}
Desuden er der givet et vektorfelt
w = 3z%ydy A dz + 3zy?dz A do + 3zyzda A dy

Vi skal beregne strgmmen af vektorfeltet ud gennem fladen.

Q kan parameterfremstilles som

x =rcospcosf
y = rsinp cos f

z=rsinb

hvor (r,¢,0), 0<r <1, 0<p< 3, 0<6< 7. Vikan beregne strgmmen
direkte. Vi betragter hver af fladerne (der er 4) for sig. Pa fladerne, hvor = = 0
eller y = 0, er w = 0, sa der er ingen strgm. Pa fladen, hvor z = 0, er w =
32%ydy A dz + 3xy*dz A dz, men her er dz = 0, sa w = 0 alligevel. Tilbage er blot
kuglefladestykket. Her er r = 1. Vi far fgrst

dr = —sinp cos 8dp — cos @ sin d6
dy = cos p cos 8dp — sin p sin 0d6
dz = cos 6df

Dernazest findes

dy A dz = cos @ cos® 8dp A df
dz A dx = sin p cos® 8dp A df
dx A dy = cosOsinfdyp A df
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Altsa er strgmmen pr. definition (idet I = [0, %}2)2

/ w =3 / ((1082 @ cos” B sin g cos B cos @ cos® @ + cos @ cos B sin® ¢ cos® § sin ¢ cos” 6
I
+ cosp cosBsin g cos @ sinf cos O sin ) dp A db

=3 / <<C083 @ sin o + sin® o cos Lp) cos® B 4 cos ¢ sin ¢ cos® @ sin® 9) do A db
I

3 7 1
:3/ cosapsinapdcp/ cos® 6dh = g/ (1 — .7:2> dr =1
0 0

0

Men vi kunne slippe billigere ved hjzelp af hovedsaetningen (med K = [0,1] x I):

/w:/dw:/lf),ryd,r/\dy/\dz
S Q Q

—15/ 7 cos @ cos Br sin ¢ cos Br? cos Bdr A de A df

_15/ / (‘0999911199(]50/ cos® 0df
=3
' 2

=1

COIM

2. Et andet eksempel er en flade, S, der er rand af et omrade, 2, hvor
Q={(z,y,2) |2 +y* <1Ay>0A0< 2 <1}
Lad w veere differentialformen
w = zydy A dz + (zyz)*dz A dz + dz A dy

Beregn strgmmen af w gennem S.
Vi giver () en parameterfremstilling

T =T Cosp
Yy =rsing
z=z

hvor (r,p,z), 0<r<1, 0<ep<m, 0<z<1.

4 z

T @ 1 Yy

1 1 blaeksuger

kasse
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Vi kan beregne strgmmen direkte. Nu er S delt 1 4 flader, svarende til hhv.
r=1,y=0,z=0o0gz=1. (Bleksugerens trakpapir, handtagsside og to sider.)
Pa siderne z = 0 og z = 1 er dz = 0, sa formen reduceres til

w=dx Ady

Da denne form er den samime pa de to sider, og siderne har modsat orientering,
ma de to integraler ga ud mod hinanden.

Pa siden y = 0 er dy = 0, sa formen reduceres til
w=(x-0-2)%dzANdx =0
Dette integral er altsa = 0.

Tilbage er trackpapirsiden, r = 1. Parameterfremstillingen er heraf

T = cosp
Yy = sinp
2=z

hvor (1,p,2), 0<e<m, 0<z<1.
de tre former er hhv.

dy N\ dz = cospdp N\ dz
dz Ndx = sinpdp A dz
de ANdy =0

Formen w transformaeres til

w = cos psinpz cos pdp A dz + (cos @ sin pz)? sinpdp A dz

Integralet over fladen er derfor

/w:/ / oS gosmgodcp—{— / cos? g sin® odyp
S
:5/_1 2dx-l—?)/ (1—7‘2)(]7‘

Ogsa denne opgave kan lgses med brug af hovedsatningen:

/w—/dw_/ yz + 22%yz )(]T/\(]y/\dz

—/(T51n502—|—2r cos® prsinpz?) rdr Adp A dz

1 1 P 1
/ / sin pdyp - / zdz—}—/ r4dr-/ COSQL,osina,odc,o-/ 22dz
0 0 0 0
9
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11. Hgjere ordens ordinzre differentialligninger.
Selv en 2. ordens differentialligning som

¢"(x) —a(z)p'(x) + b(z)p(x) =0

kan ikke lgses 1 almindelighed. Men der er et trick til at finde den anden lgsning,
hvis man kender den ene. Lad ¢ og 1) veere to lgsninger. Vi vil nu undersgge, om
de er forskellige, dvs. ikke proportionale. Hvis de ikke er det, vil kvotienten ikke
veere konstant, sa vi differentierer kvotienten:

(ﬁ)':M:L p @
@ p? 2 (v o

Den indgaende determinant kaldes Wronsk: determinanten,

!

Wi =|% 7,

som har den interessante afledede,

(PI SOl
A

1"

W' (p, ) =

vy o®
+‘¢ e

:‘so v

Derfor er

W) = o)W (o) = | ¢ Ctne

" © _ ‘90 9‘9”
¢ ?,b” _ a(:v)?,/J'

¥ ¥’
?]b// ,Il] ¢l
_ ‘99 —5(30)99‘20
o =bx)
Men sa er enten W = 0, og dermed de to lgsninger proportionale, eller W # 0

overalt, og de to lgsninger forskellige. Tilmed kan W findes af differentialligningen
alene som

— a(x)

W = ael #(2)de
Definitionen af W giver nu ¢ for ¢ kendt som lgsning til

r r
altsa W
(VIS 99/—2d1'
¥
Eksempel.
#(2) + 2 tan()g! (1) — pl) = 0
W lgser

W'+ 2tanW =0
sa vi finder
W(T) — F—than rdz — FZlncosr — (‘092 T
Har vi gaettet lpsningen ¢(z) = sin z, finder vi den anden lgsning

2
¢($):Sinx/cos xdl‘:SiIlJJ(—COtJ,‘—J,‘):—JJSiHJJ—COSJJ

sin? z
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12. Hgjere ordens ordinazre differentialligninger med konstante koeffi-
cienter.

Hvis koefficienterne er konstante, kan ligningerne principielt altid lgses. Lad
D betegne differentialoperatoren,

De =¢
Sa vil differentialoperatorer af formen
D — oD’
kommutere, og ved sammensztning af flere fas
(D — alDO) e (D — oanOZ) =D"+a,_ 1D "+ +a;D + ayD°

Med andre ord, operatoren til hgjre kan spaltes til operatorsammensatningen til
venstre, hvor «; er rgdderne 1 polynomiet

2"t an1a" T 4t ax + ag
regnet med multiplicitet. Dette polynomium kaldes derfor operatorens karakter:-

stiske polynomium.
En differentialligning af formen

(D—a1D°) -+ (D —anD’)p =1

lpses ved sukcessivt at lgse de enkelte 1. ordens inhomogene ligninger. Den gene-
relle lgsning til den homogene ligning fas, hvis polynomiet spaltes som

med Z;n:1 p; = n, pa formen

> pi(z)e?

=1
hvor p;(x) er et vilkarligt polynomium af grad hejst p; — 1.
13. Cayley—Hamilton’s sztning.

Lad A veere en n X n—matrix, A = (a;;). Sa kan determinanten beregnes ved
udvikling efter en sgjle eller raekke, dvs.

det A = " aij(—1)""7 det ALY
1=1

hvor A7) er det (1,7 )-te komplement, dvs. matricen dannet ved udeladelse af
den i—te raekke og den j—te sgjle fra matricen A. Det betyder, at hvis vi definerer
en matrix B = (bj;) som

bip = (=1)F+7 det AKD
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sa har vi fundet den inverse til matricen A, forudsat at den findes. I det mindste

kan vi skrive
n

Zaijbjk = 6;p det A

J=1
eller, i matrix form,

AB = (det A)E.

Vi har udledt diagonalen, men nullerne kommer fra den kendsgerning, at hvis
1 # k, sa svarer det til erstatning af den k—te rackke med den i—te, 1 hvilket tilfaelde
matricen bliver singulzer og derfor determinanten nul.

(I fald matricen A er regulaer, kan vi finde den inverse ved at dividere med
det A.)

I formlen skal vi udnytte, at elementerne i matricen B findes som produkter
af elementerne fra A.

Nu kan vi formulere og bevise

Cayley—Hamilton’s saetning. Hvis
pl) =det (B —A) ="+ an1&" "+ +ao
er det karakteristske polynomium for matricen A, sa er matricen p (A) nulmatricen:

p(A) = A"+ a, A" 4+t aE =0

Bewvis. Vi anvender formlen ovenfor pa matricen AE — A og far
p(ME = (AE — A) B(})

hvor B(A) = (bi;(A)) er en matrix af polynomier i A, defineret som det (7, j)-te
komplement af matricen AE — A. Derfor kan vi skrive

B(A) = AN'7'B, i 44+ AB; + By

som et polynomium 1 A med koeflicienter, som er matricer, der er uathaengige af

A
For et vilkarligt k¥ > 1 kan vi skrive

AP \FE = (A= AE) (AF' 4242 4 4 AR
Derfor kan vi skrive
p(A) = p(ME=A"—N"E+an_y (A" =X"'E) 4. 4 ay (A' = \'E)
—(A—AE)C(\) = (A= AE) (A" 'E 4+ A\""2Cp_y + - -+ + Co)

hvor C(A) er et polynomium i A med koefficienter, som er matricer, der er uaf-
haengige af \.

Laegger vi de to udtryk sammen, far vi
p(4) = (A= AE)(C(A) = B(Y))
=(A—AE)(\" " (E—Bn-1)+ -+ A(C1 — B1) + Cy — By)
=B - C)+ M\ (B -

hvor k er graden af den anden faktor til hgjre.
Men dette polynomium i A kan kun vare konstant, dvs. uafhzengigt af A,
hvis den anden faktor er nul. Men sa er det hele nul, altsa p(A) = 0.
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14. Systemer af lineaxre differentialligninger med konstante koefficien-
ter.

Et system af linezre differentialligninger af 1. orden med konstante koeffici-
enter kan skrives som

99l1 =anpr + a2+ -+ an1@n
0 = a121 + 222+ + An2Pn

O = a1np1 + a2npa + -+ Apnn

Det bliver mere overskueligt pa matrixform, idet vi saetter

aiy a2y v ani

aiz a2 v an2
A =

A1n Aon e Ann

og definerer sgjlevektorfunktionen

¢ =(¢1,02, " ,on)"

kan vi skrive systemet pa den bekvemme form

For j =0,---n er jo ) = Ay, s hvis p(z) = 2" + an_12" ' 4+ -+ ag er det
karakteristiske polynomium for matricen A, sa siger Cayley—Hamilton’s szetning,
at

HO(n) + an—‘lﬁo(n_l) + o+ app = p(A)HO =0

Med andre ord, hver af funktionerne i systemet tilfredsstiller den hgjere ordens
differentialligning, der har samme karakteristiske polynomium som koefficientma-
tricen for systemet.

Eksempel.
Systemet
T=y—z
y=z—=x
i=x—y
Man ser straks, at, da (z + y + z)’ = 0, ma summen af de 3 funktioner vaere en

konstant, = + y + z = k. Efter et gjeblik, ser man ogsa, at
!
(x2+y2—}—22) =0

sa ogsa 2?2 +y? + 22 = h er konstant. Men hvad er lpsningerne? Umiddelbart ses,
at r =y = z = k, hvor k er en konstant, lgser ligningerne.
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Pa matrixform ser ligningerne sadan ud:

!

T 0 1 -1 T
y|l =-1 0 1 =y
z 1 -1 0 z

Det karakteristiske polynomium for matricen er £* 4+ 3¢ med rgdderne 0 og +iv/3.
Roden 0 svarer til den konstante lgsning. De andre reelle lgsninger ma vaere
kombinationer af sin /3t 0g cos V/3t. Ikke enhver kombination dur, man ma lgse
de 6 ligninger 1 de 6 koefficienter, man far ved at indszette 1 systemet. En lgsning
er, — hvor k er en vilkarlig konstant:

z(t)

y(t)

2(1)

2 cos(V/3t) + 2sin(V/3t) + k
( 3—1>cos\/_t)—(\/_—{—l)sm(\/_t)—}—k
(\/_ + 1) cos(\/_t) (\/5 - 1) sin(\/gt) +k

15. To koblede linezere differentialligninger med konstante koefficien-
ter.
Lad os betragte et system af 2 funktioner,

o' = ap+ by
Y = cp+ dy

Da er det karakteristiske polynomium
p(z) = 2 = (a+d)x+ (ad —bec) = (v — a)(z — )

hvor

g}_a+dﬂ:\/(c;—cl)“rzlbc:@i\/Z

med O = (“;d:)z + be.

L(zﬁsnlngerne er derfor linearkombinationer af e

T og P evt. e

Lgsningerne skrives bekvemt som summer af produkter af

I(z) = 9%
og enten
ﬁ sinh(\/zx) for A >0,
S(z) =X = for A =0,
\/1—_A sin(v/—Az) for A <0.
eller

cosh(v/Az)  for A >0,
6(;v) =<1 for A =0,
cos(v/—Az) for A <0.
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Thi hvis startveerdierne skal veere (p(0),(0)) = (u,v) vil vektoren

(Zgg) = 6(x) (5(x)E+6(x)(A_@E)) (Z)

lpse opgaven. Det ses umiddelbart, at vaerdien 1 0 er korrekt, og ved differentiation
fas

(é(x) (5(x)E +6(z) (A - @E)) +6(z) (5’(x)E +§(z) (A — @E))> (Z) _
(o ) s (s 15-08) ()
(80r) (3(2)4 + 8(x) (04 + (A - ©%) E) ) (Z)

(60) (3014 + )44 - o)) ()

oz o om)) (+) -4 (22)

hvor vi har benyttet Cayley—Hamilton, at

A 204+ (0 - A)E=0

Spgrgsmalet om stabilitet, dvs. at alle lgsninger naermer sig den stationaere
lgsning (¢(z),v¥(z)) = (0,0) besvares af formerne e“*. Der er stabilitet, hvis og
kun hvis alle realdele er negative.

Dvs. at a+d < 01 tilfeelde af negativ diskriminant, A < 0, mens vi ma have
ulighederne

0+ VA <0

ellers. Dvs. bade a +d < 0 og A < ©2. Indsaettes veerdierne fas

a—d\* a+d2
be
(37) +e< ()

som reduceres til

be < ad

Vi kan illustrere betingelserne grafisk i en (a, d)—plan:
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be < 0

ab > be N a+d <0

be >0

ab > be N a+d < ()
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16. Opgaver.

1. Bestem differentialerne, (divergens og rotation) af fplgende differentialformer
(vektorfelter)

a)
(332 —I—yz) dy Ndz + (y2 —I—;vz)dz/\d;v—l— (22 —I—;vy) dzr N dy

hhv. »
(x2 + yz) dx + (y2 + xz) dy + (22 + xy) dz

(z + arctany)dy A dz + (3z — z)dz A dx + 2¥*dx A dy

hhv.
(z + arctany)dz + (3z — z)dy 4 2¥*dz

ln(l + xz)dy ANdz + (y + arcsin x)dz Adx + (2’ — Zx)dx A dy

hhv.
ln(l + xz)dx + (y + arcsinz)dy + (z — 2$)d2’

2. Hwvilke former 1 opgave 1 er lukkede hhv. eksakte? Find stamformer til de
eksakte blandt formerne.

3. I R? er 1-formen w defineret ved

w= (x4 y)de + (y — 2)dy

fo

Beregn kurveintegralet

nar k er hver af kurverne
a) liniestykket fra (0,0) til (1,2),
) parabelbuen y = 22, 0 <z <1,
) halvcirklen 2% +y% =1, y > 0,
) randen af trekanten med hjgrnerne (1,0), (2,0), (2,1). P.S. Fortegnet af-

haenger af gennemlgbsretningen.

b
c
d

4. Beregn cirkulationen af
w = —ydr + xdy

langs enhedscirklen 1 positiv omlgbsretning.

5. Givet 1-formen

w:(x—l—y)dx—l—(x—yz)dy

Vis, at formen er eksakt og find potentialet. Beregn for enhver kurve, k, fra (1,0)

til (0,1)
fo

Yy
— dr — d
R PR F ch

6. Lad x +y > 0. Vis, at 1-formen
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er eksakt og bestem potentialet.
7. Bestem tallet, a, saledes, at der findes en funktion, f(z,y), med
of

E=a$2y—}—y2—2x

of

a—y:x?’—l—Q&cy—l

8. Lad k vaere cirklen 22 + y? — 2z = 0. Beregn

ot s+ (= )y
k

direkte og med brug af hovedsatningen.

9. Beregn for en lukket kurve, k,

% yldz + xdy
k

hvor k er
a) randen af kvadratet med hjgrner (0,0), (2,0), (0,2), (2,2),
b) cirklen med centrum (0,0) og radius 2,
¢) randen af kvadratet med hjgrner (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1).

10. Lad F betegne fladen 2z + 2y + 2z = 6, der afskaeres af koordinatplanerne,
dvs. alle variable er positive. Beregn strgmmen gennem fladen bort fra (0,0,0) af
vektorfeltet

w = zydy Adz — z*dz Adx + (z + z)dz A dy

11. Lad F betegne delfladen af cylinderen z? + y? = 16, der afskeeres af z =
0, y =0, 2z =0, z =25 og har alle koordinater positive. Beregn strgmmen ud fra
cylinderen gennem fladen af feltet

w = zdy Adz + xdz A dz — 3y?zdx A dy

12. Lad F betegne fladen z = zy i R3 Lad k vaere kurven, som cylinderen
2?2 + y? = 1 afskeerer pa F. Lad endvidere g vaere vektorfeltet

g(z,y,2) = (x +y,z —y,y* +2)

Find strgmmen af ¢ gennem den del af F', som afskaeres af k. Find cirkulationen

af g langs k.
13. Lad F veere randen af

A= {(;v,y,z)‘;vz-l-yz-l-zz < 1/\220}
og lad w veere 2—formen
w= (.’L‘2+y2)dy/\dz+(y2+22)d2/\dw+(w2+22)d$/\dy
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Beregn strgmmen af feltet gennem fladen,

[«

14. Lad F vaere kuglefladen med centrum i (3, —1,2) og radius 3, og lad w vaere
formen

w = (2.73 + Vy? + 2'2) dy A dz — (cosh(zz) + y)dz A dz + (y2 + 22) dz N\ dy

[«

15. Lad F veere randen af omradet, der begraenses af fladen

Find strgmmen af w gennem F,

og planerne,

og lad w veere formen

w=(cosz—x)dy Ndz — zydz ANdzx + (e¥ + 3z)dz AN dy

[«

16. Lad S vaere den lukkede flade, der begraenser omradet

Find strgmmen af w gennem F,

Q:{(Jj,y,z)‘xz—{—yz—}—zzSl/\zZO}

Lad w veere formen

.732’2
1 2

w:(Qxy—xy?’z)dy/\dz—l—(:cyz—yz)dz/\d:v—l—( 2)dav/\dy

Beregn strgmmen af w ud gennem 5,

[

17. Lad k veere liniestykket fra (0,0) til (7,27) i planen R% Lad w veere formen

w = (Siny + 2$y3) dr + (T cosy + 3z2y? + l) dy

fo
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18. En halv omdrejningsellipsoide, F, er givet ved parameterfremstillingen
(z,y,z) = (sinf cos p,sinfsin p, 2 cos §)
(p,0) €]0,27] x [0, 1}. En differentialform w har fremstillingen

2

w =3dy ANdz + 4dz A dx + 2dx A dy

e

F={(z,y,2)[2e +3y+6z=6A2>0Ay>0Az>0}

Bestem

19. En flade, F', er defineret ved

En form w er givet ved

w=€e""YdzNdx +e* Vdx Ndy

e

20. Lad k betegne kurven i R? givet ved parameterfremstillingen

Bestem strgmmen af w ud gennem F,

{ r =sintcost

y =sint

}tE[O,W]

47

Det oplyses, at k er en lukket kurve uden selvgennemskaeringer. Lad 2 betegne
det begraensede omrade af planen, der har & som rand. Lad w betegne differenti-

alformen
w = —ydr + xdy

fo

1) Beregn

2) Bestem arealet af .
21. Lgs differentialligningerne

dy

% Y
g—'zzﬂy—}-l
dy  3y*+2
dr 6y
Jy

9z Y
%Y _y

or =
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22. Lgs differentialligningen

9 _ ¢
or
23. Lgs differentialligningerne
9 _ 2y
or 1+=x
9y _ vy
Or 14 a2
24. Lgs differentialligningerne
ay =2y
a—x =€
dy y
6_x = €
25. Antag y = p(z) tilfredsstiller ligningen
y* =ty —1
Angiv en differentialligning
dy
% - f('xv y)

som @ ma lgse.

26. Lgs differentialligningerne

cos T
D—-—" D" =
( 1+sinz >ap oSt

1
(D—I— —DO> 302—2.7,‘2

X

27. Lgs differentialligningen

(D + cos ;UDO) @ = SInT cos T

28. Lgs differentialligningerne
(D*+D-56D") ¢ =0
(D*+2D+D%) =0
(D*+4D+5D") ¢ =0
29. Lgs differentialligningen
(D*+(2+2i)D+2iD%) ¢ =0
Har ligningen reelle lgsninger?
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30. Lgs differentialligningen
<D2 + DO) p = Sin(wx)

hvor w er en konstant.

31. Lgs differentialligningen
(¢°D* = 52D +9D°) o =0

Vink. Gaet pa p(z) = 2.
32. Lgs differentialligningen

4 9y a2?
3 0z B
33. Lgs differentialligningen
@ — _exyZ
Ox
34. Lgs differentialligningerne
9 _ 2
ox - Ty +x
oy _ v
or x+1
35. Lgs differentialligningerne
9y _ 16z
or  y
9y _
or  eY

36. Lgs differentialligningerne

.I.l = axrq -|—4.I2

.I.z = —4$1 — I3

hvor a = —11, -9, —6 og x1, x5 er funktioner med initialveerdier

Y

z1(0)
z2(0)

2
1
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