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AF MOGENS ESROM LARSEN

Et landkort er et plant billede af en krum flade,
f-eks. jordoverfladen. Man kan derfor ikke regne
med, at den korteste vej i virkeligheden f.eks. pd
Jorden ogsd svarer til den i planen korteste vej, det
vil sige den rette linie. Alligevel kan vi lave et kort
over hele jordens overflade, sadan at den korteste vej
kan konstrueres.

Et landkort er et plant billede af en del af jordens
overflade; idealiseret en kugleflade. Hvert punkt
pa kuglefladen - eller en del heraf — har sit eget
billede. Ethvert sted pa kortet svarer til et sted pa
kuglefladen og omvendt. Alle interessante steder
kan derfor markeres pa kortet; byer, huse, lande-
granser, havgranser osv. Et kort skal kunne bruges
til bestemmelse af interessante egenskaber ved
kuglefladen. Afstande skal kunne beregnes, kom-
pasretninger (ogsa kaldet »loxodromer« af graesk
Aoto€ »skrb« og spouoC »lgbebane«) skal kunne
bestemmes, arealer skal kunne sammenlignes, — og
man skal kunne bestemme den korteste vej mellem
to punkter (ogsd kaldet »geodaten« af grask yn
»jorden« og saizwsdeler«.).

Det er svart at lave et kort, hvorpa samtlige af
disse opgaver er lette at lgse. Derfor har man
fundet pa mange forskellige typer af kort, hver med
sit sarlige fortrin. Analogt til fremvisningen af
lysbilleder pa en plan vag kalder vi et kort for en
projektion af kuglefladen, ogsa selv om kortet ikke
fremkommer ved en projektion med rette linier fra
et enkelt punkt.
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Fig. 1

CYLINDER ROLLED BACK

Figur 1 viser et eksempel pa en projektion, den
cylindriske projektion. Den er arealtro, hvilket
allerede Archimedes (ca. 287-212 f.v.t.) vidste. Til
gengzld bliver landene sterkt fortegnede i narhe-
den af polerne, og savel loxodromer som geodater
er vanskelige at bestemme.

Man kan korrigere cylinderen ved at gere den
lengere, som om den var af gummi. Men det er
ikke muligt at vzlge en gummicylinder sadan, at
alle geodazterne bliver rette linier. P4 kuglefladen
er geodxterne netop storcirklerne, dvs. de cirkler,
der ligesom xkvator og meridianerne har samme
centrum og radius som kuglen. Hvis vi derfor
betragter en anden storcirkel end de navnte, vil
den skzre akvator to gange. Hvis derfor dens
billede pa cylinderen skal vare en ret linie, mé den
falde sammen med zkvator. °
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Derimod kan man korrigere den, sa lengdefor-
holdet mellem lzngderetning og bredderetning bli-
ver ensartet, hvorved man opnar, at loxodromerne
bliver rette linier pa kortel. Det er netop den
bergmte Mercators projektion fra 1569 (fundet af
Gerhard Kremer (1512-84)). Se figur 2.
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Men heller ikke pa den er geodzterne lette at
bestemme, (»storcirkel« pa figur 2).

Problemet er, hvad der sker med storcirklerne
ved projektionen. Et serligt simpelt billede af
storcirklerne fas ved en projektion fra kuglens

centrum af en halvkugle pa en tangentplan. Se figur
3.

~ gnomonisk projektion

Denne projektion kaldes den »gnomoniske« (af
graesk yvouwv »solursviser«). P denne projektion
er geodaeterne' rette: linier. Thi punkterne pa én
storcirkel projiceres af linier, der ligger i én og
samme plan: De afbildes derfor i skaringskurven

mellem denne plan og tangentplanen; men denne
skeringskurve er en ret linie. Se figur 4.

Fig. 4
Et kort og klart reesonnement man kan glede sig
over.
Nok sa elegant og mere interessant er den ana-
loge projektion fra kuglens nordpol af hele kuglen
pé tangentplanen i sydpolen. Se figur 5.

Fig. 5

stereografisk projektion

Den kaldes den »stereografiske« projektion (af
gresk otepeog »rumlig« og Yeaén »tegning«) og har
varet kendt af Ptolemaios (2. arh. e.v.t.) og ifplge
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aekvators billede i Tck,

Fig. 6

denne af Hipparch (2. &rh. f.v.t.). P4 denne projek-
tion er geodaterne (bortset fra meridianerne) cirk-
ler, som vist i boksen.

Bemark, at vi lige fra begyndelsen af overvejel-
serne ser et eksempel pd matematisk tankegang,
nemlig generalisationen af selve problemet.

Vi betragter ikke billederne af storcirklerne ale-
ne, men underspger billederne af alle cirkler pa
kuglen.

Vi ser straks — p&4 samme méde som ovenfor ved
den gnomoniske projektion, — at de cirkler, der gar
gennem nordpolen, projiceres i rette linier, — og at
ingen andre har denne egenskab. Vi skal se neden-
for, at alle andre — og ikke kun breddecirklerne —
projiceres i cirkler. Se figur 6.

Tenker vi pA N som en lyskilde og p& ¢ som et
cirkelrundt vindue i bolden, vil k fremstd som

lysbillede af ¢ ved lyskeglen fra N. Vi siger, at
bundtet af linier gennem N (»toppunktet«) og et
vilkarligt punkt pa c¢ (»frembringerkurven«) frem-
bringer en (i almindelighed skzv) kegle. Hvis cir-
kelplanen er parallel med tangentplanen, er keglen
ret. Det er f.eks. tilfzldet for den kegle, som
frembringes af ekvator. Da @kvators plan er paral-
lel med kortets plan, 7y, er &kvators billede i 7 en
cirkel, hvis radius ma vere lig med kuglens dia-
meter.

Planer, der er parallelle med frembringercirklens
plan, skerer ogsd den skave kegle i cirkler. Hvad
der imidlertid ikke er s& indlysende, er, at der ogsé&
findes en anden familie af parallelle planer, der alle
skerer den skave kegle i cirkler. Den blev fundet af
den greske matematiker Apollonios (3. &rh. f.v.t.).
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Box :
Lad os se pa en skev kegle frembragt of en cirkel; Plapen 7, é%&afrgzr keglen i en kurve, k, som ses i
figur 7. Vi vil nu overbevise 0s om, at der findes en  figur 9. Vi skal vise, at dennie kurve er en cirkel.
plan, der ikke er parailel med frembringercirkiens T : E
plan, mien som alligevel skeerer keglen i gﬁ cirkel. . & piﬁ{ggn . Ez
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Vi vender nu tilbage til det egentlige problem, at
vise at en cirkel pa kuglen projiceres i en cirkel p
planen. Det vil vere tilfeldet, hvis de to planer 7,
ogmg skeerer de relevante frembringere i keglen med
samme vinkel. Vi betragter derfor et tvaersnit af
figur 6 pa planen gennem N, S og cirklens centrum,
se figur 13.

N

Fig. 13 S E D

Vi skal blot vise, at vinklerne g ogTler ens. Men
vinklen ¢ er lig med vinklen @, fordi A DSN og
A SAN er ensvinklede. Og vinklen 1) er lig med
vinklen@, fordi de to er periferivinkler, der span-
der over den samme bue. (Se den anden box).

V1 har séledes fundet, at enhver cirkel pa kuglen
projiceres i en cirkel eller en ret linie, det sidste
netop ndr cirklen gar gennem nordpolen. Specielt
kan vi sige det samme om geodzterne.

Tilbage star problemet at bestemme den korteste
ve] mellem to punkter pa kuglen ved hjzlp af
kortet; — vi ved nu, at den ma vare en cirkelbue,
(med mindre de to punkter ligger p4 en meridian, i
hvilket tilflde buen udarter til en ret linie). Vi kan
derfor lgse problemet, blot vi kan finde endnu et
punkt pa den sggte cirkel.

Er der givet et punkt pa kuglen, s& vil enhver
storcirkel gennem det ogsa gi gennem det diame-
tralt modsatte punkt pa kuglen. Kan vi derfor finde
billedet af det modsatte punkt, nar vi kender
billedet af punktet selv, er opgaven lgst.

Vi betragter derfor et punkt, A, pa kuglen, det
diametralt modsatte punkt, B, og de to punkters
billeder i planen my, henholdsvis D og E. Disse
punkter ligger i en plan, der ogsi indeholder punk-
terne N og S, se figur 14.

Da <ANB spander over diameteren AB, er
denne vinkel ret. Men si er det let at finde E, nar D
er givet, idet en kopi af A DNE kan tegnes pa
kortet .
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Vi ggr som vist pa figur 15 for at finde geodaten
fraD tilF.

- e

ekvators
billede
Fig. IS

Vi oprejser den vinkelrette til DS i S, skarer den
med ®kvator i N, oprejser den vinkelrette til DN i
N og skarer denne med DS i E. Cirklen tegnes
gennem D, E og F (med centrum i C).

Som et eksempel er anfgrt den korteste vej fra
Kgbenhavn til Tokyo pa figur 16.
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Fig. 16

Moralen af denne historie er, at det ikke gQ)r
noget, at en matematisk model ser anderledes ud
end den virkelighed, modellen skal forestille. Nar
blot vi ved, hvordan det interessante fznomen
gengives af modellen, klarer vi os med det.




