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SUTTES DAFINIES NEGATIVES ET
SSPACES DS DIRICHLET SUR LA SPHERE

par Christien BERG

O Introductnon.

BEORLING et DENY ont caractérisé les formes et espaces de Dirichlet invariants

var translations sur un groupe sbélien localement coupact G , & l'alde des fone—

tions définies négatives sur le groupe dual G (v01r [3])

Nous alions déterminer les formes et espaces de Dirichlet, sur la sphére, inva-

riants par rotations.

Pour sborder ce problme, nous introduisons des suites définies positives et né-
zetives par rapport 3 un systéme de polyndmes. Sous certaines hypothéses portant
sur les polyndmes, on peut développer une théorie aussi féconde que la théorie
classiquée : Une formule de Lévy-Xhintchine, un théordme de type Schoenberg, ete. .

Les polynfmes ultraspnériques entrent dans ce cadre, et les suites aéfinies négati-

ves par rapport & ces polyndues permettent de résoudre le probleme.

Syites définies vpositives et négatives.

Soit N 1l'ensemble des entiers positifs ou nul, et soit (p )neN une suite de

\

polyndmes, D, de degré n , au'on fixe une fois pour toutes. On ne considére ces

polynfmes que dens 1tintervalle (- 1 s 1) , et on suppose que p (1) = .

L
DEFINITION. — Une suite o3 N ->R est dite :

10 Définie positive (par rapport & (p Y ), si

0! :&3635

Z a, Py (x) > 0 pour tout x € (~ 1, 1))' = ( Z a, m(n) 2,0.
n:O

20 Définie négative (var rapvort & (p;) )s si w(0) >0 , et si

7 2g s 0oy By R
N s U
( > &, Pp (x) >0 pour fovt tout ze (-1, 1) et Z a, = O) = \nz &, m(n) <0
=0 n=0 =
e o
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Remarque. — lci, 1'intervalle (-1, 1) joue un rble particulier. On peut aussi

bien considérer un intervalle fini (a, b) , a<b, et supposer les D, noxmali-

sés par pn(b) -~ 1 . Puisqu'on peut toujours se ramener 4 (-1, 1), et surtout
puisque, dans nos applications, il s'agira de 1l'intervalle (-1, 1) , nous avons

préféré choisir celui-la.

Propriétés évidentes.

(a) L'ensemble DP des suites définies positives ot 1'ensemble DF des suites
définies négatives sont des cbnes convexes, stables par 1limites simples, et conte-
nent les constantes pogitives.

(b) " eDN => ¢- w(0) e D .

(c) @ eDp => old) ~o k.

La représentation intégrale suvivante de toutes Jes suites définies positives est

facile & établir :

PROPOSITION 1. — Une suite @ est définie positive, si, et seulement si, il

existe une mesure positive W Sur (- 1, 1), telle gque ;‘on ait

f1
(1) - oln) = J—l pn(x) an(x) , quel que soit n € N .

Voici la représenfation intégrale ("formule de Lévy«Khintchine") des suites défi~-

nies nédgatives :

PROPOSITION 2. — Une suife est définie négative, si, et seulement si, il

existe une constante a 2.0 et une mesure positive w Sur -1,

lton ait
Jl 1~ p,(x) o
(2) w(n) = a + -1 — % du(x) y quel que soit ne N .

Une telle représentation est unigue.

Démonstration. — L'expression (1 - pn(x))/(l - x) est un polynbme de degré

n- 1, et la valeur au point 1 est ‘p;(l) .

N
(a) pﬁ(l) est définie négative, car, si p= 2 &, Py est positive sur
N n=0

(-1, 1), et sl p(1) = 2 a =0, one p'(1) 0, clest-a-dire
n=0

1), telles que

AT g e

N




g
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1 - pn(x) N ‘
(b) T est définie négative pour X € (-1, 1(, car, si 2 a, Py
N =
est positive sur (~ 1, 1) avec 2 a =0, ona
n=0
N 1~ p,(x) . ‘
'Y g B e == 3 a p(x) <O .
a0 - 1 =-x =% g B n ~

De (a) et (b), i1 résulte que les suites données par la formule (2) sont définies

’ .
négatives.

Inversement, pour ¢ définie négative, on pose a = w(O) , et t=¢9-2 est en-

core définie négative. Tout polyndme p s'écrit de fagon unique

.

N 1 - p (x)
p(x) = 2 = ’n

ne1 n 1 - x
oW N ~ 1 est le degré de p , et on pose
X v
(p) = X g ()
n=1

ce qui définit wae forme lindaire T sur le sous—espace vectoriel de C((— 1, 1))
formé par la restriction des polynSmes a (-1, 1) . Cette forme 1inéaire est po-

sitive, car, si p >0 sur (-1, 1) ,o0na
N ) .
2 an(l - pn(x)) >0, quel que soit xe (-1, i,

n=1

d'olu

N N
( > an> Py + > (- ah}pn >0 sur (-1, 1) .
n=1 n=1
Or ¢ étant définie négative avec y(0) = 0, ceci entraine que
N ,
P(p) = 2 &, y(n) >0 .
n=1 ‘

Si u désigne la mesure positive unique qui prolonge T , on trouve la représenta—

tion cherchée.

Remarque. ~ Si on enléve la masse de 1 au point 1., on trouve la représenta—

tion suivante :
1
() ofn) = s mpp(i) ¢ i (1 - () dsle) ,  auel aue eott m e

avec a , b >0, et o une mesure positive sur (-1, 1( telle que
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Jl
”1(1 - x) do(x) <o .

Nous allons examiner les conséquences de 1 thypothése (s8) suivante :

(8) Le céne DP est stable par multiplication, c'est-&-dire, si o et ¢ sont

des suites définies positives, alors wy 1'est aussi.

Uette hypothdse, qui est maniable dans les démonstrations, est vérifiée dans nos

applications, mais ne 1'est pas en général (cf. les exemples ci-dessous).

PROPOSITION 3. — Les conditions suivantes sont dquivalentes 3

(1) L'hypothése (8) est vérifide
(i1) Y oeDP, V¥V a,, o<+, & €R:

C

) i N ’ \‘ v
\iZp “nn 70 2 R (\Zo 8, ofa)p, >0 sux 1, 1))
n= - | ‘ |
(iii) V ao g eee o a,N_ E—B; H
N rd N
nzb ®n Pn 70 2 SEX 1j> == anb an‘Pn(X) Pn(Y) 3,0) ’

quels que soient x , ¥y € (-1, 1) s

(iv) I1 existe une loi de composition # , définie sur le clne H+([— 1, 1))

des mesures positives sur (-1, 1) , telle que l'on ait

. (4) J p_alu &) = s, () p, &)

! quels que soient n € N, sy vE M+((— 1, 1]) . (Une telle loi est unique.)

La démonstration est immédiate.

-

PROPOSITION 4. — Si 1'hypotheése (3) est vérifiée, on a lpn(x)l <1 pour tout

xe (-1, 1) . D'autre part, i © est définie positive, on a ‘w(n)l < ¢(0)

pour tout n €N , et si © est définie négative, on a w(n) 3,@(0) pour tout

nel, et @(n)/nz ‘est bornée.

Démonstration. — Si on pose kn = maxlpn(x)l pour X € (-1, 1) , on trouve que

PAERE

k, Py * Py >0 sur (-1, 1), ce qui implique 1'inégalité
lo(n) | <x wl0) ,

\ Y 2 rd v .
pour toute suite définie positive ¢ . D'apres 1 'hypothese (s), pn(x) est définie

positive, d'ol




pi(x) < kn ’ quel que soit X € (-1, 1] R

. 2  enn .
et par conséquent kn.s kn , d'ol finalement kn = 1 , parce que kn 3,pn(1) =1 .

On & Py = Pp >0 sur [~ 1, 1] , d'ol 1'indgalité m(O) < m(n) pour toute
guite définie négative ¢ . Il est bien connu gue 1'inégalité lpn(x)l <1 pour
tout xe (- 1, 1), pour un polyndme P, de degré n , entraine 1Yinégalité
IPé(X)l-é n? pour tout xe (=1, 1) (voir per exemple [8], ex. 83, p. 91). La

formule (2) entratne donc m(n).s a + Hmﬂng .

Voici maintenant un théoreme de type Schoenberg (cf. [9]), qui lui aussi est une

conséquence de 1'hypothese (s)

THéORﬁME 5. — Si on suppose 1 thypothése (5), les cunditions suivantes sur la sul-

te v sont équivalentes ¢

(i) @ est définie négative ;
(i1) (0) >0 , ot exp(~ ty) est définie positive vel que soit t >0 .
7 =2 : 9 .

Démonstration.

(1) = (ii) s D'spres la formule (3), il suffit de démontrer que

: r1
exp(~ tbp!(1)) et expl~t J_ (1 - p,(x)) dolx))

sont définies positives pour t >0 . Puisque pn(x)” est définie positive, 1'hypo-

thése (S) entratne qu'il en est de méme de

1 - p,(x) ,
n tb th A :
exp(w tb ——-—I—:—'-}E‘—'> = exp(\- m) ex:p(l Tz pn(X)) ’ pour t >0 y X E (— 1 '3 1(

Si on fait tendre x vers 1 , on voit que exp(- tbpﬁ(l)) est définie positive.

Pour € > 0 , on pose

= d
dOE l["‘l,l"‘S[ C
qui est une mesure positive sur (-1, 1) . I1 en résulte que
Jl
_q P{x) do (%)
est définie positive, d'ou aussi

1 | 1-g
exp(— tﬂcen) exp(t'j_l P, doe) = exo(~ t j—l (1 - pn(x)) do(x))

est définie positive pour t > 0 . On conclut en faisent tendre e Vers 0.




(ii) ==> (i) : On suppose que wt(n) = exp(— tw(n)) est définie positive,‘et
quel que soit t > 0. 1I1 en résulte que :

1 - l‘t<n)

t

5ot définie négative pour >0 3 d'lol le résultat, en falsant tendre t vers O .

COROLLAIRE 6. ~ Supposons que (8) est vérifide. klors, si ¢ est Aéfinie négati~

e, et ©w(0) >0 , on a 1/ définie positive.

Démonstration. — La suite 1/¢ est bien définie, parce queé w(n) a,m(O) >0 . La

.

formule suivante montre le résultat

wzn) = jO exp(~ to(n)) at .

Remarque. — Soit # la loi de composition sur ﬁ+((~ 1, 1)) , définie per (4),
sous 1thypothése (8). La mesure de Dirac 61 eu point 1 est é1ément neutre. Il
est facile, gréice au théordme 5, de caractériser les semi~groupes (u,t)t>o de me-

sures positives sur (-1, 1) satis}faisant :

My Ty = o9 quels que soient t,s>0

Hutn <1, quel que goit £t >0

My tend vers 61 vaguenent, quand t ‘tend vers O

T1 y a une bijection entre de tels semi-groupes et les suites définies‘négatives

© , établie par la relation

1
j 1 Pp Ay = exp(~ to(n)) pour t>0, nel

2. Exemples.
M’\N\MN
. n
() py=11 pn(x) -~ (1-x"%+1, n>1. Puisque pn(~ 1)=2 +1, la
proposition 4 montre que 1 'hypothese (8) ntest pas vérifiée.
: N
(v) pn(x) — < . Dens ce cas, (8) est vérifide, car, si 2 & X >0
] N n=0
(-1, 1), on a aussi ) a, Lyt = 2 an(xy)n >0 , quels que soient
=0 n=0

X , ¥ € -1 ’ 1) . La loi de‘composition correspondante sur M+((— 1, 1]) est la

suivante @

1 1 1
bj—l £(x) dy * w(x) = j—l j—l £(xy) dM(X) dV(Y) ’




?our f e C((—' 1 ’ 1)) sy sy VE M_,_(E"' 1 ’ 1))

(c) pn(x) = (x + 1 - o) pour « # 0 . On voit que lp (x)| <1 sur (-1,1)
i, et seulement si, 0 <@ <l D'autre part, il est facile de voir que (8) est
Hrifide, si, et seulement si, E-s o <1 . Lalol de composition correspondante .
sur M+([~ 1, 1]) est construite & partir de la loi de composition oy sur

coxy + (1 - o) (x+y) - (1 -a) ,

[1 M jl
J_, £(x) ay » v(x) = ‘1—1 1 £(x o, y) au(x) av(y)

(d) L'exemple fondemental : Les polynlmes de Gegenbaﬁer. - Soit . px(x) la suite

‘e polynﬁmes définie comme “le systéme orthogonal" associé a la mesure
1(1 2)V‘_ ax sur (-1, 1) . Ici, v estun paramdtre réel >0 . Plus pré=
icisémeny, pZ(x) est le polyndme unique de degré n gatisfaisant aux conditions 2
Jl v v 2\ v—%
J 1 Pn(X) Pm(x)(l -x)V2dx=0, si n #m

Pz(l) =1 pour tout =n elﬁ

Les polyndmes pv(x) sont 1liéds aux olynﬁmes de Gegenbauer Cv(x) par la formule
P n P ) n

CX(X) _ (2v)(2v + 1) ;}. (2v 4+ n - 1) PX(X) :

voir par exemple [57, ou on trouve aussi la formule suivente :

() (1) -2t 2)

La formule d'addition de Gegenbauer ([5]) entraine

0 By o o e e B )

pour X , ¥ € E— 1, 1) ,

I P SO 4 O
=0 e F(v +1/2)

On introduit une loi de composition (qui dépend de v ) sur M+((— 1, 1))

posant

1 ‘ 1 1 1 .
(8) L £ ap v =g j_l J_l Ity 4 -2 -y -2V az aw(® avly)
Vv




=
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pour y , v € M+([— 1,1), fec((-1, 1)) . La formule (7) montre que 1'hypo-

thdse (8) est vérifide.

Pour une dtude détaillde de cette loi de composition, consulter les travaux de

AIRSCHMAN, Jr [67, et de BOCHNER [2].

(e) Les polyndmes Tn(x) de éebyéev. ~ Ils sont définis par Tn(cos ) = cos(no) ’

ot sont en fait un cas limite des polyndmes de Gegenbauver avec v = 0 . Une suite
¢p: N->R est définie positivé (resp. définie négative) par rapport & (Tn) s 8i,
et seulement si, ¢« est la restriction & N d'une fonction paire ¢ : Z->R,
qui est définie positive (resp. définie négative) au sens usuel sur le groupe des

entiers Z . L'hypothése (38) est vérifide.

(£) Les polynémes ultrasphériques. — On appelle ainsi le cas particulier du cas-
(@) ok le paramdtre v = (k-2)/2, k=3, 4,5, «c. » On les note 1pn(k , X)

qui est alors le seul polynéme de degré n satisfaisant aux conditions

L _
o (e, 1) o e, D1 =D a0, s ongn,

P (x s 1) =1, pour tout. n é'ﬂ .

Les polyndmes pn(B R x) sont les polynémesbde Legendre.

La loi de composition # de (8) peut s'introduire d'une fagon plus naturelle

dans ce cas particulier ¢

.

Soient @

Q> la sphére unité de ﬁF , k=3,4, o3
so(x) , le groupe des rotatlons de Rk s

so(k , a) , le sous~groupe des rotations qui laissent le point a € Qk fixe.

La sphére Qk sera toujours munie de la mesure ui , qui est invariante par s0(k) ’

et est de masse totale
k/2

o ll = s

L'importance des polynbmes ultrasphériques vient du fait que, pour a , § € Q la
fonction & f- P, (x . a.£) est la seule fonction sphérique d'ordre n qui vaut

1 au point a , et qui est invariante par so(x , a) (cf. [7]).

Scient F € El(Qk) y aeQ . On note Fa la fonction symétrique de I autour
du point a , clest—a-dire ‘ ‘

r (€) :'J

S0 (k

o 700 ) = i Ly g T s P a0
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A,

s 1 est la mesure de Haar normalisée sur S0(x , a) , et t=a.§ . La fonction
. . 0 . 3 ~
F  est invariante par so(k ’ a) ; par conséquent, il existe une fonction Fa sur

a
(-1, 1) , intégrable par rapport & la mesure
(1 - t°) (=3)/2 g4

telle que l'on ait 'Fa(a.g) = F&(g) pour tout E € Qk » De plus, on a

1
j@k P(g) au (2) = ly | L5 m - eI 2

Si, en particulier, F est une fonction sphériqué dtordre n ,- Fa est une fonec—

tion sphérique d'ordre n (ou nulle) et invariante par so(k , a) , a'ol

(10_)‘ r (g) = P(a) p (k& 8.E) 3 'ﬁa(ﬁ) = F(a) p(k, ¥) , s t=af -

Nous allons maintenant introduire un produit de convolution entre les mesures Sur

(-1, 1) et les fonctions sur Q3 cette convolution s'applique méme & des dis-
tributions sur les deux espaces, et est &tudide dans des cas particuliers en [17.

Voir aussi [4]. Soient u € m((-1, 1), Fe C<Qk) . On pose

1
oW Fla) = j—l Fa(t) dp(t) ’ pour & € Qk ’

et pwFE C(Qk) .Pour feOl(-1,1), aec ,1e produit de convolution de
w et de la fonction Ta fs: E F-e»f(a.g) est une fonction continue sur Qk , in—
variante par so(k , a) ; donc il existe une fonction continue g sSur (-1, 1) ,

telle que

sae) mp o 2(6) = L D) ), esEen

En posant p % f =g, et ensuite

1 . Jl Jl
(11) : j-l fapwv=d 41 % £ dv = 1V % £ dy s VE M([— 1y 1)) ’

on retrouve la loi de composition % sur m((- 1, 1)) , déja définie dans (8)

avec v = (k- 2)/2.

D'apres (10), on voit que

1 ' hlis
U4 pn(k ’ .)(s) = pn(k , S) J—l pn(k ’ ) du(t) ' pour toute w € M([~ 1, 1]) s Il

d'ol
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[1 [ J‘l ‘
by o0y 8) awwov(8) = J ) p Gy t) dult)

— [

L 2k, 1) av(e)

pour toutes u , ve M((- 1, 1)) ,

et on a retrouvé le fait que 1'hypothése (S) est vérifide dans le cas des polyndmes

ultrasphériques.

D'autre part, avec un peu de patience, on peut démontrer la loi d'associativité

suivante pour  , veM((-1, 1)), Fe C(Qk) , & savoir
(12) (p,*\))ﬁF::u{r(\)ﬁF) .

(L*abus de notation, w désignant deux lois de composition différentes, ne donne

lieu a aucune confusion dans la pratique).

11 est facile de voir que F p=> W » P définit un cpérateur borné TM dans

C(Qk) qui commute avec les rotations, clest~a-dire
(13) (Tu F) o A= TM(F o A) , pour F € C‘(Qk) , Aego(x) .

D'ailleurs, on peut montrer que tout opérateur borné T dans C(Ok) 5 qui.vérifie
(13), est de la forme Tu pour une certaine mesure p sur (- 1, 1) (ef. [4]).
D'autre part, les opérateurs T s'étendent & des opérateurs dans Qp(Qk) s
l1pg®, qui vérifient enoor; (13). Dans certains cas, on peut affirmer qu'un
opérateur borné dans QP(QK) , qui vérifie (13), est de la forme TM (cf. [4]).

Ici, nous nous contenterons de 1 'énoncé suivant :

PROPOSITION 7. — Pour qu'un opérateur borné T dans EQ(QK) satisfasse aux con-

ditions ¢

il

(i) T commute avec les rotations, i. e. (TF) o« A T(F o A) pour A€ SO(k) ’

Fe ﬁz(ok) ;

(11) T est sous-markovien, i. e. Fe£2(n), 0gTFLL => OIS,

~N

les inégalités ayent lieu presque-partout ;

il est nécessaire et suffisant qu'il existe une mesure positive y sur -1 ’ 1),

2
de masse totale <1, telle que 1'on ait TF =y % P pour toute F e £ (Qk) .

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante.

Iﬁversement, supposons que T vérifie les conditions (i) et (ii).

Cas particulier : T(ﬁz(Qk)) = C(Qk) . Dans ce cas, quel que soit a € Qk , 11

existe une mesure positive b, sur Qk , de masse totale < 1, telle que

j F dua = TF(a) , pour toute I € C(Qk) ’

|




car il est facile de voir que F f—-s TF(a) définit une forme lindaire positive sur:

(jk) . |
Soit fe ¢((~1, 1)), et soient a, be O_. Il existe A€ S0(x) telle que

ba =1 , d'ou

X
ﬂb@)dmgﬂ==Thbfo@==Mn)£oAMa)=Th@fﬂa)=J%cﬂa@)dwﬁw )

ce qui montre qu'il existe une mesure positive p sur (-1 9 1) , de masse L1,

jl

-1

{telle qu'on ait

£(t) an(t) = JQK £(a.5) du (8) .

cuels que soient a € , T € c((-1, +)) . La mesure My est invariante par

0(kx , a) , car, pour A € So(k , a) , on a

[ Fokhdy, = p(F o A)(a) = TF(da) = 7F(a) = ij Fdy,

&

pour toute F e C(C&) . Cette invariance entraine que

.

, | L
j%MMM@J%M@%®=%§w@%®=Lngm,

donc TF(a) = w » F(a) , quels que soient F € C(Qk) ’

Ras

(3 0 Id
a € Qk , et par continuité,

TR = v P, pour toute F € ﬁz(Qk) .

Cas général 3 Soit %, s € >0 , une famille de fonctions continues positives

sur (=1, 1), 0, & support dans J1 - & 1) , et satisfaisant

El cpg(’c)(l - t2)(k-3)/2 dt = 1

Llors

o % B(e) =t
; oI e

quelle que soit F e Ql(Qk) , et une bonne ap-

o (£.7) () dg (1)

est une fonction continue sur Q

proximation de F au sens suivant @

D %« P tend vers F dans C(Qy) (resp. EZ(QK) ), quand e tend vers o,

quelle que soit F € C(Qk) (resp. ﬁz(Qk) ).

I 'opérateur T8 dans ﬁz(Qk) , défini par




T F=ow »xTF ,
g . €

i) et (ii), et entre dans le cas particulier. Donc,

sur (n‘l s 1) , de masses < 1 , telles que

satisfait aussi aux conditions (
i1 existe des mesures positives M
1'on ait

T F=p xF, pour toute F € C(Qk) .

Si i est une mesure vaguement adhérente & 1'ensemble des e s on trouve, par un

passage & la limite simple, que

TF = % F , pour toute F € c(ok) ,
ce qui s'étend par conbinuité a toute F € ﬁz(Qk) . .

Remarque. — Lfopérateur T est de norme <1 . D'autre part, T est un opéra—

teur hermitien. Ceci est méme vrai pour tous les opératevrs T  dans Ez(Qk) y

u  étant une mesure de signe quelconque sSur (- 1, 1) (cf. [1], lemme 4.2).

COROLLAIRE 8. — I1 v a une bijection entre les semi-groupes fortement continus

qui sont sous-markoviens, et qui commu-~

d'opérateurs de contraction dans \EZ(QK) ’

lution (5) de mesures positi-

tent avec les rotations, et les semi-groupes de convo
% étant celle définie dans (11) (ou dans (8), avec

ves, la loi de composition
v=(k~2)/2).

Démonstration. — Dfaprds la proposition 7,
xF, Fe ﬁg(Qk) , oy est une mesure positive sur

les opérateurs envisagés Pt , t>0,

sont de la forme Pt F= Wy

(-1 1) de masse totale < 1 . La formule (12) démontre la propriété'de semi-—
) S

groupe, et il est facile de montrer 1'quivalence entre les deux propriétés de con-

tinuité ¢

(a) 1lim Pt F=F dans EZ(Qk) , pour toute F e ﬁz(Qk) H

-0
- {(b) 1lim Py, # F=F , simplement pour toute F e'C(Qk) o

£-0 »
(On utilise les ¢ ‘)

Une fonction F e QZ(QK) se développe en série de fonctions sphériques

. o
P2 B,
n=0
o vectoriel des fonctions sphériques

ou Fn est la projection de F sur 1l'espac
on sait que (ef. [7])

dtordre n , dont la dimension est notée ¥k , n) .

: Fn(?’) - N(lﬁ 9”n) "[QK pn(k , g.'ﬂ) F(n) d(ﬁk('ﬂ) .
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LEMME 9, - SL F e Bz(Qk) a le développement F n > Fn , et si

est une me—

n=0
sure sur [~ 1, 1) , alors W ¥ a le développement

U

[e0]
Frn o pl)r® o,
. :O n

=
N

ou on a posé

, 1
i(n) J_l p (i, ) du(t) .

Démonstration. — On combine la formule (10) avec la remarque ci~dessus que 1'opé-

rateur T est hermitien.

3. Formes et espaces de Dirichiet sur la sphére.
Pour la théorie générale des formes et espaces de Dirichlet, on renvoie a [ 37

Voici notre résultat principal :

» \
TIREOREME 10. — Soit Q une forme de Dirichlet sur le sous—espace dense V -de

ﬁz(Qk) , invariante par rotations (i. e.

AeS0o(k) ==> FPoheV et oF « &) = Q(F) ) .

PevV,

ézative par rapport aux polyndmes ultrasphé-

AMors il existe une suite ® définie n

rigques pn(k ’ x) , telle que llon ait.

(14) o) - T R o)

w
Frn 2 F est le développement de F en série

n=0
est la norme de ﬁg(Qk) . D'autre part, V est

quelles le second membre de (14) est

pour tout élément F & V g ici,

de fonctions sphériques, ot .1l

oxactement 1'ensemble des F € £ <Qk) pour les

fini,
t une suite définie négative par rapport aux polyndmes ul—

Inversement, si ¢« .es
+ une forme de Dirichlet invarian-—

%) , la formule (14) défini
V¥ des fonctions de E2(Qk) pour lesquelles

trasphériques pn(k )

te par les rotations sur 1tensemble’

1e second membre est findi. .

Q soit définie positive, il faut et il suffit que w(O) > 0 . Dans ce
ace de Dirichlet régulier et invariant

Pour que

cas, V , muni de la momme 0" , est un esp

ar rotations. Tnversement, tout espace de Dirichlet régulier de base (Qk ’ uk)

ions est de cette forme.

D
et invariant par les rotat

FKGBENHAVNG UNIVERSITETS
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B

Démonstration. — Soit P, t >0 , le semi-groupe fortement continu dlopéra-

teurs dans ﬁg(Qk) associé a " Q (ef. [3], chapitre 5). On sait que les PJG sont
des opérateurs sous-markoviens de norme <1, et ils commutent avec les rotations,
parce que Q est invariante. Soient “t.’l t >0 , le semi-groupe de convolution
de type (5) de mesures positives, et ®© 18 suite définie négative par rapport aux
polyndmes ultrasphériques pn(k 9 x) , tels que L'on ait

1 .
PP o=y % F, jnl pn(k , X) duﬁ(x) = exp(~ te(n))

—~

pour F ¢ ﬁz(Qk) , t>0, ne€ X .
Hous allons utiliser les formes approchées Q,JG (cf. [3], chapitre 5). Par défi-
nition, ' ‘

1 ‘ '
Qt(F) = %-(F - By ¥ F, ), pour F € EZ(QK) ’

o (, ) désigne le produit scalaire de EZ(QK) .
[ee]
53 T a le développement F > Fn en série de fonctions sphériques, le déve-

n=0
loppement de F — p, = P est

S - el ), (1ome 9)

et par la formule de Parseval, on trouve

(153) ¢, (F) = 5 e |2 2= em?gc_- tp(n))
n=0

1

Si on fait tendre t vers 0 en décroissant, on sait de 1a théorie générale des
formes approchées que Qt(F) croit vers
oF) , si FeV ,
i o, si FEV 5 -
puisque le gsecond membre de (15) croft vers
s 2
)% el
n=0
on a démontré la premidre partie de 1 'énoncé.

Inversement, si ¢ est une guite définie négative par rapport aux polynémes ul-
trasphériques, et sl et Pt P =y «PF, t>0, sont les semi—groupes cor—
respondants, le calcul qu'ton vient de faire montre bien, que 1a forme hemmitienne

positive fermée Q associde & (Pt) est donnée par la formule (14), et son
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domaine V est l'ensemble indiqué. IL est clair que Q est invariante par les ro-
tations, et Q est une forme de Dirichlet, parce que les opérateurs }?JG sont sous—

narkoviens ([ 3], chapitre 5, théorime 1).
Quant & la troisidme partie, on remarque que

(1) = llgll o(0)

dont on déduit, si Q est définie positive, que ©(0) > 0 . Inversement, Q est
définie positive des que w(0) >0 , car, si Q(F) =0, on a Fn = 0 pour tout

n € N , parce que m(n) 2,w(0) (proposition 4), et donc F =0 .

' X
Si on suppose w(O) >0, V est complet pour 1a norme hilbertienmne Q% , car v
\»J= oy
est complet pour la norme (HFH2 + Q(FV)7 ( Q étant une forme fermée), et d'autre

part
(16) - o(O)|Fl® < o(®) -

1

L'espace de Hilbert H = (v, Q°) est un espace de Dirichlet, d&s qu'on a vu que
1tinjection canonique de H dans El(Qk) est continve, ce qui est évident a par-
tir de (16). L'espace de Dirichlet H est régulier, parce que V contient toutes

les fonctions sphériques.

Finalement, tout espace de Dirichlet‘ H de base (Qk ’ &k) , et invariant par
les rotations, est donné par une suite © , qui est définie négative par rapport

by

aux polyndmes ultrasphériques et satisfait o(0) > 0 , & savoir que
2 e 2
- (Fefio) | a® = 3 BT el <)
n=0

et Q est le carré de la noxme hilbertienne de H . On le voit en observant que la
restriction de Q & Hn ﬁz(Qk) est une forme .de Dirichlet invariaﬁte par rota-

$ions. (A priori, on sait uniquement que HC Ql(Qk) .)

Voici gquelques commentaires au théoreme 10 :

I,a fomule (3) de toutes les suites définies négatives permet de donner une re-
présentation explicite de toutes les formes de Dirichlet invariantes par rotations
sur la sphére ( k > 3 . Bn effet, d'apres (14), on obtient, par la formule de
Parseval,

1
R I I

ou a ,.b >0 sont les constentes positives de (3), et o est la mesure positive

Sur' (-1, 1( de (3), qui vérifie




7
3

J‘l (1 —X) dc(x) <o

-1

Enfin, 6x est la mesure de Dirac au point x € [— 1, 1( , et 6i la distribu~—~
tion sur la droite ¢ k—s»m'(l) . (On n'a pas insisté sur le fait que le produit de
convolution # s'applique & des distributions, et que le lemme 9 reste valable
pour des distributions ) o

Soit < la suite définie négative du théoreme 10 telle que o(0) >0, et soit

o) | oam = 3 IE )% en) <)
< n
n=0

H= (e e
1'espace de Dirichlet associé, Q désignant le carré de la norme. La suite 1/¢
est définie positive (corollaire 6), donc il existe une mesure positive v sur
(-1, i) , telle que

' i
J 1 ) (k ’ x) dv(x) = .
-1 *n

w(n)

On appelle v le noyau potentiel de H, car, si P est une fonction réelle mesu—

rable bornée sur O s le potentiel wup , engendré par F (au sens des espaces de
Dirichlet 3 cf. [ 3], chapitre 1), n'est rien d'autre que v % F clest~e~dire que

vy % P est le seul élément de H vérifiant

e, v F) 2l a(g) p(g) dw (£)

Q
"k
pour tout dlément G € H , ce qui rdésulte de la formule de Parseval.

Le nombre

N A
n=0 w(n)

s'appelle 1'énergie du potentiel v = F .
|
Plus généralement, on infroduit 1l'espace W des distributions d'énergie finie, %

[oe]

iI={1en () | (1) = 2 !!Tn';lz ——

<°°} )
n=0 w(n)

o Trn J T est le développement de la distribution T en série de fonctions

sphériques (cf. [1]). Le nombre I(T) est appelé 1'énergie de T , et I est le
carré d'une norme hilbertienne sur W . Le lemme suivant montre que W est complet

bour cette norme.
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LEMIE 11. — On se donne, pour chague n € N , une fonction sphérique Tn d'ordre

5, et on suppose que

© l .
| . 5o liP <o .
: ' n=0 on)
5 ®
slors il existe une distribution T e @'(Qk) avec le développement T nv > Tn .
n=0

Démonstration. — On pose a = t+nln+ k- 2) , et la proposition 4 entraine que

: w
| SOl ff<e .
n=C "mn n

;11 existe donc une distribution F € ﬁz(Qk) avec le développement
| . ® | .
! » Prn 2 —T - ’

n
n=0 “n

[

%, par conséquent, la distribution (1 ~ *VF a le développement
’ q ’

| ,
3 [eed

i * '

e (1~ Ak)F NEDI (ecf. [7D .

i n

| n=0 |

{Ici, Az désigne 1'opérateur de Léplace—Beltrami sur Q.

|

g Pour toute distribution T e W, la distrivution v = T est dans H, et est ap-
1

%pelée le potentiel (généralisé) d'énergie finie engendré par T , et il est facile

]

de vérifier que 1'application
' .
' T}-—-—é\)*T

4éfinit une isométrie de 1'espace de Hilbert W sur 1l'espace de Hilbert H .
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