
Math. Z. 136, 279 -290 (1974) 
�9 by Springer-Verlag 1974 

Semi-groupes de Feller invariants 
sur les espaces homogbnes non moyennables 

Christian Berg et Jacques Faraut 

O. Introduction 

A l'aide de la transformation de Fourier sph6rique on montre que, 
sur un espace riemannien sym&rique de type non compact, tout semi- 
groupe de Feller invariant et non trivial est int6grable. Dans le cas d'un 
espace riemannien sym6trique de type non compact irr6ductible, cette 
propri6t6 est une cons6quence du r6sultat g6n6ral suivant: Si G est un 
groupe localement compact non moyennable, et si K est un sous-groupe 
compact de G, maximal parmi les sous-groupes ferm6s de G, tout semi- 
groupe de Feller invariant et non trivial sur l'espace homog6ne G/K 
est int6grable. Dans les 6nonc6s ci-dessus, non trivial signifie que le 
semi-groupe en question n'est pas identiquement 6gal ~ l'op6rateur 
identique. 

1. Noyaux potentiels associ~s ~ un semi-groupe de probabilit~s 

Soient X un espace localement compact et Co (X) l'espace des fonc- 
tions continues complexes sur X tendant vers 0 ~ l'infini. L'espace C o (X) 
est muni de la norme uniforme. Le sous-espace de Co (X) des fonctions 

support compact est not~ ~ (X). 
Un semi-groupe de Feller (P0~_>o est un semi-groupe fortement 

continu de contractions positives de Co (X). I1 est dit markovien si pour 
tout t l'on a sup{Ptfff~Co(x), 0<f__<l}=l .  I1 est dit int6grable, si 
pour toute fonction f continue, positive et/L support compact, la fonc- 
tion Vf d6finie par oo 

Vf(x)= S PrY(x) dt 
0 

est une fonction continue tendant vers 0 ~ l'infini. Alors V: ~ (X) ~ Co (X) 
est un noyau continu tendant vers 0 ~t l'infini et v6rifiant le principe 
complet du maximum. 

Soient G u n  groupe localement compact muni d'une mesure de Haar 
gauche et (P,)t~o un semi-groupe de mesures de probabilit6 sur G, 

c'est-~-dire une famille de mesures de probabilit6 (P,),~o sur G v6rifiant 

Vt, s>O, #t*#s=ltt+s, 
lim/t~ = #o vaguement. 
t ~ O  
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La mesure #0 est idempotente, c'est donc la mesure de Haar  cog 
d'un sous-groupe compact K de G ([9]). Les mesures #t sont biinvariantes 
par K. 

Si f est une fonction de Co (G) invariante/t  droite par K, il en est de 
m~me de la fonction f ,  #,, off l'on a pos~ 

f ,  i tt (x) = I f (x  y - 1) dlat (y). 

Si l'on identifie une fonction f sur G invariante g droite par K avec 
la fonction f s u r  X = G/K obtenue par passage au quotient, nous obtenons 
un semi-groupe de Feller markovien (P~)t>_o sur l'espace homog6ne 
X =  G/K d6fini par 

Pt f = f*  I~t, f e  Co (X). 

Le semi-groupe (Pt)t>_o est invariant par l'action de G. Inversement, 
tout semi-groupe de Feller sur X, markovien et invariant par G est de ce 
type. 

Si # est une mesure positive sur G, qui par convolut ion/ t  gauche 
applique :r dans L 2 (G), la norme de # agissant comme op6rateur de 
convolution dans L 2 (G) est le nombre I1~112 =< oz d+fini par 

11~112 = sup {l[/~,fll [ f E ~ ( a ) ,  Ilfll =1}.  

(La norme en question pour les fonctions est celle de L 2 (G).) 

On a 11~112__< f fd~,  et si G est non moyennable, on peut avoir une 
in6galit6 stricte (cf. [6], p. 44). 

Nous d6finissons le type % du semi-groupe (Pt),~o par 

% =  lim t -1 log t[/~,lh. 
t ~ o o  

Cette limite existe en effet et % < 0 ,  cf. [11], p. 232. 

Si pour un to >0,  IIP~o [12 < 1, alors ~o < 0. En effet posons II#,olh = e ~'~ 
off c~<0. Soit t>O, nous avons 

t = n t o + r  avec n entier >0 ,  re [0 ,  to[, 
alors 

II/~,lh -< _ II/~o11~ 1[#,112 <e~"'~ e~'<e-'~~ e% 

donc % < e < O .  
Pour tout co> %, il existe M~>O tel que 

M e ~t t1~112__< ~ , t > 0 .  

I1 en r6sulte que pour 2 > %, f e  L 2 (G), la fonction 
oo 

Rzf--- ~ e -a t# t* fd t  
0 

est dans L 2 (G) et que Ra est un op6rateur born6 de L 2 (G). 
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Th6or6mel.1. Soit (#t)tgo un semi-groupe de mesures de probabilitd 
sur G de type a o et soit 2 > a  o. Alors: 

a) Eintdgrale vague 
oo  

1r ~ e-Zt  ~ t d t  
o 

est une mesure biinvariante par K, qui par convolution d gauche applique 
o~r (G) dans L 2 (G). 

b) Pour toute f ~ ( G ) ,  on a 

R x f  = ~ca*f 
et [l~z[[2 < o0. 

c) Les r6gularisdes & gauche et d droite de ~c x tendent vers 0 & l'infini. 

Ddmonstration. Pour f i ,  f2 ~ +  (G) la fonction 
oo 

(R A),L = I 
o 

&ant le produit de convolution (p,t~ pour des fonctions cp, ~eL2(G), 
est continue et tend vers 0 / l  l'infini. 

Puisque route fonction f continue positive /L support compact 
peut &re major6e par une fonction de la forme f~,f2 off f~ et f2 sont 
positives, continues/~ support compact, l'application 

o0 

f~3~r(G) v-~ ~ e-Xt # t ( f ) d t  
o 

est une mesure de Radon positive xx sur G. Pour f l ,  f2 ~ Jr (G) on trouve 

(Rx fl)* f2 = ~z* f ,  *f2, 

ce qui montre que R z f i = ~ z , f ~  et que les r6gularis6es fl droite de Kz 
tendent vers 0 fl l'infini. 

Le semi-groupe (Pt)t~o est du m6me type a 0 parce que []Pt[[2 = [I/~t[t2 �9 
Par la formule 

f* xz = (gcx *f)- 

on trouve que les r6gularis6es/~ gauche de ~z tendent vers 0 fi l'infini. D 

Remarque. La masse de la mesure xz est infinie pour ~o <2__<0 et 
6gale /~ 2 -1 pour 2 >0. L'6nonc6 est donc seulement int6ressant pour 
% < 2 < 0 .  

Si ao < 0 le th6or6me a la cons6quence suivante pour le semi-groupe 
de Feller (P,),=>_o associ6: 

Th6or~me 1.2. Soit (gt)t>=o un semi-groupe de mesures de probabilitd 
sur G de type ~o ndgatif. Alors le semi-groupe de Feller associ6 (Pt)t>=o 
sur X est int@rable. 

20* 
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En effet, si feJg'+(G) est invariante/L droite par K et si xeG,  on a 

oO o0 

Vf(x) = ~ Ptf(x) dt = ~ f*  Ixt (x) d t = f *  ~c o (x), 
o o 

qui est une fonction de Co (G) d'apr6s le th60r6me pr6c6dent. 

De m~me Vzf=f*~ca d6finit pour : % < 2 < 0  un noyau de Hunt sur X 
au sens de Deny (cf. [-3]), Vz 6tant l'int6grale d'un semi-groupe d'op6rateurs 
surmarkoviens. En particulier Vz v6rifie le principe de domination. 

Remarque. Si le groupe G est unimodulaire, nous pouvons associer 
au semi-groupe de mesures (#t)t~o un semi-groupe (Tt)t>=o fortement 
continu de contractions invariantes de l'espace L 2 (X), l'espace X 6tant 
muni d'une mesure invariante par G. I1 est d6fini comme le semi-groupe 
de Feller par 

Tt f  = f*# t ,  

et il est facile de v6rifier que la norme de Tt agissant sur L 2 (X) est 6gale 
11~,112. 

Si les mesures #, sont sym6triques, alors les op6rateurs T~ sont 
hermitiens sur L2(X). Le g6n6rateur infinit6simal du semi-groupe 
(T~),~o est autoadjoint semi-born6 sup6rieurement, et So est la borne 
sup6rieure de son spectre. 

2. Relations entre le type d'un semi-groupe de probabilit~s 
et la moyennabilit6 

Dans ce paragraphe, ~t partir d'un r6sultat de Berg et Christensen [2], 
nous donnons des crit6res pour que le type d'un semi-groupe de proba- 
bilit6s soit n6gatif. 

Nous notons G u n  groupe localement compact, K un sous-groupe 
compact de G e t  o~r la mesure de Haar  normalis6e de K. 

Th6or~me 2.1. Soit (#~)t>=o un semi-groupe de mesures de probabilitd 
sur G v~rifiant : 

(i) Pour tout t > 0 l'Oldment neutre e de G appartient au support de Pt. 

(ii) Le plus petit sous-groupe ferm~ contenant les supports des mesures l2t 
est dgal dt G. 

(iii) Le semi-groupe de mesures est de type ~o = O. 

Alors le groupe G est moyennable. 

DOmonstration. Puisque eo = 0, pour tout t >0  nous avons l]#t[]2 = 1. 
Soit Gt le plus petit sous-groupe ferm6 de G contenant le support de #t- 
L'hypoth~se (i) entraine que pour t < s nous avons G, c G~. D'apr~s [2] 
il existe une moyenne m, sur l'espace UCB(G), (espace des fonctions 
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born6es uniform6ment continues sur G) invariante par l 'action de Gt. 
Soit m une valeur d 'adh&ence faible de ~ quand t tend vers l'infini, m est 
une moyenne invariante par U Gr, qui est dense dans G d'apr6s (ii). 

t>0 
Donc m est une moyenne invariante sur UCB(G), c'est-~t-dire G est 
moyennable.  D 

Dans les th6or6mes 2.4 et 2.5 ci-apr6s l 'hypoth6se (i) ne figure pas. 
Pour cela nous avons besoin de la proposit ion suivante. 

Proposition 2.2. Soit # une mesure de probabilit~ sur G invariante dt 
droite par K. Pour que # v&ifie 

/~*i t=~K,  

il faut et il suffit que # = 6g* co K pour un kl~ment g de G. La mesure It 
est biinvariante par K si et seulement si 

g - l  K g ~  K .  

Ddmonstration. Si It = fig, o&, alors 

Inversement, soit It urte mesure de probabilit6 invariante ~ droite 
par  K v6rifiant/~, It = o&. Si S est le support  de It, nous avons S-  ~ S ~_ K, 
donc en particulier S ~ g K  pour  tout g~S. Puisque S est invariant ~t 
droite par K, nous avons aussi gK~_S, donc 

Vg~S:  S = g K ,  

c'est-~t-dire que S est une classe h droite modulo K. Si g appartient ~t S, 
la mesure 6g-~,it est port6e par  K et est invariante ~ droite par K, 
c'est donc la mesure de Haar  de K, et on a 

I t  = (~ g * (D K �9 

Si de plus la mesure/1 est biinvariante par  K, le support  S est invariant 
gauche par K. Pour tout g de S on a donc 

g-~ K g ~ S - ~  S g K .  

Inversement si g - ~ K g ~ K  la mesure It=~Sg,~ K est invariante ~t 
gauche par K car 

V k ~ K  ( ~ k * ( ~ g * O ) K = ( ~ g * 6 g - l k g * ( D K = ( ~ g * O ) K  . 

Corollaire 2.3. Si It est une mesure de probabilit~ biinvariante par K 
v~rifiant 
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alors pour tout g du support de/2, on a 

# = C~g* coK = cog* C~g, 

et tout g du support de/2 normalise K: 

g - l K g = K .  

Remarque. I1 est possible que l'inclusion 

g - l K g ~ K  
soit stricte. 

Soit H = ~ z  le groupe compact des applicationsfde Z dans le tore "IF. 
L'61~ment neutre est l'application 

e: n ~ l .  

Pour p 6 Z , f 6 H  on note zvfEH 1'application 

n~--~ f ( n -  p) . 

Soit G =H  • Z muni de la loi de groupe 

(f, n)(g, m)-- ( fz ,  g, n + m). 

Alors G est un groupe localement compact, le produit semi-direct de H 
et de Z. Soit K le sous-groupe compact de G d6fini par 

K--  {(f 0)[V n<O:f(n)=l} .  

Pour g = ( e , - 1 )  on a 

g - 1 K g =  {(f 0) iV n<0 :  f (n )=  1} ~eK. 

Par contre, si le groupe compact K est un groupe de Lie, ce ph6nom6ne 
est impossible. On let voit ais6ment en consid6rant l'alg6bre de Lie de K. 

Nous ferons jusqu'~ la fin de ce paragraphe les hypoth6ses suivantes: 

(A) G est un groupe localement compact non moyennable. 

(B) K est un sous-groupe compact de G, maximal parmi les sous- 
groupes fermds de G. 

Ces hypoth6ses sont v6rif6es si X =  G/K est un espace riemannien 
sym6trique de type non compact irr6ductible (voir annexe). 

Voici quelques cons6quences pr61iminaires des hypoth6ses (A) et (B): 

1) K n'est pas distingu~ dans G. 

En effet, sinon le quotient G/K serait un groupe H. Consid6rons 
dans H u n  616ment h diff6rent de l'616ment neutre, et soit F le plus petit 
sous-groupe ferm6 de H contenant h. L'image r6ciproque F~ de F par 
l'application canonique 

G-* G/K = H 
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est un sous-groupe ferm6 de G contenant K et diff6rent de K, done 
F1 = G d'apr6s l'hypoth6se (B), et par suite F = H .  Le groupe F, 6tant 
ab61ien, est moyennable, et par suite G est moyennable ([-6], p. 16), ce 
qui est contraire ~t l'hypoth6se (A). 

2) Le normalisateur de K est r~duit & K.  

Car sinon il serait 6gal ~t G, et K serait un sous-groupe distingu6 de G. 

En combinant 2) avec le corollaire 2.3 nous trouvons: 

3) La seule mesure de probabilit~ # biinvariante par K v~rifiant 

v 

# * # = # * # = ~ O r  
est # = o9 K . 

4) G est unimodulaire. 

Car 6 6tant le module, ker 6 est un sous-groupe ferm6 distingu6 de G 
contenant K. 

Th~or~me 2.4. Sous les hypothkses (A) et (B), si # est une mesure de 

probabilit~ sur G biinvariante par K,  #:~o9 r ,  alors 11#112<1. 
D~monstration. D'apr6s la remarque 3) pr6c6dente on a v = #*/~ =~ r r 

(ou bien/~,  # ~ ~or). Le support de v contient l'616ment neutre de G et 
est donc strictement plus grand que K. Le plus petit sous-groupe ferm6 
de G contenant le support de vest  donc 6gal ~t G. Puisque G n'est pas 
moyennable, d'apr6s [2] on a ]]v]]2= ]1#[]2<1. I~ 

Th~or~me2.5. Sous les hypothdses (A) et (B), si (#3)t>=o est un semi- 
groupe de mesures de probabilit~ sur G biinvariantes par K,  tel que l'on 
ait pas identiquement #3 = c~ alors ce semi-groupe est de type a o strictement 

n~gatif. 

Si nous avions a0=0, alors pour tout t > 0  1[#3t[2=1 et d'apr6s le 
th6or6me 2.4, pour tout t >  0 nous aurions #t=o&. 

3. Semi-groupes de Feller invariants 
sur ies espaces riemanniens sym~triques de type non compact 

Soit (G, K) une paire riemannienne sym~trique de type non compact. 
Le groupe G n'est pas moyennable [6], p. 18, mais si respace riemannien 
X = G/K  n'est pas irr6ductible, l'hypoth6se (B) n'est pas v6rifi6e. Cependant, 
les conclusions des th6or6mes 2.4 et 2.5 sont vraies. Nous en donnons 
une d6monstration qui utilise la transformation de Fourier sph6rique. 
Nous utilisons les notations de Helgason [8]. Les fonctions sph&iques 
sont donn6es par la formule de Harish-Chandra 

q~a(x) = S e(i~-P)(n(xk)) a k (x~G) .  
K 
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Si 2 est une forme lin6aire r6elle, c'est4t-dire si ,~gx' ,  on a 

I q~a (x) l ____ q)o (x) < 1, 
et nous avons 

{xeGl q~o(x)= l }= K .  

En effet, puisque q0 o est de type positif, H =  {90 = 1} est un sous-groupe 
ferm6 de G contenant  K. I1 est meme compact ,  parce que ~Po tend vers 0 
~t l'infini, et K 6tant un sous-groupe compact  maximal,  on a H = K .  

Th6or~me 3.1. Soit It une mesure de probabilit~ sur G biinvariante 
par K. Si I~ :#o&, alors 

[IPI[ = 11~112 < 1, 

off P ddsigne l'op~rateur de L2(X) d~fini par P f = f * # .  

DOmonstration. La transform6e de Four ier  sph6rique de # est la 
fonct ion/~ d6finie sur 9.I' par  

G 

D'apr~s la formule de Plancherel  nous avons 

[IPll = sup I/~ (2)[ =/~(0) = ~ ~Oo(X ) d/~(x), 
) ,~ 9.1' G 

et puisque # ~ o &  et {~po=l}=K, 

~Oo(x)dkt(x)<l. D 

Th6or6me 3.2. Soit (~t)t>_o un semi-groupe de mesures de probabilit~ 
sur G biinvariantes par K tel que l'on ait pas identiquement #t=Ogl~, alors 
ce semi-groupe de mesures est de type ~o strictement n~gatif. 

La transform6e de Four ier  sph6rique de #r s'6crit 

/~t (~.) = e-'q(z) 

off q est une fonction cont inue sur ~ ' .  On appelle q la fonction d6finie 
n6gative associ6 ~ (#t)t>_o (cf. [1]). 

Nous  avons 
IIP~ II =/~t (0) = e-'q(~ ~o = - q(O), 

et si #t n'est pas ident iquement  coK, alors q(O)>O. 

Remarque. Dans le cas des espaces hyperbol iques 

SO o (1, n)/SO(n) 

les r6sultats de ce paragraphe  ont  6t6 expos6s par  Fa rau t  [7]. 
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4. Semi-groupes de Gauss sur les espaces hyperboliques 

Soient G le groupe SOo (1, n) et K le groupe SO (n). L'espace riemannien 
sym6trique X =  G/K est l'espace de Lobachevsky, ou espace hyper- 
bolique, de dimension n. C'est un espace sym6trique de type non compact 
irr6ductible. Une fonction biinvariante sur G peut atre consid6r6e comme 
une fonction sur X qui ne d6pend que de la distance g6od6sique r au 
point 0, l'image de e par l'application canonique re: G-* X. Le laplacien 
Beltrami A f d'une telle fonction f est donn6 par 

A f  (sh r) "-1 dr (sh r) n-1 . 

Cet op6rateur, consid6r6 comme op6rateur non born6 de Co(X), 
de domaine 3ff(2)(X), espace des fonctions de classe C 2 fi support compact, 
v6rifie le principe du maximum positif et est invariant. Par suite il est 
pr6ferm6 et son plus petit prolongement ferm6 est le g6n6rateur infinit6- 
simal d'un semi-groupe de Feller invariant, que nous appelerons semi- 
groupe de Gauss. Les mesures #t correspondantes ont pour t > 0  des 
densit6s Pt par rapport fi la mesure de Haar, qui sont des fonctions bi- 
invariantes par K. Pour n = 2  et n=  3, il est possible d'en donner des 
formules (I-10], p. 400): 

Pour n = 2 t _ p~ 
V ~ e - 4 ~ p e  4t 

pt(r)= ( 41 /~)3  ~ ] / c ~ p ~ c h  r dp. 

Pour n = 3 
r 

e - t  r 4t 
pt(r) = e 

(l 4//~t) 3 sh r 

Les fonctions sph6riques sont fonctions propres de A" 

et, par suite, la transform6e de Fourier sph6rique de la mesure #test  

fi~(2)=e -~q(x) avec q(2)= +2  2, 

d'ofl a o = - q (0) = - 

Le noyau potentiel associ6 au semi-groupe de Gauss 

to= ~ # t d t  
o 
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est une mesure admettant une densit6 k par rapport h la mesure de Haar, 
qui est une fonction biinvariante par K;  pour n = 2 

et pour n = 3 

k(r)= log coth ~-,  

k(r)= 4 ~  (coth r -  1). 

Pour calculer k/~ partir des Pt on a besoin de connaltre l'int6grale 

o-x(r)= Se-~t(4rct) -~ exp - ~ -  d t ,  2 > 0 ,  
0 

qui est la r6solvente du semi-groupe de Gauss dans IR 3 en coordonn~es 
polaires. 

La transform~e de Laplace de la fonction 

f :  u~--~ u ~ exp - 

est la fonction 

~ f :  u~--,1/~ u-~ exp(- l /4~uu ) 

([5], p. 146), et on trouve 

1 
az (r) = ~ n r  e-  V~r. 

La mesure ~c n'est pas born~e, mais la convolution par ~c est un 
op6rateur born6 de L2(X) dont la norme est 6gale gt 

5. Formes de Dirichlet invariantes 
sur les espaces homog~nes non moyennables. 

Dans [1] Berg a d6montr6 que si X est un espace riemannien sym6- 
trique de type non compact et de rang 1, ~ toute forme de Dirichlet 
sur X, invariante et non nulle, est associ6 un espace de Dirichlet r6gulier. 

,~ partir du th6or6me 3.2, nous allons voir que ce r6sultat reste vrai 
pour n ' importe quel rang. 

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous- 
groupe compact et X = G / K  l'espace homog~ne associ& 
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On sait qu'il y a une correspondance biunivoque entre les formes de 
Dirichlet sur X invariantes par G et les semi-groupes de mesures (#t)t>___o 
sur G v6rifiant 

Vt>0:  # t>0 ,  ~ d# ,<  1, 

Vt>0:  #~=~,, 

Vt, s>_0: #t*]gs=lgt+s, 

lira #, = #o = ogk vaguement. 
t ~ 0  

(Voir p. ex. [1].) Notons que les mesures #t sont biinvariantes par K. 

partir de (#t)~>o on d6finit un semi-groupe (T3~>o fortement continu 
de contractions invariantes sur Lz(X) par convolution/t droite, 

Ttf  = f  *#t. 

Les op6rateurs Tt sont hermitiens et sous-markoviens. Pour le passage 
de (T~)~__> o/l une forme de Dirichlet (Q, v) nous renvoyons/t [4], chap. 5. 

Supposons que le type c~ o du semi-groupe (#t)t>__o soit stricternent 
n6gatif. Si A est le g6n6rateur infinit6simal de (Tt)t_ o nous avons 

Q(J; f )= - ( A  f ,  f ) >  -o~ o Il f ll 2, 

quelle que soit f dans le domaine D a de A. Puisque Da est dense dans V 
pour la norme (Q + 11-112)~, pour laquelle v est complet, on trouve que v 
est complet pour la norme Q�89 Ainsi (V, Q~) est un espace de Dirichlet 
plong6 dans L2(X). 

Le potentiel engendr6 par f de 9if(X) est f ,  %, off Xo est la mesure 
oo 

/%= ~ #tdt.  
L'ensemble o 

P = {f*/Co I f e~ ( X) }  

est dense dans l'espace de Dirichlet (V, Q~) (cf. [4], p. 131), et dense 
dans Co(X) (cf. [3]). 

.~ partir de ces deux r6sultats de densit6, on d6montre de la m~me 
faqon que Deny, [4], p. 192, que (V, Q+) est un espace de Dirichlet r6gulier. 

Les th6or6mes 2.5 et 3.2 admettent ainsi la cons6quence suivante: 

Th6or6me 5.1. Soit X un espace homogkne G/K v&ifiant les hypo- 
theses (A) et (B), ou soit X un espace riemannien sym&rique de type non 
compact. Alors pour toute forme de Dirichlet (Q, V) sur X,  invariante et 
non nulle, (V, Q�89 est un espace de Dirichlet rdgulier. 

6. Annexe 

Un espace riemannien symdtrique X = G / K  
irrdductible vOrifie les hypothOses (A) et (B). 

de type non compact 
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Pour l'hypoth6se (A) voir [6], p. 18. 
Montrons que l'hypoth6se (B) est v6rifi6e. Soit F un sous-groupe 

ferm6 de G contenant K. D'apr6s [8], p. 307 l'alg6bre de Lie 9l de K est 
une sous-alg6bre propre maximale de l'alg6bre de Lie I~i de G. Puisque G 
et K sont connexes, soit F = G, soit Fo = K, off F o d6signe la composante 
connexe de F contenant l'616ment neutre. Dans le cas off F 0 = K, suppo- 
sons qu'il existe dans F u n  616rnent g qui n'appartienne pas ~ K. La 
composante connexe de F contenant g est une classe ~ gauche et h droite 
modulo K, il lui correspond un point x de X invariant par K, x + 0 .  Soit 7 
la g6od6sique allant de 0 & x (d'apr6s [8], p. 215 il en existe une et une 
seule). Si k appartient ~t K, k 7 est 6galement une g6od6sique allant de 0 
~i x, et on peut choisir k de telle sorte que 7 et k7 ne soient pas identiques, 
d'ofi la contradiction. 
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