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1
Prolog

Destillat: sammendrag der indeholder de vigtigste elementer. Koncen-
trat. Fra latin, destillare (senlatin: distillare, deraf distill pa engelsk).

Dette er et st noter under udarbejdelse til kurset DIS, som supplement
til vores grundbog, Jesper Liitzens “Diskrete matematiske metoder”.
For nogle emner er noterne et sammendrag, eller koncentrat, af det, der
star i vores grundbog. Andre gange er noterne en uddybelse af det, der
star om samme emne i grundbogen. Ikke alle emner fra grundbogen er
med i disse noter.

Jeg héber, noterne vil hjelpe deltagerne i DIS med at fa maksimalt
udbytte af kurset.

Asger Tornquist
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Udsagn, preedikater, og kvantorer

Matematiske resultater bevises ved at bruge logisk argumentation. I
den henseende er matematik anderledes end andre naturvidenskabelige
fag, hvor resultater typisk opnas ved eksperimenter i et laboratorium,
eller observationer direkte i naturen.

Det er yderst vigtigt at den studerende i Igbet af de fgrste studiear lerer
at lave beviser og at argumentere logisk korrekt.

Vi skal senere i kurset kigge nermere pa udsagnslogik, som er den
grundleggende model for logisk argumentation, men indtil da har vi
brug for en basal (men lidt uprzcis, naiv) forstaelse af hvad et udsagn
er, og hvad et predikat er.

2.1 Udsagn
Vores midlertidige, naive definition pa begrebet udsagn er:

Et udsagn er noget vi udtrykker, som kan tillcegges
en sandhedsverdi Sand eller Falsk.

Konkrete eksempler pa udsagn er: “Margrethe II er dronning af Dan-
mark” eller “Solen skinner”. Hvis det fgrste udsagn fortolkes pa den
oplagte made, sa er det sandt (men det er nappe stadig sandt om 50 ar).
Derimod er det klart at det andet udsagns sandhedsvardi athenger af
dagen og tidspunktet, hvilket illustrerer en vigtig pointe:

Et udsagns sandhedsveerdi afhenger af
konteksten (situationen) hvori udsagnet fortolkes.

Et udsagn skal dog altid entydigt kunne tillegges en af de to sandheds-
vardier nar konteksten er fastlagt.!

Eksempler pa matematiske udsagn er: “5 < 27, eller “¢'" = —17,
eller “1/2 kan ikke udtrykkes som en heltalsbrgk”. Hvis disse udsagn
fortolkes pa den oplagte made, sa er det forste udsagn falskt, mens de
andre to er sande.

! Typiske eksempler pd udtryk, som ikke er
udsagn er spgrgsmal. F. eks. er “Hvad er der
i TV?” ikke et udsagn.
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2.2  Preedikater

I matematik bruger vi ofte variable nar vi udtrykker os. F. eks. kunne en
matematiker finde pa at skrive “x > 57, eller “x?> + 1 = 0”. Sidanne
udtryk kaldes predikater eller abne udsagn.

Indtil verdien af de variable er fastlagt er disse udtryk strengt taget
ikke udsagn, idet man ikke kan afggre sandhedsverdien af f. eks. x > 5
uden at vide “hvad x er” (sagt mere korrekt: Hvilken veerdi x tillegges).

Typiske eksempler pa praedikater er polynomielle ligninger og ud-
ligheder som f. eks.

¥ —5x2+7x+1=0.

Igen, det er ikke for x tilleegges en veerdi at ovenstiende bliver et
udsagn, og sandhedsverdien af udsagnet er ligeledes athengig af x’s
vaerdi. (Bemerk at udsagnet bliver sandt praecis nar x’s verdi er en
lgsning til ligningen x> — 5x> +7x +1 = 0.)
Man kan naturligvis ogsa have pradikater med mange variable, f.
eks.
xyz +5x%y — 27 > 0

og her er det fgrst nar samtlige variables veerdier kendes at vi kan
afggre sandhedsveardien.

Et lidt anderledes eksempel pa et predikat, som viser at man skal
leese predikater med omhu, er praedikatet

Yy
/ x3dx > 0.
-1

Der er tilsyneladende to variable (x og y) i dette preedikat, men x kan
ikke gives en arbitreer verdi her, idet det jo er integrationsvariablen.
Det er kun y der kan gives en arbitrer (reel) verdi, og derfor skal
dette praedikat leeses som et preedikat i kun én variabel. Man siger at
variablen x er bundet hvorimod variablen y er fri.

Notation: Abstrakt skrives pradikater ofte som P(...), Q(...),
R(...), hvor “...” er en liste af den indgdende (frie) variable. I ek-
semplerne ovenfor kunne vi f. eks. lade P(x) vere predikatet x3 —
5x2 +7x +1 = 0, vi kunne lade Q(x,y,z) vare predikatet xyz +
5x2y — 27 > 0, og vi kunne lade R(y) vere predikatet ¥, x3dx > 0.

Advarsel nr. 1: man sztter ikke lighedstegn mellem pradikater?.
Hvis vi f. eks. ovenfor bruger P(x) til at benzvne praedikatet x> —
5x2 +7x + 1 = 0, sé skriver vi ikke

P(x) = x® —5x* +7x+1=0.

Det er strengt forbudt at ggre dette. I den s@rlige situation hvor man
definerer et predikat ma man gerne satte et kolon?, eksempelvis

P(x):x* —5x* +7x+1 =0,

2 Aldrig, aldrig, aldrig lighedstegn mellem
predikater!

3 Dette er ikke licens til at stte koloner alle
mulige steder i forbindelse med pradikater.
Der er kun ganske bestemte situationer hvor
den notation kan bruges, og en af dem er nar
man definerer et praedikat.



hvis man da ikke, som jeg gjorde ovenfor, blot skriver i ord at P(x) er
pradikatet x3 — 5x% + 7x +1 = 0.

Advarsel nr. 2: En udbredt misforstaelse er at forveksle pradikater
med funktioner. Praedikater er ikke det samme som funktioner.

F. eks., hvis P(x) er predikatet x> — 5x2 + 7x +1 = 0, daer P(x)
ikke funktionen i x som har foreskriften x> — 5x% 4 7x + 1. Nej! Husk
i stedet fglgende:

Et praedikat P(x) er et udsagn om x (dvs. det siger noget om x der
enten er sandt eller falsk, afhengig af hvilken veerdi x gives),
hvorimod en funktion f(x) er noget, der til et givent x tilknytter
en veerdi (en “funktionsveerdi”).

Advarsel 3: Laseren har sandsynligvis tenkt pa ovenstaende ek-
sempler pa predikater som havende variable der kan tage talvardier,
f. eks. i de reelle eller komplekse tal. Det er fint, men der er intet til
hinder for at fortolke x i pradikatet x> — 5x% + 7x +1 = 0 som en
n X n matrix, hvis 0 sa fortolkes som 7 X 7 nulmatricen. Predikater
skal altsa, ligesom udsagn, fortolkes inden for en kontekst, og det er en
del af denne kontekst at specificere hvilket “domane” de variable gar
over (mere pracist: kan tage vaerdier inden for).

2.3 Konnektiver

Man kan danne nye udsagn og pradikater vha. de logiske konnektiver,
som er de logiske symboler -, V, A\, = og <= .

Symbol | Symbolets navn | Forklaring
- negation leses “ikke”
\Y, disjunktion leses “eller”
A konjunktion leses “og”
— implikation laeses “medfgrer”
<~ biimplikation leses “hvis og kun hvis”

I fglgende tabel er P og Q variable der kan tage verdieren “sand”
(S) eller “falsk” (F). Tabellen definerer, hvordan sandhedsvardien af
udsagnene =P, PV Q,PAQ,P — Q,o0g P <= Q afh@nger af
sandhedsverdien af P og Q.

P{Q|-P|PANQ|PVQ|P = Q|P = Q
S|S| F S S S S
S|F| F F S F F
F| S S F S S F
F | F S F F S S

EKSEMPLER. 1) Hvis P(x) er praedikatet x> — 5x + 7x + 1 = 0,
da er —P pradikatet —(x> — 5x% + 7x + 1 = 0) et predikat der siger
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“der gelder ikke at x> — 5x% + 7x + 1 = 0”. (Almindeligvis skriver
man i stedet x> — 5x% + 7x +1 # 0.)

2) Hvis i stedet P(x) pradikatet (x — 3)? = 0 og Q(x) er predika-
tetx > 0,daer P = Q pradikatet (x —3)? = x > 0. Dette
predikat udtrykker at “hvis (x — 3)? = 0 si gelder x > 0”.

Bemaerkning. Vi siger senere mere om logik og konnektiverne i
kapitlet om logik. Lad mig dog komme med et par yderligere advarsler
(udover dem, der blev givet ovenfor):

Advarsel 4: Ovenstaende symboler ma ikke spredes med rund hand
og tilfeldighed udover den matematik man skriver, inklusive hjemme-
og afleveringsopgaver.

For det forste skal man, hvis man bruger ovenstaende symboler, me-
ne det man skriver! Skriver man sdledes = i en afleveringsopgave,
sa skal man kunne forsvare at man mener at det, der star fgr =—
medfgrer det, der star efter.

For det andet er det ikke ligegyldigt om man skriver —> eller
<= ,idet = og <= jo ikke betyder det samme.

For det tredie, sé er det at skrive lange kader af udsagn bundet
sammen af stribevis af <= er darlig skrivestil (i de fleste tilfzelde).
Desuden tror mange tilsyneladende at <> og = betyder nogenlunde
det samme (suk!), men at man bare ser klogere ud hvis man skriver
<= i stedet for = i sine opgaver. Igen ma det understreges at <>
og = ikke betyder det samme, og man skal derfor skrive det symbol,
der korrekt udtrykker det man vil sige. Er man ikke klar over hvilket
symbol man bgr bruge, sa ma man tenke grundigt over hvad det er
man prgver at udtrykke.

Mit rad til jer er at I s vidt muligt undgér at bruge konnektivsym-
bolerne, og i stedet skriver i ord hvad I mener. Det er det, jeg har gjort
de fleste steder i disse noter, og det er det Jesper Liitzen har gjort i sin
bog.

Advarsel 5: Symbolet == udtrykker et betinget udsagn, dvs. et
udsagn af formen “hvis... sa...”.

Det volder tit vanskeligheder at forsta hvordan betingede udsagn
fungerer. Hvis jeg skriver P =—> (Q, betyder det sa at bade P og Q er
sande? (Nej!)

Det er en god idé at huske pa, at i vores hverdag bruges betingede
udsagn som regel til at diskutere fremtiden. F. eks. kunne man sige
“Hvis Socialdemokratiet vinder naste valg, sa bliver Mette Frederiksen
statsminister”. Sandheden af dette udsagn er helt sikkert interessant for
politiske kommentatorer at debatere, men husk pa, at selv hvis udsagnet
er sandt, sa betyder det ikke at Socialdemokratiet vinder neste valg.
For det ved vi jo ikke endnu. Humlen ved betingede udsagn er netop,
at de tillader os at tale om noget hypotetisk, dvs. noget der sker hvis
bestemte betingelser er opfyldt, ogsa selvom de betingelser ikke er
opfyldt lige nu, eller maske aldrig bliver det.



2.4 Kvantorer og kvantifikation

Man kan danne et nyt predikat ud fra et gammelt ved kvantifikation
over en eller flere variable. Der er to slags kvantifikation, eksistentiel
kvantifikation, som udtrykkes med symbolet 3 (“eksistenskvantoren”),
og universel kvantifikation, som udtrykkes ved symbolet V (“alkvanto-
ren”).

EKSISTENTIEL KVANTIFIKATION. Lad os igen tage praedikatet
P(x) fra fgr, dvs. P(x) er x> — 5x% + 7x + 1 = 0. Nar vi skriver

(3x) x® —5x% +7x +1 =0,

da udtrykker det udsagnet “der findes x sa at x> — 5x> +7x +1 = 0,
eller mere korrekt: “der findes en vardi a som variablen x kan gives,
og hvor der gelder at a> — 5a%> +7a +1 = 0".

Bemerk at kvantifikationen over x ggr, at x ikke er en fri variabel i
(3x)P(x). Man siger at kvantifikationen over x binder x. Da der ikke
er nogen frie variable i (3x) P(x) er dette pradikat et udsagn (dvs., det
er enten sandt eller falsk, ath@ngig af den kontekst hvor det fortolkes).

Ovelse 1 Fortolk P(x) i konteksten af de reelle tal (specielt er x en

variabel der tager reelle veerdier). Afgpr om udsagnet (3x)P(x) er
sandt eller falsk.

Som et andet eksempel pa eksistentiel kvantifikation, lad Q(x, v, z)
veere praedikatet xyz + 5x%y — 27 > 0. Daer

(3y) xyz +5x*y —27 >0

et predikat med to frie variable (x og z). Variablen vy er ikke lengere
fri da kvantifikationen (Jy) binder y. Predikatet (Jy)Q(x,y,z) ud-
trykker at “om x og z gelder det, at der findes (eksisterer) y sadan
at xyz + 5x%y — 27 > 0”. M.a.o., (Jy)Q(x,y, z) er et eksistentielt
udsagn om x og z.

UNIVERSEL KVANTIFIKATION. Lad igen P(x) vare x> — 5x% +
7x +1 = 0. Nar vi skriver

(Vx) x> =522 +7x +1=0

da udtrykker det udsagnet “for all x gzelder x> — 5x%> +7x +1 = 07,
eller mere korrekt: “For alle vaerdier a som variablen x kan tilskrives
gelder a® —5a> +7a+1=0".

Bemerk at kvantifikationen over x ggr at x ikke leengere er en fri
variabel i (Vx)P(x). Da der ikke er nogen fri variable i (Vx)P(x) er
dette praedikat et udsagn (dvs., det er enten sandt eller falsk, afhengig
af den kontekst hvor det fortolkes).

Ovelse 2 Fortolk P(x) i konteksten af de reelle tal. Er udsagnet (Vx)P(x)

sandt eller falsk?
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Som et andet eksempel pa universel kvantifikation, tag igen Q(x, v, z)
til at veere praedikatet xyz + 5x*y — 27 > 0. Daer

(Vy) xyz + 5x°y — 27 > 0

et predikat med to frie variable (x og z). (Variablen y er ikke l&ngere
fri da kvantifikationen (Vy) binder y.) Pradikatet (Vy)Q(x,y, z) ud-
trykker at “om x og z geelder det, at for alle y er xyz + 5x%y — 27 > 0.
M.a.o., (Vy)Q(x,y, z) er et universelt udsagn om x og z.

Kvantorer og negation. Lad P(x) vere et preedikat med x som fri
variabel. Bemerk at —(3x)P(x) (dvs. “der findes ikke x sé& at P(x)”)
udtrykker det samme som at (Vx)—P(x) (“for alle x gaelder ikke at
P(x)”).

P& samme made indser vi, at =(Vx)P(x) (dvs. “det gaelder ikke
for alle x at P(x)”) udtrykker det samme som (3x)—P(x) (dvs. “der
findes x sd at P(x) ikke holder™).

Dette giver anledning til fglgende regler for kvantorer og negation:

—(3x) kan erstattes af (Vx)— (og omvendt)

0g
—(Vx) kan erstattes af (3x)— (og omvendt).
Praedikater med mange kvantorer. Nu stiger kunsten! Vi skal se
pa gentagen brug af kvantifikation, og starter med at se pa eksemp-
ler hvor V efterfglges af 3, eller hvor 7 efterfglges af V¥, dvs. hvor

kvantorerne V og 3 alternerer.
Lad os betragte preedikatet i to variable

Py(x,y) : 3x%y — xy + 5y = 7.
Ved forst at bruge eksistentiel kvantifikation over y far vi predikatet
Pi(x): (3y) 3x%y — xy +5y = 7.

Herefter bruger vi universel kvantifikation over x i P; og opnar udsag-
net

Py : (Vx)(Jy) 3x*y — xy + 5y = 7.

Dette udsagn siger: For alle verdier som x kan tage findes en verdi
som y kan tage, siledes ligningen 3x%y — xy + 5y = 7 er opfyldt.

Ovelse 3 Fortolk P inden for de reelle tal. Er udsagnet P> sandt?

Lad os nu prgve i stedet af ga den anden vej rundt: Fgrst bruges
alkvantoren over x i Py og vi far

Qi(y) : (Vx)3x%y — xy + 5y = 7.



Dernast bruger vi eksistenskvantoren pa y:
Q2: (Fy)(Vx)3x%y —xy + 5y =7.

Dette udsagn udtrykker: Der findes en verdi som y kan tage sddan at
enhver verdi som x kan tage er en lgsning til ligningen 3x2y — Xy +
Sy =7.

Ovelse 4 Fortolk Q; inden for de reelle tal. Er udsagnet Q, sandt?

Laseren har forhabentlig i de to foregaende gvelser indset at P, er
sandt, mens Q; er falskt, hvis de fortolkes inden for de reelle tal. Den
eneste forskel mellem P, og Q; er rekkefglgen pa kvantorerne V og
3, men denne reekkefglge er afggrende for betydningen af hhv. P, og
Q2.4

Eksemplet med P, og Q> ovenfor illustrerer fglgende vigtige pointe:

Alternerende kvantorer ma aldrig ombyttes uden videre, idet
preedikatets betydning neesten altid cendres hvis reekkefglgen af
kvantorerne cendres.

Ovenstaende geelder dog kun alternerende kvantorer, idet der gaelder
fglgende:

Seetning 2.4.1 Lad P(xy,...,x,) vere et preedikat i n variable, og
lad1 <i < j < n.Da gelder:

1) Preedikaterne (3x;) (3x;) P(x1, . .., xn) 0g (3xj) (Ix;) P(x1, ..., xn)

er ensbetydende.

2) Preedikaterne (Vx;) (Vx;) P(x1, ..., xn) 0g (V) (Vx;) P(x1,. .., Xn)

er ensbetydende.

Ovelse 5 Betragt udsagnene
(3x)(Vy)3x%y — xy +5y =7

08
(Vy)(3x)3x%y — xy + 5y = 7.

Fortolk dem inden for de reelle tal. Er disse udsagn sande eller falske?

Ovelse 6 Hvis vi i stedet fortolker udsagnene i foregdende gvelse inden
for de komplekse tal, er de da sande eller falske?

2.5 Et sidste ord om notation og kvantorer

Der er ikke fodslag i matematikken hvad angar notation omkring kvan-
torer. Nogle forfattere setter et kolon efter en streng af kvantorer, f.
eks.

Yy Ix:3x%y —xy +5y =7
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4 Vigtigheden af kvantorernes orden kan
sammenlignes med vigtigheden af ord-
nen ved summation og integration, f. eks.

Y2, (foh 1 sin(x)dx) = 0, hvorimod in-

tegranten i f027r (Z}’il 1 sin(x)) dx er ude-
fineret.
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mens andre bare skriver
Yy Ix 3x%y — xy +5y =7,

hvilket dog kan vare lidt svaert at leese (“x 3x2y”). Andre igen s®tter
en parentes efter en streng af kvantorer

Yy 3x (3x°y — xy + 5y = 7).
Jeg har ovenfor sat parentes rundt om kvantorerne, e.g.
(Vy)(3x) 3x°y — xy + 5y = 7.

Denne notation (som er lidt tung) skyldes tilsyneladende Tarski, den
store Polske logiker, der som professor pa UC Berkeley skabte en skole
inden for matematisk logik. Notationen spredte sig til universiteterne
i resten af Californien, og kaldes derfor nogen gange “Californisk
notation”.

Jeg anbefaler at man for sig selv vaelger den notation blandt ovensta-
ende man bedst kan lide, og som man synes er lettest at lese.
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Forste kig pa meengder, og scerligt talmengder

Indhold: Repetition af basale meengdebegreber og korrekt brug af
meengdenotation. Talmengderne N, Z,Q, IR, C. Elementceere meeng-
deoperationer. Funktioner (forelpbig definition). Strukturen af de na-
turlige tals meengde IN: Induktionsaksiomet, velordningsprincippet.
Definition ved rekursion.

3.1 Basale meengdebegreber og meengdenotation

Mzangdelare behandles mere indgaende senere, og dette afsnit er blot
repetition og udpensling af materiale der forhabentlig er kendt i en
eller anden grad. Det er dog uhyre vigtigt at man bliver fortrolig med
at bruge de basale mangdebegreber og den tilhgrende notation korrekt,
sa les det grundigt.

En mengde er en samling eller familie af matematiske objekter, og
objekterne i en mangde kaldes mangdens elementer eller medlemmer.
Hvis A er en mangde og x er et objekt, da betyder x € A at x er et
element i A; symbolet € kaldes medlemskabsrelationen. Man laser
x € Asom “xeri A”, ellerx er medlem i A” eller “x er element i
A”. Hvis x ikke er medlem i A da skrives x € A.

Notationen A C B betyder at A er en delmengde af B, dvs. ethvert
element i A er et element i B. Man leser A C B som “A er en
delmangde af B” eller “A er indeholdt i B”. Hvis bdde A C B og
BC AdaerA=B (overvej!).1

Fglgende er serligt vigtige mengder: N, Z, Q, R og C. > Mzngden

N={1,23,...,n,...},
er maengden? af naturlige tal. Mangden
z={...,-3-2,-1,0,1,2,3,...}

er mangden af hele tal. Q er maengden af rationale tal, dvs. tal der
kan skrives som en brgk %, hvor m € Z and n € IN. Endelig er R
mangden af reele tal, og C mangden af komplekse tal. Bemark at
NCZCQCRCC

! Metode: Skal man vise for m@&ngde A og
B at A = B ggres dette ofte ved at vise de to
inklusioner A C Bog B C A.

2Bemerk at N, Z, Q, R og C har uendeligt
mange medlemmer.

3 Bemeerk at N (og Z) er angivet ved at liste
elementerne mellem de krgllede paranteser
{ og }. At kunne forst og bruge denne nota-
tion er vigtigt.
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Den tomme meengde O er et andet vigtigt eksempel. Den tomme
mengde har ingen elementer, dvs. x ¢ @ for alle x.

Mzengdebyggeren.* En uhyre vigtig mide at angive en delmangde
af en given mangde pa er ved hjeelp af mengdebyggernotationen, hvor
en delmangde defineres ved hjalp af et praedikat (dvs., a&bent udsagn).

Er A en mengde og P(x) pradikat om variablen x, sd er

{xe A:P(x)}

(del-) mangden af de elementer i x € A hvor P(x) er sand. Bemeerk
at for opdelingssymbolet (her kolon, men ofte bruges en lodret streg | i
stedet) angives hvilken mangde x tilhgrer, og efter opdelingen angives
hvilken egenskab x skal opfylde, og denne egenskab udtrykkes ved et
praedikat om x.

Eksempler: Lad P(x) vere predikatet “x > 0”. Sé er

{xeZ:P(x)}={xeZ:x>0}

meangden {0,1,2,3,...}.
Hvis i stedet P(x) er preedikatet “x # x”, sd er

{xeIN:P(x)} ={x e N:x#x}=0Q.

Overve;j!
Hvis P(x) er predikatet “der findes m € Z ogn € Nsidatx = 2”,
sd er

{xeR:P(x)} =Q.

Elementaere mzngdeoperationer. Lad A og B vere mangder. Vi
definerer:

AUB = {x:x € Aeller x € B} (foreningsmengde)
ANB={x:x € Aogx € B} (fellesmengde eller snit)
A\ B = {x:x € Aogx ¢ B} (mengdedifferens)
AAB = (A\ B)U(B\ A) (symmetrisk differens)

Hvis i tredje linje vi har B C A, sa kaldes A \ B ogsa “komplemen-
termzngden” til Bi A. Hvis A er underforstiet skrives til tider CB, B¢
eller ~ B i stedet for A \ B. Notationen A \ B er dog nasten altid at
foretreekke, idet den ggr A eksplicit.

Bemerk at vi i definitionen af U, N og \ har misbrugt mengde-
byggernotationen en anelse. Det burde nemlig specificeres pa venstre
side af : hvilken mengde x skal tilhgre. Med hensyn til N og \ kan vi
bruge mangden A (overvej!), og i definitionen af A U B kan vi tage
en mangde C der opfylder A C C og B C C. At en sadan ma@ngde C
altid findes er et af m@&ngdelarens aksiomer (grundprincipper).

Funktioner. Vi indfgrer det abstrakte, m@&ngdeteoretiske funktions-
begreb i en senere forele@sning. Indtil da skal du teenke pa funktioner pa

* Mengdebyggernotationen er, trods overfla-
disk typografisk lighed, ikke det samme som
nar vi lister en mangdes elementer mellem
krgllede paranteser som gjort ovenfor. Ler
at bruge begge notationer korrekt.

>Meangden {0,1,2,3,...} betegnes almin-
deligvis med enten N eller w.



samme made som du altid har gjort: Ved en funktion f fra en mengde
A til en mangde B, i symboler f : A — B, forstas en regel der for
ethvert x € A knytter et (og kun et) element f(x) € B.

Eksempel og definition: Funktionen S : N — IN er givet ved
foreskriften S(n) = n + 1.

Uordnede og ordnede par; cartesisk produkt. Givet a og b, da
kaldes mangden {a, b} det uordnede par af a og b; der galder

x € {a,b} hvis og kun hvis x = a eller x = b.

Da {a,b} = {b,a} har den orden vi lister elementerne ingen betydning
for det uordnede par.

Det ordnede par betegnes (a,b), og her er rekkefglgen vigtig. Der
gaeder:

(x,y) = (a,b) hvis og kun hvis x = a og y = b.

Eksempel: Det uordnede par at 3 og 5 er {3,5} = {5,3}. Det
ordnede par af 3 og 5 er (3,5), hvorimod det ordnede par af 5 og 3 er
(5,3). Bemerk (3,5) # (5,3).

Definition 3.1.1 Lad A og B veere meengder. Det cartesiske produkt
af A og B er meengden

AxB={(ab):ac Aogb e B},

dvs. meengden af alle ordnede par der kan dannes ved forst at tage et
element i A og derefter et element fra B.°

Eksempel: R x R er den mangde, vi almindeligvis teenker pa som
planen i elementer geometri.

(Senere i kurset vil vi indfgre produkt af flere end to mangder.)

3.2 De naturlige tals mengde

Vi skal nu se n@rmere pa mengden IN. Denne mangde er uden tvivl
den vigtigste mengde i matematik, idet den er forbindelsen mellem det
endelige og det uendelige: Elementerne i IN, dvs. 1,2, 3, .. ., repraesen-
terer endelige antal, men IN selv er ikke en endelig mangde.

Der gzlder to grundleggende principper (aksiomer) for de naturlige
tals mengde, som spiller en central rolle i mange beviser: Det er
Induktionsaksiomet og Velordningsprincippet.

Induktionsaksiomet: Hvis A er en mangde og der gaelder at
1. 1€ A;og

2. hvisn € Asaern+1¢c A
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S Bemerk at vi igen har misbrugt mengde-
byggeren en anelse, idet det ikke er specifice-
ret for : hvilken meengde (a, b) skal tilhgre.
Bare rolig: M@&ngdelarens aksiomer sikrer,
at der findes en ma@ngde som har alle tenke-
lige par (a,b), hvora € A ogb € B, som
medlemmer. Se afsnittet om substitutions-
aksiomet i slutningen af dette kapitel (ikke
pensum).
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sderIN C A.

En anden made at formulere Induktionsaksiomet er: IN er den
mindste maengde der indeholder 1 og som er lukket under funktio-
nen S(n) = n+ 1. Med denne formulering er aksiomets sandhed
indlysende. (Overvej!)

Det er vigtigt at forsta at den anden linje i induktionsaksiomet er et
betinget udsagn: Det siger ikke at n € A, det siger blot at hvisn € A
siern+1 € A. Deter vaesentligt at forsta dette.’

Induktionsaksiomet muligggr bevis ved (matematisk) induktion, en
vigtig metode. Selvom aksiomet kan anvendes direkte i sadanne beviser,
sa bruges oftere fglgende “pradikatformulering”.

Seetning 3.2.1 (“Bevis ved induktion”) Lad P(n) vere et preedikat
(abent udsagn) om n € IN. Antag:

1. P(1) er sand; og
2. hvis P(n) er sand for et n € N sd er P(n + 1) sand.

Da er P(n) sand for alle n € IN.
Bevis: Vi bruger Induktionsaksiomet. Lad
A={neN:P(n)}

Per antagelse geelderdaat1 € Aogathvisn € Asaern+1 € A.
Induktionsaksiomet giver derfor at N C A. Da A C IN fglger at
A = IN. Fra definitionen af A fglger nu at P(n) er sand for alle
n € IN. U

Fggende eksempel er en typisk anvendelse af bevis ved induktion.

EKSEMPEL. Bevis fglgende formel for summen af de fgrste # ulige
tal
14345+ +2n—1)=n?

er sand for alle n € IN.

Lgsning. Formlen ovenfor udtrykker noget (lighed), der enten er
sandt eller falsk for en given vardi af n, og derfor er det et pradikat
om 7. Kald derfor kalde formlen ovenfor P(n).

Induktionsstart: P(1) er sand idet det blot siger at 1 = 12.

Induktionstrin: Antag at P(n) er sand. Sa geelder altsa " ;(2i —
1) = n?, og vi kan derfor lave fglgende udregning:

n+1
i=1 i

Dette viser at P(n + 1) er sand hvis P(n) er sand.

Nu har vi vist at de to betingelser i Setningen om bevis ved induktion
er opfyldt, og derfor kan vi konkludere at P(n) er sand for alle 7, som
gnsket. U

Y (2i—1) = (i(Zi—l))+(2(n+1)—1) =n*+2n+1=(n+1)>~
i=1

7 Et almindeligt pedagogisk billede af induk-
tionsaksiomet er at forestille sig de naturlige
tal som en uendelig reekke af domino brikker,
der er stillet op sadan at hvis den n’te brik
velter, s& velter ogsd den (1 + 1)’te brik.
Da gelder at hvis vi velter den fgrste brik,
sa vil alle brikker velte.



Fglgende setning er en tilsyneladende sterkere variant af Setning
3.2.1, som vi ofte vil fa brug for i kurset. Den muligggr bevis ved
sakaldt fuldstendig induktion.

Seetning 3.2.2 (“Bevis ved fuldsteendig induktion”) Lad Q(n) vee-
re et preedikat om n € IN. Antag:

1. Q(1) er sand; og
2. his Q(1),...,Q(n) er sande (for et n € IN) sd er Q(n + 1) sand.

Da er Q(n) sand for alle n € IN.

Bemeerk at 2. i foregaende satning er et betinget udsagn, hvis hypote-
se (antecedent) er Q(1) A -+ - A Q(n), og hvis konklusion er Q(n + 1).
I Seetning 3.2.1 er 2. et betinget udsagn hvis hypotese er P (1) og kon-
Kklusion er P(n + 1). Derfor er hypotesen i 2. i Seetning 3.2.2 sterkere
end hypotesen i 2. i Szetning 3.2.1. Det er denne ekstra styrke der udnyt-

tes i beviser, der bruger fuldstendig induktion i stedet for “almindelig’
induktion.

Bevis for Scetning 3.2.2. @velse! Skal afleveres som fgrste obliga-
toriske opgave d. 12. September, 2018. (Helst i forelesningen eller
til gvelserne, og helst printet ud eller i tydelig handskrevet format. Men
email afleveringer accepteres hvis de sendes bade til Asger og Alex
senest 23:59 d. 12. september.)

Hint: Definer et nyt preedikat P(n) ved
P(n):(Vi)1<i<n = Q(i).

Dette pradikat (med den fri variabel 1) siger, med andre ord, at for alle
1 <i < n gelder Q(i). Brug Seetning 3.2.1 pa predikatet P. O

Velordningsprincippet er en anden fundamental egenskab ved de
naturlige tals mangde:

Velordningsprincippet. Enhver ikke-tom delmengde A C IN har
et mindste element, dvs. et element a € A hvorom der gelder at x > a
for alle x € A.

Laseren bgr overbevise sig selv om at velordningsprincippet er
indlysende gyldigt.

Velordningsprincippet og induktionsaksiomet er to sider af samme
mgnt: Man kan bevise velordningsprincippet fra induktionsaksiomet,
og man kan bevise induktionsaksiomet fra velordningsprincippet. Der-
for er det ingen overraskelse at beviser, der fgres ved induktion, ofte
kan gennemfgres ved at bruge velordningsprincippet i stedet. Som
regel bliver beviset dog sa indirekte, dvs. ved modstrid. Fglgende er et
typisk eksempel.

DISTILLAT
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EKSEMPEL. Brug velordningsprincippet til at bevise at
143+45+--+@2n—1)=n?

for alle n € IN.
Lgsning. Lad som fgr

n

A={neN:Y (2i-1)=n?},
i=1
oglad B=N\ A. Vivil vise at B = @.

Hvis ikke B = @, sa findes ifglge velordningsprincippet et mindste
element n € B. Vi kan ikke have at n = 1, idet 1 = 12 og derfor
1 € A. Derfor ma vi have n > 1. Da n er mindst fglgeratn — 1 € A,
dvs. Y 1(2i — 1) = (n — 1)%. Men da fglger

n n—l
Y@i-1)=(Y(i-1)+2n—-1=nm—-1>+2n—1=n?
i=1 1:1
og derfor at n € A, i modstrid med at n € B. ([l

Man ser at det foregaende bevis indeholder de samme ingredienser
som beviset for samme ved induktion, men at ingredienserne blan-
des lidt anderledes. I dette tilfelde er induktionsbeviset nok enklere,
men det er langt fra altid tilfaldet: Ofte bliver meget omstaendelige
induktionsbeviser enklere ved at bruge velordningsprincippet i stedet.

Definition ved rekursion. Vi runder dette kapitel af ved kort at tale
om definition af funktioner pd IN ved rekursion, her i en meget simpel
version. Dette er en uhyre vigtig made at definere funktioner (og mange
andre ting) pa i moderne matematik.

Seetning 3.2.3 (Definition ved rekursion, simpel version.) Lad g : IN x
A — A vere en funktion og lad a1 € A. Da findes en og kun en funk-
tion f : IN — A som opfylder f(1) = ay og

fn+1) =g(n+1,f(n)).

Beviset for s@tningen krever en anelse mere mangdeteori, sd vi
udskyder det. I stedet giver vi et par eksempler pa funktionsdefinition
ved rekursion.

EKSEMPEL. Lad g : N X IN — IN vere funktionen g(m, n) = mn,
oglada; = 1.Lad f vere givet ved rekursion. Sder f(1) =1, f(2) =
2(2,f(1) = g(2,1) = 2. f(3) = g(3,f(2)) = 8(3,2) = 6, osv.
Generelt er f(n) = n!, hvilket kan bevise ved induktion.

EKSEMPEL. Lad g : IN x (IN X IN) — IN x IN veere g(m, (i,7)) =
(j,i + ), og lad £(1) = (1,1). Daer (2) = g(2,£(1)) = (1,2),
£3) = 8(3,£2)) = 23, (1,2)) = (2,3), f(4) = g(4,(2,3)) =
(3,5), osv.

Dermed giver 2. koordinaten af f(n) det n’te tal i Fibonacci fplgen:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...



Bemaerkning. Ofte angives definitioner ved rekursion mere ufor-
melt end det er gjort ovenfor. I det fgrste eksempel vil man ofte blot
skrive: Definer f : N — IN rekursivt ved f(1) = 1og f(n+1) =
(n+1)f(n). Eller hvis man gnsker at definere en funktion F : N —
IN hvor F(n) er det n’te tal i Fibonacci fglgen, sa vil man blot skrive:
Lad F(1) = F(2) = 1, 0g lad F(n) = F(n —2) + F(n — 1) for
n>2.

Det kraever lidt tilvending at forsta sadanne rekursive definitioner,
idet de pa overfladen ser cirkuleaere ud: F defineres ved F selv, hvilket
synes absurd. Pointen er naturligvis at F(n) ovenfor defineres ud fra
tidligere definerede verdier, nemlig F(n — 2) og F(n — 1). Sa F(3)
kan udregnes alene fordi vi har angivet til at begynde med at F(1) =
F(2) = 1. Sé kan F(4) udregnes fordi F(2) og F(3) nu er kendt, osv.

I det kommende kapitel om logik vil rekursive definitioner dukke
op igen nar vi definerer hvad et formelt udsagn er. Det er derfor vigtigt
at man lerer at forsta sadanne definitioner.

En advarsel om ordene induktion og rekursion. Induktion bruges
i beviser, rekursion bruges i definitioner. Derfor er korrekt sprogbrug at
sige “vi beviser ved induktion...” og “vi definerer rekursivt...”. Desvarre
ser man tit at selv erfarne matematikere bytter om pa ordene (e.g.
“definerer induktivt” — suk!), hvilket er forkert sprogbrug. Pinligt!

3.3 Substitutionsaksiomet*

Vi afsluttet med en kommentar om en almindelig udvidelse af brugen
af mengdebyggernotationen. Dette er ikke en del af pensum.

Husk, at m@ngdebyggeren kan anvendes nar vi har en mengde A
og et preedikat P(x) til at danne mengden

(xe A:P(x)},

dvs. delmangden af A bestdende af de elementer i A om hvilke P(x)
er sand.

Man ser dog ofte en lidt anderledes udseende anvendelse af mang-
debyggeren. F. eks. kan man stgde pa fglgende definition af de lige
tal:

{2n :n € N}.
Det er klart hvordan man skal forsta det, men det er ikke klart at
mangdebyggeren tillader dette. Fglgende princip (formelt kalder “sub-
stitutionsaksiomet”) er det der tillader denne udvidede brug af meng-
debyggeren.

Udvidet maengdebyggerprincip. Lad P(x, y) vere et predikat i to
variable, og lad X vere en mengde. Antag at der gelder at for hvert
x € X findes preecis ét y saledes at P(x, y) er sand, og betegn for hvert
x med @(x) dette entydige y. Da skriver vi

{p(x):x € X}
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for maengden af de y hvorom der gzlder, at der findes x € X sd at
P(x,y) er sand.

Hvis vi tager eksemplet fra for, da kan vi lade P(n, y) vare preedika-
tet y = 2n, og ¢(n) = 2n. Daer ¢(n) for hvert n € IN det entydige
y sa at P(n,y). Derfor tillader det udvidede mangdebyggerprincip at
vi danner mengden

{p(n) :n € N)
dvs. maengden {2n : n € IN}.



4

Elementcer talteori

I dette kapitel ser vi n@rmere pa den algebraiske struktur af IN og Z.

Det gennemgéende tema er divisorer i hele tal.

Definition 4.0.1 (a) Lad a,d € Z. Vi siger at d er en divisor i a, og
at a er et multiplum af d, hvis der findes g € Z. s ata = qd." I sd fald
skriver vi d|a, hvilket leeses “d garopia”.

Lad os lave nogle basale, men nyttige, observationer om denne
definition:
(1) Bemark at
a=1a=(-1)(—a)

og derfor er +1 og =4 altid divisorer i 2.2 Specielt er |a| divisor i a.

(2)Hvisa =gddaera = (—q)(—d) og —a = (—q)d = q(—d)
hvorfra det fglger at hvis d er divisor i a da er =d divisor i £a. Derfor
folger at hvis d er divisor i a da er |d| divisor i |a].

(3) Hvis d er divisor i a # 0, sé geelder —|a| < d < |a|, og specielt
har a kun endeligt mange divisorer. For at se dette er det naturligvis
nok at vise at |d| < |a| (overvej). Da |d| er divisor i |a| findes g sé at
|a| = q|d|. Der ma geelde at g > 1, for ellers fas modstriden |a| < 0.
Men uligheden g > 1 giver ved multiplikation med |d| pa begge sider
at |a| = qld| > |d|, som gnsket.

4.1 Division med rest

Lad a,d € Z hvor d > 0. Det vil naturligvis langt fra altid veere
tilfeeldet at d er divisor i 4. Nar vi har gjort vores bedste forsgg pa at
skrive a som et multiplum af d kan der nemlig veere “noget tilbage”,
en rest, der er mindre end d og derfor ikke kan deles yderligere med
d. F. eks. gar d = 3 ikke op i a = 10. Det tetteste vi kan komme er
9 =3-3,0gsaharvialtsaresten 1 = 10 — 9.

Fglgende sztning siger at division med rest altid er mulig.

Seetning 4.1.1 (Division med rest) Lad a € Z og d € IN. Da findes
entydigt bestemte tal’ r,q € Z. sadan at

a=qd+r

! Vores definition inkluderer muligheden at
a = 0, men a = 0 udggr et lidt fjollet ser-
tilfelde: Alle tal er divisorer i 0, og ethvert
multiplum af 0 er 0.

2 Man kalder +1 og =+a de trivielle diviso-
reria.

3 r kaldes resten af a ved division med d, q
kaldes kvotienten.
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0g0<r<d

Tilfeeldet r = 0 i s@tningen sker selvfglelig precis nar d er divisor
i a. Fgr vi beviser s@tningen beviser vi et Lemma, der er vigtigt i sig
selv.

Lemma 4.1.2 (Den “arkimediske egenskab” for Z) Ladd € IN,a €
Z. Da findes et q,q' € Z sidan at

gd <a < (q+1)d

0g
gd<a< (g +1)d

Bevis. Hvisa = O kan vitage g = 0 og 4’ = —1.
Antag dernzst at a2 > 0. Betragt mangden

M={keN:kd > a}.

Denne mangde er ikke tomidetk = a4+ 1 € M. (Dette fglgerdad > 1
og derfor har vi (a + 1)d > a + 1 > a.) Ifglge velordningsprincippet
har M derfor et mindste element, kald det m. Lad g = m — 1. Per
definition geelder da at (g + 1)d > a. Desuden ma vi have at gd < a,
for ellers gaelder g € M, i modstrid med at m = q + 1 er det mindste
element i M.

Beviset for eksistensen af g’ overlades til leeseren, se gvelsen neden-
for.

Endelig bemarkes at hvis a < 0, da fglger den fgrste ulighed for
a ved at bruge den anden ulighed pa —a, og den anden ulighed for a
fglger ved at bruge den fgrste ulighed pa —a. (Overvej ngje!) U

Ovelse 7 1 det foregdende bevis mangler vi at finde q' i tilfeeldet a > 0.
Gor dette. Hint: Betragt f. eks. mengden

M ={k e N:kKd>a}.

Ovelse 8 Visat g (og q') i det foregdende lemma er entydige, f. eks. ved
at vise at hvis q er som gnsket i lemmaet, sd er q det mindste element i
meengden M (defineret i foregdende bevis).

Bevis for Setning 4.1.1:
Eksistens: Det foregaende lemma giver ¢ € Z sadan at gd < a <
(q +1)d. Ved at treekke gd fra i denne ulighed fas

0<a—qd<(g+1)d—qd=d.

Hvis vi derfor lader r = a —gd daera = qd +rog0 <r < d, som
gnsket.

Entydighed: Hvis bade 2 = gd +roga = q'd ++" hvor 0 < r,r' <
d, da fés fra den foregdende ulighed at —d < r — 7' < d.Dar =
a—qdogr =a— q'dfelger at

—d < (qgd—a)—(g'd—a) <d.



Da a gar ud i den foregdende ulighed, og qd — g'd = (q — ¢q')d, har
vi altsd at —d < (g —q')d < d, hvilket kun kan lade sig ggre hvis
q—¢q =0.Altsaer g = q’, og derfor har vi

r=a—qgd=a—q'd=r
Da vi nu har g = ¢’ og r = ' har vi altsa vist entydigheden. O

Bemcerkning. 1 skolen larer man at dividere med rest ved succesive
approximationer. Fra et abstrakt synspunkt bestar metoden i, at hvis
man gnsker at dividere 4 € IN med d € IN, da finder man fgrst q; sa
at0 < a—dq, < a.Hvisa —dgqy < d er vi ferdige. Ellers findes g
saat0 < (a—dq) —dqy <a—dg.Hvisa —dgy —dqy < dervi
feerdige, osv. I praksis udnyttes ti-talssytemet til at finde gode “geaet” til

g1, g2, osv., ved at kigge pa det mest betydende ciffer i a, a — q1d, osv.

EKSEMPEL. Find resten af 3551 ved division med 27.

Lgsning. I fgrste forsgg tager vi g1 = 100, og far 3551 — 27 - 100 =

851. Sa tager vi g2 = 30 og far 851 — 27 - 30 = 851 — 810 = 41.

Endelig far vi 41 — 27 - 1 = 14 < 27 og er ferdige* , for nu er
3551 =27-(100+30+1) + 14 = 27 - 131 + 14.

Entydigheden i division med rest s@tningen sikrer nu at resten ved
division af 3551 med 27 er 14.

Opgave 4.1.3 Lad a,d € IN, d > 1. En base d representation af a er
et udtryk pa formen

a = apd’ + ard' + axd? - - - + a,d"

hvor ag,...,a, € Ngog 0 < a; < d forallei < n, og a, # 0.
(Bemeerk: d° = 1.)

(a) Find base 10 repreesentationen af tallene 84 og 127.

(b) Find base 2 repreesentationen af tallene 84 og 127. (Hvis man
sidder helt fast, sa er hintet til (c) nedenfor faktisk ogsa et hint til (b),
seerligt det med den “stprste potens”, her af d = 2.)

(c) Lad d > 1 veeret givet. Vis at ethvert tal a € IN har en entydig
base d repreesentation.

Hint til (c): Du skal bade vise eksistens og entydighed. Fuldstendig
induktion eller velordningsprincippet er velegnede. Eksistensdelen
kan eventuelt gribes an efter fplgende skitse: Givet a, lad n € Ny
veere den stgrste potens af d sadan at d" < a. Brug division med
rest seetningen pda a og d", og brug din induktionsantagelse (eller
minimalitetsantagelse) pa resten.

4.2 Stgrste feelles divisor og Euclids algoritme

Definition 4.2.1 Lad a,b € Z.
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“Da jeg gik i skole lerte man at skrive ud-
regningen i et skema som fglger:
3551 :27

—100 - 27 = —2700

851

—30-27 = =810

41

—1-27 =-=-27

14
Pa den sidste linje stéar resten. Man kan finde
kvotienten ved at ligge tallene foran 27 sam-
men og skifte fortegn. (Min matematiklaerer
i skolen kunne ikke svare pa hvorfor man

skulle skifte fortegn. Sadan “var det bare” —
suk!)
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1. Hvis d|a og d|b da kaldes d en feellles divisor for a og b.

2. Hvisa # 0 eller b # 0, da har a eller b kun endeligt mange
divisorer, og derfor har a og b en storste feelles divisor, som vi
betegner enten (a,b) eller std(a,b). Hvisa = b = 0 er sfd(a, b)
ikke defineret.

3. Tallene a og b kaldes indbyrdes primiske hvis sfd(a,b) = 1.

Ovelse 9 Lad a,b € Z og antag at de ikke begge er lig 0. Vis:
1. sfd(|al,|b|) = sfd(a,b),
2. hvisa # 0 # bdaersfd(a,b) < min{|a|, |b

3
3. hvisb =0daersfd(a,b) = |al.

Euclids algoritme er en metode til at bestemme sfd(a, b). Idéen til
algoritmen kommer fra fglgende lemma.

Lemma4.2.2 Lada,b,q,vr € Z, b # 0, og antag at a = bq +r. Da
er

sfd(a,b) = sfd(b,r).

Bevis. Det er narturligvis nok at vise at enhver felles divisor for a og b
ogsa er divisor i 7, og at enhver felles divisor for b og r er en divisor i
a. (Overvej!)

Antag derfor at d er divisor i bdde a og b, og find m, m’ € Z sé at
a=dmogb=dm'.Daa = bq+rharvi

r=a—bg=dm—dm'qg=dm—m'q),

hvilket viser at d er divisori r.
Pa lignende vis ses at enhver felles divisor for b og r er divisor i a;
detaljerne overlades til leeseren, se neste gvelse. U

Ovelse 10 Feerdiggpr det foregdende bevis ved at vise at hvis d er en
feelles divisor for b og r da er d divisor i a.

Euclids algoritme. Lad a,b € IN og antag at b < a. Ved rekursion
definerer vi nu en fglge ag, a1, 4z, . . .. Set ag = a og a; = b, og definér
derfra a;. », hvor i € Ny, ved:

e Hyvis aj1 = Odaer Ajyp = 0.
* Hvisa;,1 # 0daer a;,, resten af a; ved division med ;1.

Seetning 4.2.3 Lad a,b € IN, b < a, og lad (a;)icN, veere defineret
som ovenfor.



1. Der geelder at a; < max{0,ag — i}, og derfor findes 2 < i < ag
sadan at a; = 0.

2. Hvis i er mindst sidan at a; = 0 da er sfd(a,b) = a;_1.

Folgen (4;);cn kan udregnes konkret for konkrete a og b ved at bru-
ge den rekursive definition. Definitionen er i den forstand en algoritme.
Derved kan man bestemme sfd(a, b) i konkrete tilfeelde, hvilket vi nu
giver et eksempel pa. Inden vi beviser setningen giver vi eksempel pa
konkret brug af Euclids algoritme.

EKSEMPEL PA BRUG AF EUCLIDS ALGORITME.
Bestem sfd (885, 375).

Lgsning. Lad ag = 885 og a1 = 375 i Euclids algoritme. Divideres
ay med a; med rest fas 885 = 2 - 375 + 135, sa a, = 135. Divideres
a1 med a, med rest fas 375 = 135 - 2 4+ 105, sd a3 = 105. Divideres
a> med a3 med rest fas 135 = 105 - 1 + 30, sd a4 = 30. Divideres a3
med a4 med rest fas 105 = 30 - 3 + 15, sa a5 = 15. Divideres a4 med
as med rest fas 30 = 15 -2 4 0. Derfor er a¢ = 0. Setning 4.2.3 giver
nu at sfd(885,375) = a5 = 15.

Bevis for setning 4.2.3. (1) Vi beviser ved induktion® at a; <
max{0,ap — i}. For i = 0 er dette klart, og for i = 1 fglger det
fraata; = b < a = a.

Antag derfor at uligheden er bevist for i > 1, og betragt a;, 1. Hvis
a;y1 = 0 er der intet at bevise, sa antag 4,1 # 0. Da er a;,1 resten
af a;_1 ved division med a;, sa a;,1 < a;. Fra induktionsantagelsen
fglger sa at

aiv1 < a; < ag— i.

Derfor geelder at a;.1 < ag — (i + 1) (overvej!), hvilket viser induk-
tionstrinnet.

(2) Vi starter med at bevise fglgende:
Pastand: Hvis a; # 0 da er sfd(a;,a,41) = sfd(a, D).

Bevis for pdstanden: Ved induktion efter i € INg. For i = 0 er der
intet at vise. For at vise induktionstrinnet, antag at udsagnet holder for
i, og antag at ;1 # 0. Daer a;, resten af a; ved division med a; 1.
Ifglge Lemma 4.2.2 geelder da sfd(a;1,a;12) = sfd(a;,ai11), og
induktionsantagelsen giver sd sfd(a;,1,a;42) = sfd(a, b), som gnsket.
Dette afslutter beviset for pastanden.

Det fglger fra pastanden at hvis 7 er mindst sadan at a; = 0, da
er sfd(a;_q,a;) = sfd(a,b). Men da a; = 0 er sfd(a;_1,4;) = a;_1.
Derfor er a;_1 = sfd(a, b), som gnsket. O

Bezouts Lemma

Vi runder dette afsnit af med at vise fglgende nyttige resultat:
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® Idet fglgen (a;);c, er defineret ved rekur-
sion vil nasten ethvert bevis for en funda-
mental egenskab ved fglgen ske ved induk-
tion. Det er en god regel at huske at definitio-
ner ved rekursion giver anledning til beviser
ved induktion.
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Seetning 4.2.4 (“Bezouts Lemma™) Lad a,b € Z, og antag at enten
a # 0 eller b # 0. Da findes hele tal x,y € Z sadan at

sfd(a,b) = xa + yb.

Idéen til beviset for setning 4.2.4 kommer fra fglgende lemma, som
nar lagene skrales bort egentlig blot er en simpel udregning.

Lemma 4.2.5 Lada,b € N hvora > b, oglada =qgb+r,0<r <
b veere resultatet af division med rest af a med b. Antag at z,w € Z. er
sdadan at std(b,r) = zb + wr, og lad x = w og y = z — qw. Da er

sfd(a,b) = xa + yb.

Bevis. FraLemma 4.2.2 har visfd(a,b) = sfd(b,r). Dar =a—qb
gelder derfor

sfd(a,b) = sfd(b,r) = zb + wr = zb + w(a — qb)
=wa+ (z — qw)b = xa + yb,

som gnsket. O
Bevis for scetning 4.2.4. Vi beviser s@tningen i tilfeldet hvor a >
b > 0. De andre tilfelde skal leeseren selv redeggre for i gvelsen
nedenfor.
Beviset fgres ved modstrid: Hvis ikke satningen er sand, sa findes
der ifglge velordningsprincippet et mindste 2 > 0 sadan at der findes
0 < b < a sadan at ingen x,y € Z opfylder

std(a,b) = xa + yb.

Ved division med rest kan vi skrive a = bg 4+, hvor 0 < r < b.
Dab < a findes der z,w € Z sadan at sfd(b,r) = zb + wr. Men
nu fglger fra Lemma 4.2.5 at der findes x,y € Z sa at sfd(a,b) =
xa + yb, hvilket er en modstrid. g

Bemcerkning. Foregaende bevis er et eksempel pa at velordningsprin-
cippet nogen gange giver et lidt mere strgmlinet bevis end induktion
ville ggre. Laeseren opmuntres dog til at lave fglgende gvelse og om-
formulere foregaende bevis til et bevis ved fuldsteendig induktion.

Ovelse 11 Brug fuldstendig induktion (i stedet for velordningsprin-
cippet) til at bevise Scetning 4.2.4 i tilfeeldet a > b > 0.

Ovelse 12 Ferdiggor beviset for Seetning 4.2.4 ved at redeggre for
tilfeeldende 1)a = 0,2)b =0, 3) a = +b, og endelig 4) a # +b og
a#00gb#0.

Hint: Alle tilfzldene er lette. I tilfeelde 4 bgr man udnytte at vi
allerede ved at s@tningen er sand fora > b > 0.
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Ovelse 13 Bevis fplgende vigtige Korollar til Bezouts Lemma:

Korollar 4.2.6 Lad a,b € Z, som ikke begge er 0. Hvis d er en felles
divisor for a og b da geelder d| std(a, b).

EKSEMPEL PA BEZOUTS LEMMA I PRAKSIS: AT “REGNE BAG-
LANS” 1 EUCLIDS ALGORITME. Koefficienterne x, i i Bezouts lemma
kan man i praksis finde ved at bruge Euclids algoritme “baglens”.
Dette giver vi nu et eksempel pa.

Problem: Bestem x,y € Z sadan at 15 = x - 885 + y - 375.

Lgsning: Vi har allerede set i det foregaende eksempel at sfd (885, 375) =
15, og derfor siger Bezouts lemma at de gpnskede x og y findes.

Da vi brugte Euclids algoritme til at finde frem til at sfd (885, 375) =
15 lavede vi fglgende udregninger (som alle er divisioner med rest):

885 =2-3754135
375 =2-1354 105
135 =1-105+30
105 = 3-30 + 15.

Lad os isolere resterne pa hgjresiden:
885 —2.375 =135
375 —2-135 =105
135-1-105 =30
105 —-3-30 = 15.
Ved at substituere den nzstsidste linje i den sidste fas
15=105—-3-(135—105) = 4-105—3-135.

Ved at bruge den 2. linje ovenfor (dvs. 375 — 2135 = 105) i det
foregaende udtryk fas

15=4-(375—2-135) —3-135=4-375—11-135.

Ved at substituere den 1. linje ovenfor (dvs. 885 — 2 - 375 = 135) i det
foregéende fas

15=4-375—11-(885—2-375) = —11 - 885 + 26 - 375.

Dermed er x = —11 og y = 26 som gnsket.

Bemeerkning. Den kvikke laser vil sikkert bemerke at vi ved til-
bageregning i Euclids algoritme slet ikke behgver at substituere og
regne (helt sa meget). Lemma 4.2.5 giver nemlig en eksplicit formel
vi kan bruge til hver skridt baglens. I det fgrste baglens skridt er
z =1 w = —3o0gq = 1, sa Lemma 4.2.5 giver x = —3 og
y =1-—1-(=3) = 4. I neste baglens skridterz = -3, w = 4

27
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og g = 2, hvilket giver x = 4o0gy = —-3—-2-4 = 11. I na-
ste triner z = 4, w = —11 og g = 2 hvilket giver x = —11 og
y=4—2-(—11) = 26. Dermed er tilbageregningen feerdig og vi har
derfor at 15 = —11 - 885 + 26 - 375.

Bemeerkning. Den laser, der er interesseret i at kigge naermere pa
tilbageregning i Euclids algoritme i relation til Bezouts Lemma kan
lave Opgave™ nedenfor, hvor man giver et alternativt bevis for Bezouts
Lemma som udnytter idéen om tilbageregning (via Lemma 4.2.5).

Ovelse 14 Lad a,b € Z, hvor a # 0 eller b # 0. Antag at
m = xa + yb.

Vis at sfd(a, b) |m. Konkludér at std er det mindste positive tal der kan
skrives som en Z.-kombination af a og b.

Ovelse 15 Lad a,b € Z, hvor a # 0 eller b # 0, og antag at d er en
feelles divisor for a og b. Da er sfd(a,b) = d - sfd(2,%).

Hint: Brug Bezouts Lemma og de to (!) foregdende gvelser til at vise
bade “<” 0g “>".

Bemerkning: Foregaende opgave kan nogen gange spare os for lidt
arbejde ved at vi pa forhand fjerner oplagte felles divisorer inden
vi gar videre med Euclids algoritme. F. eks. er det oplagt at 5 er en
feelles divisor i 885 og 375 (idet de ender pa 5), og at 885 = 5177
og 375 = 5-75. Begynder vi pa Euclids algoritme pa 177 og 75 fas
177 = 275+ 27. Det er nu oplagt at 3 er en felles divisor i 75 og 27,
sa vi kan ngjes med finde sfd for 25 = 75/3 0og 9 = 27/3, men det er
oplagt 1. Derfor er

sfd(885,375) = 5 - sfd(177,75) = 5 - sfd (75, 27)
—=5.3-5fd(25,9) =5-3-1 = 15.

(Fgrste = skyldes @velse 15, anden = skyldes Euclids algoritme (mere
precist Lemma 4.2.2), og tredie = bruger @velse 15 igen.)

Opgave*. I denne opgave giver vi et bevis for Bezouts Lemma der
udnytter Euclids algoritme. Vi antager a > b > 0, idet @velse 12
redeggr for de andre tilfeelde.

Lad ag, a1, ay, . . . veere fglgen som Euclids algoritme giver nar ay =
aoga; =b.Ladg;, fori > 1, vere sadan at a;_1 = q;a; + aj41.

Lad i > 2 vere stgrst sa at a; # 0. Definér rekursivt for 0 < j < i
atx;,_og =1, Yio = 0, og Xi—(j+1) = Yi-j 08

Yim(j1) = Xiej = Qi Yiy
Vis, f.eks. ved induktion efter 0 < j < i, at

sfd(az-,]-, ai+1,]‘) = xi,]'lli,]‘ + yi,]'lllurl,]'.



(Hint: Udnyt Lemma 4.2.5). Brug ovenstdende med j = i til at konklu-
dere at

sfd(a,b) = xoa + yob,
og dermed at xp, Yo € Z er som gnsket i Bezouts Lemma.

Bemeerkning. Foregaende bevis for Bezouts Lemma udnytter preecis
idéen om at “regne baglens” i Euclids algoritme. Koefficienterne x;j,
Yi—j som vi definerer rekursivt i beviset er precis de koefficienter vi
finder i praksis nar vi “regner baglans”.

4.3 Primtal

Tallene 4 og 6 kan skrives som et produkt af mindre tal, nemlig hhv.
2.2 o0g 2 -3, men tallene 2,3,5, 7 kan ikke — de er i den forstand
“udelelige”, en slags atomer i aritmetikken. Sadanne “udelelige” tal
kaldes primtal, og defineres officielt som fglger:

Definition 4.3.1 1) Et naturligt tal p € IN kaldes et primtal hvis p
har preecis to positive divisorer, 1 og p # 1.

2) Et naturligt tal der har flere end to positive divisorer kaldes et
sammensat tal.

Bemerk at tallet 1 hverken er et primtal eller et sammensat tal, det
har nemlig precis en positiv divisor. Bemark at hvis a > 1 ikke er et
primtal, da er det et sammensat tal.

Laseren kan hurtigt overbevise sig selv om at de fgrste 10 primtal er

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29.

Nedenfor beviser vi at der findes uendeligt mange primtal. I det efter-
fglgende afsnit viser vi et hovedresultat, aritmetikkens fundamentalscet-
ning, som siger at ethvert naturligt tal entydigt kan representeres som
et produkt at primtal.

Ovelse 16 Vis at 2 er det eneste lige primtal.

Proposition 4.3.2 Lad p veere et primtal og a € Z. Vis at hvis p fa
da er p og a indbyrdes primiske, dvs. sfd(a, p) = 1.

Ovelse 17 Bevis foregdende proposition.

Ovelse 18 Bevis fplgende karakterisinger af hhv. primtal og sammen-
satte tal

(a) Et naturligt tal p er et primtal hvis og kun hvis p > 2 og de
eneste divisorer i p er de trivielle.

(b) Et naturligt tal n er et sammensat tal hvis og kun hvis n > 4 og
der findes a,b € N sddan at1 < a,b < n ogn = ab.
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Uendeligt mange primtal
Hvis d|a og d er et primtal, da kalder vi d en primdivisor i a.
Lemma 4.3.3 Ethvert naturligt tal a > 1 har en primdivisor.

Bevis. Hvis ikke, sa findes der et mindste a > 1 sadan at a ikke har
nogen primdivisorer. Sa kan a ikke vare et primtal, og derfor er a et
sammensat tal, dvs. vi kan skrive a som a = bc, hvor1 < b,¢ < a.
Minimaliteten af 4 medfgrer at b (og c¢) har en primdivisor p. Men da
bla fglger fra p|b at p
O

a, hvilket viser at 4 har en primdivisor. Modstrid.

Seaetning 4.3.4 Der findes uendeligt mange primtal.

Bevis. Antag for en modstrid at der findes pracis n primtal som vi
lister: py, ..., pn. Betragt tallet

a=p1---pn+1

Bemerk at 2 og p; - - - p, er indbyrdes primiske. (Dette fglger fra at
1 =a—py--- pn, ogderfor er enhver falles divisor for a og p1 - - - px
en divisori1.)

Ifglge foregdende lemma har a en primdivisor, p. Da py,..., px
lister alle primtal gaelder at p = p; for et i < n. Derfor er p en faelles
divisor for a og p; - - - p», 1 modstrid med at disse to tal er indbyrdes
primiske. O

4.4 Aritmetikkens fundamentalscetning
Definition 4.4.1 Lad a € N. En primoplgsning® af a er et produkt

— M ng
a=py - Px

hvor p1 < - -+ < py er en strengt voksende fplge af k > 0 primtal, og
ni,...,n € N7

EKSEMPLER PA PRIMOPL@SNINGER.

4 =22
6=2'.31=2.3
7="7"
12=2%.31=22.3
29 = 29!

56 =23.71=23.7
3960 =23.32.51.111 =23.32.5.11.

Fglgende er et hovedresultat i elementer talteori.

Saetning 4.4.2 (Aritmetikkens fundamentalssetning) Ethvert natur-
ligt tal har en entydig primoplgsning.

% En primoplgsning kaldes ogsa en primfak-
torisering (engelsk: prime factorization).

71 det lidt sere tilfzelde hvor k = 0, dvs. hvor
vi tager produktet af ingen tal, vedtager vi at
produktet er = 1. Med andre ord: 1 er (defi-
nitionsmassigt) et produkt af nul faktorer.



I denne s@tning er eksistensdelen (noget usaedvanligt) ret nem at
bevise, mens entydighedsdelen kraever mere arbejde. Derfor viser vi
forst eksistensen af primoplgsninger, og derefter arbejder vi os igennem
entydighedsproblemet.

Bevis for eksistens af primoplgsning i scetning 4.4.2.

Vi bruger velordningsprincippet: Hvis der er et naturligt tal, der ikke har
en primoplg@sning, sé findes et mindste sddant tal, n € IN. Bemark at
n > 1, idet 1 pr definition har en (degeneret og triviel) primopl@sning.

Da n > 1 har n en primdivisor. Lad p vare den mindste siddanne
primdivisor. Skriv n = pq for et g € IN. Der ma gelde at g # 1, for
ellersern = pl, i modstrid med at n ikke har en primoplgsning.

Dal < g < n har q en primoplgsning, g = 47" - - - g.* hvor k > 1.
Da p er den mindste primdivisorin er p < g1. Hvis p < g7 er

1 _m Ng

n — p ql P qk
en primoplgsning af 7, og hvis p = g1 daer

+1
n = qul e qZk

en primoplgsning af 7. I alle tilfelde har vi vist at n har en primoplgs-

ning, i modstrid med at 7 var det mindste tal uden en primoplgsning.

0

Ovelse 19 Giv et bevis for eksistensen af primoplgsninger ved at bruge
fuldsteendig induktion i stedet for velordningsprincippet.

ANALYSE AF ENTYDIGHEDSPROBLEMET I SETNING 4.4.2.

Det bevis for Aritmetikkens Fundamentalscetning, som jeg i den fgrste
version af noterne havde skrevet, fandt jeg i lpbet af forelesningen ud
af var ungdvendigt kompliceret. Derfor har jeg skrevet et nyt bevis, som
er simplere. Det ligger ogsa teettere op ad beviset som Liitzen giver i
DMM.

Fgr vi kaster os ud i at bevise de forskellige lemmaer osv. der er
brug for til entydighedsdelen af aritmetikkens fundamentalsatning, sa
lad os klarggre hvad problemet er.

Hvis 7 er et tal der har to primoplgsninger

— M N __ mj
n=py P =491 4

daer vores mal at visatk = [, og p1 = q1,..., Pk = Gk, 0g 1 =
miy, ..., N = Mj.

Det er klart at hvis n har to primoplgsninger som ovenfor, da er
ethvert p; er primdivisor i n og derfor i produktet q;”l . -q;"’, og
ethvert g; er divisor i n og derfor i produktet py' - - - p.*.
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Huvis vi fra p;|(4]" - - - q;") kunne slutte at pi\q;nj foretj <1, da
ville problemet reduceres til at forstd hvilke primdivisorer primtalspo-
tensen q;.nj har, hvilket virker overskueligt. Sagt pa en lidt anden made:
Vi ma fgrst koncentrere os om at forsta tilfeldet hvor k = [ = 1, altsa
hvor pi' = g7 Til dette formél beviser vi fglgende lemma:

Lemma 4.4.3 Lad d,p,q € IN. Antag at p og q er et primtal og at
plg". Daerp = q.

Naér dette lemma er bevist vender vi tilbage til problemet at forsta
hvad der sker nar et primtal gar op i et produkt af potenser af (forskelli-
ge) primtal. Fglgende lemma siger, at det gar som vi havde habet: Hvis
et primtal gar op i en primoplgsning, sa gar den op i en af faktorerne.
Den pracise formulering er:

Lemma 4.44 Ladn,m,p € N, n > 1, p et primtal. Antag at

— M Mg
n=4qy gk

er en primoplgsning af n, og at p|n. Da er p = q; for eti < k.
Specielt geelder at hvis n har en primoplgsning som ovenfor, da er
q1 den mindste primdivisor i n.

Entydighedsbeviset i detaljer

Udgangspunktet for Lemma 4.4.3 og 4.4.4 er fglgende konsekvens af
Bezouts Lemma.

Proposition 4.4.5 Lad n,a,b € Z, og antag at n og a er indbyrdes
primiske. Hvis n|ab, da geelder n|b.

Bevis. Lad g € Z sa at ab = gn. Da n og a er indbyrdes primiske
findes ifplge Bezouts lemma x,y € Z sddan at 1 = xn + ya. Ganges
ligningen med b fas

b = xnb+ yab = xbn 4+ yqn = (xb +yq)n,
hvorfra det ses at n|b. O

Korollar 4.4.6 (“Det lille primtalslemma™) Lad p vere et primtal,
a,b € Z. Antag p|ab. Da geelder p|a eller p|b.

Bevis. Antag at plab. Hvis p|a er der intet at vise. Antag derfor at
p ikke er divisor i 4. Da p er et primtal fglger da at sfd(p,a) = 1
(overvej ngje!). Fra foregdende proposition fglger at nu at p|b. ([l

Ovelse 20 Bevis fplgende mere generelle version af det lille primtals-
lemma: Hvis p er et primtal og p|ay - - - ax, hvor ay,...,ax € Z og
k > 2, da findes i < k sdadan at p|a;.



Med dette Korollar fglger Lemma 4.4.3 let.

Bevis for Lemma 4.4.3. Lad primtal p og g veere givet. Lad P(n)
vere fglgende pradikat (hvor variablen n gar over de naturlige tal):

P(n) : Hvis p|q" sa er p = q.

Vi beviser at P(n) er sand for alle n ved induktion efter 7.

Basistrin: Hvis n = 1, da siger P(1) blot at hvis p
Dette fglger direkte fra at g er et primtal.

g,daerp =gq.

Induktionstrin: Antag at P(n) er sand. Vi skal vise at P(n + 1)
er sand. Antag derfor at p|g"*!. Da gzlder at p|q - ", og fra det lil-
le primtalslemma fglger at p|q eller p|q". I det forste tilfeelde fglger
p = g pracis som i basistrinnet. I det andet tilfeelde giver induktions-
antagelsen at p = q. U

Ovelse 21 1) Vis fplgende generalisering af Lemma 4.4.3: Hvis q er
et primtal og d,n € IN, og d|q", da erd = q" foret0 < m < n.

Med andre ord: Mcengden af positive divisorer i primtalspotensen
q" er preecis

{1,q,q2,...,q”}.

2) Brug 1) til at vise, at hvis p # q er primtal og m,n € N, da er
p" og q" indbyrdes primiske.

Hint: I 1) kan man bruge induktion efter n og Proposition 4.4.5.
Man kan vise 2) ved f.eks. at kombinere 1) med Lemma 4.4.3.

Bevis for Lemma 4.4.4. Lad P (k) vere fglgende pradikat:

P(k): Hvisn = q;ll e qZ" er en primoplgsing af n med k primtal, og
pln, daerp = gq;foretl <i<k.

Vi beviser at P(k) er sand ved induktion efter k, dvs. antallet af

forskellige primtal i oplgsningen.

Basistrin: Hvis k = 1, daer n = 7. Hvis p|n da felger fra direkte
Lemma 4.4.3 at p = g1 (overvej).
Induktionstrin: Antag at P(k) er sand, og antag at

”k+1)

Pl - gt
hvor g1 < --+ < k41 er primtal og ny,...,1n, ngq € IN. Fra det
lille primtalslemma fglger at p|g" - - - g* eller p|g;“"}

k+1
fgrste tilfeelde giver induktionsantagelsen at p = ¢; foret 1 <i < k.

(overvej). I det

I det andet tilfelde giver Lemma 4.4.3 at p = g;1 (overvej). I alle
tilfelde fas at der findes 1 < i < k+ 1 s at p = g,. Dette afslutter
induktionstrinnet.

Princippet om simpel induktion giver nu at P(n) er sand for alle
n € IN.
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Bermark at hvis n = g7 - - - ;% og p er et primtal sddan at p|n, da
er p > q1, idet vi ovenfor jo beviste at der ma gzlde at p = g, for et
1 <i < n, og definitionen af primoplgsning kraever at g; < g; for
alle 1 < i < k. Specielt flger at g; den mindste primdivisor i # nar
n=gqy'---q,* er en primoplgsning af 1. O

Bevis for entydighedsdelen af Seetning 4.4.2. Lad P(n) vere pre-
dikatet defineret som fglger:

P(n): Hvis

— M Ny __ 1M mp
=Py Pe =40 q

er to primoplgsninger af n, daerk =1, 0g p1 = q1, ..., Px = Gk, 08
n =my,..., N = M.

Vi viser ved fuldstendig induktion at P(#) er sandt for alle #.

Basistrin: Vi har vedtaget at n = 1 har det “tomme produkt’ som
primoplgsning. Derfor er P(1) sand pr. definition.

Induktionstrin: Antag at P(1),...,P(n) er sand. Vi skal vise at
P(n + 1) er sand. Antag derfor at

n_}_l:p’flpzk:q;inlq;ﬂl

Fra “specielt” i Lemma 4.4.4 fglger at p; er den mindste primdivisor i
n + 1, og ligeledes at g1 er den mindst primdivisor i 7 + 1. Derfor er
pP1 = q1.

Vi pastar at ny = my. Hvis ikke, da er enten n1 < m eller my < ny.
Erny < mj tilfeldet, daer (n+1)/p]' € N, og

n+1

my—ny My
ny
P1

=prepd =t e
Det fglger sd af “specielt’ delen af Lemma 4.4.4 at p, er den mind-
ste primdivisor i (n + 1)/p]’, og ligeledes at g1 er den mindste
primdivisor i (n + 1)/p]'. Derfor er p, = gi, i modstrid med at
q1 = p1 < po. Ltilfeldet n; < my opnds en modstrid pa lignende
made. Derfor har vi vist at n; = m;.

Det fglger nu at

n+1
Py

m

Da(n+1)/pi' <nog(n+1)/pj" € N giver induktionsantagelsen
atk = [, P2 =4q2,.-., Pk = qk (: ql),ogatnz =Mmy,..., N} = My
(= my). Da vi allerede har vist ovenfor at p; = g1 og 1 = my har vi
bevist at P(n + 1) er sand.

Det fglger nu fra setningen af fuldstendig induktion at P(n) er sand
for alle n. Dermed er det vist at ethvert naturligt tal har en entydig
primoplgsning, dvs. Aritmetikkens Fundamentalsetning er bevist. [



BEMAERKNING. Laseren spekulerer sikkert pa om der er en algo-
ritme, f.eks. 4 la Euclids algoritme, til at bestemme primdivisorerne
og primoplgsningen af et givent tal. En sadan algoritme kendes ikke,
desvarre, og man regner med at der ikke findes nogen sidan algoritme?.
Faktisk er mange krypteringssystemer (f.eks. sakaldt RSA kryptering)
bygget pa at det er meget vanskeligt at finde primdivisorerne i et givet
(stort) tal, ogsa for en computer med stor regnekraft.

Opgave 4.4.7 Lad d,n € N og ladn = p}' - -- pZ" veere primoplgs-
ningen af n. Vis at d|n hvis og kun hvis

d=pi...pl

hvorOSmlgnl,...,Ogmkgnk.

Opgave 4.4.8 1) Find primoplgsningerne for tallene 432 og 972.
2) Brug del 1 (og ikke Euclids algoritme) til at finde sfd(432,972).

Opgave 4.4.9 Vis at hvis a er et sammensat tal da har a en primdivisor
p, hvorom der geelder at p < \/E.
Hint: Overvej hvad der sker hvis alle divisorer i a var stgrre end

Ja.

BEMZAZRKNING. Foregdende opgave er en hjalp nar man skal finde
primdivisorer i et givent tal a. Den siger nemlig at man kan starte med
at kigge pd tallene < 4/a.

Opgave 4.4.10 1) Om tallene 51597 og 415233 oplyses det, at de har
de samme primdivisorer. Find deres primoplgsninger.

Hint: Start med at finde sfd (51597,415233) vha. Euclids algoritme.
Hvis du er opmeerksom pa al information du far ud af Euclids algortime
behgver du i sidste ende kun at finde primdivisorer i et to-cifret og et
tre-cifret tal.

4.5 Noter

Talteori er fortsat et meget aktivt emne inden for matematisk forskning,
og nogle af matematikkens kendteste og svareste problemer stammer
fra talteori:

1. Fermats sidste scetning. Der findes ingen a,b,c,n € N ogn > 2
som er lgsninger til ligningen

a" +b" = c".

Pierre de Fermat skrev i margin til et manuskript fra 1637 at han
havde et bevis for dette, men at der ikke var plads til det i margin.
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8 Det er dog muligt at give en algoritme der i
princippet kan implementeres pa en sakaldt
kvantecomputer. Kvantecomputere er dog
endnu ikke en praktisk realitet.
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Ingen ved om Fermat faktisk havde et bevis, men i 1995 publicerede
Andrew Wiles som den fgrste i historien et bevis, der 1 dag anses for
korrekt. Wiles bevis er uhyre langt og kompliceret, og anvender idéer
der gar langt udover elementer talteori, bl.a. moderne algebraisk
geometri. Fermat kunne umuligt have fundet det samme bevis, men
det er naturligvis en mulighed at han fandt et elementert bevis (jeg
har svert ved at tro det).

Hvis n = 2 er der uendeligt mange heltalslgsninger til ligningen,
bla. 32 4- 4> = 52, Sidanne Igsninger kaldes pythagoraiske tripler.

2. Goldbach’s formodning. Ethvert lige tal n > 2 er en sum af to prim-
tal. Formodningen (fra 1742) er fortsat ikke bevist eller modbevist,
og udggr stadig et aktivt forskningsomrade.

3. Mersenne primtal. Et tal pa formen 2" — 1 kaldes et Mersenne tal.
Nar 7 er et sammensat tal, sa er 2" — 1 ogsa sammensat, se gvelsen
nedenfor. Mersenne bemerkede at

22-1=522-1=7,2°-1=31, 082" —1=127

er primtal. Dog er 2!1 — 1 = 2389, sa det ikke alle Mersenne
tal med primtalseksponent er primtal. Det vides fortsat ikke om
der findes uendeligt mange Mersenne primtal. Det stgrste kendte

Mersenne primtal er 074207281 __ q

4. Collatz formodning. Vaelg ny € IN arbitrert. Definér rekursivt at

* hvis n; er lige daer nj ;1 = %;

* hvis n; er ulige, lad n;, 1 = 3n; + 1.

Collatz formodning (fremsat i 1937) siger at der findes i € IN sadan
at n; = 1 ligegyldig hvilket tal 1o vi startede med.

Problemet anses af eksperter for at vaere helt og aldeles ulgseligt
med vores tids matematik.

En (lgselig, men sveer) opgave med lidt af samme smag som Collatz
formodning findes nedenfor, se opgave ??.

Advarsel: Moderne talteoretisk forskning har egentlig meget lidt
at ggre med den klassiske, elementere talteori vi har set i dette kapi-
tel. I dag er emnet splittet op i analytisk talteori, algebraisk talteori,
aritmetisk kombinatorik, osv., og disse emner traekker pa avancerede
analytiske, algebraiske, geometriske og kombinatoriske metoder. Malet
er fortsat at studere de hele tals struktur, men da elementare metoder
tilsyneladende er udtgmt har man tyet til at importere metoder fra andre
omrader at matematikken.

Ovelse 22 Vis at hvis n = ab sd er 2° — 1 divisor i 2" — 1.

Den fglgende opgave er ment som en udfordring til dem der har tid
og lyst til at prgve krefter med den.
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Opgave 4.5.1 (En udfordring!) Husk fra Opgave 4.1.3 at, givet d €
IN hvor d > 1, da kan ethvert a € IN skrives entydigt i en base d
representation

a=apd’ +ayd' + - +a,d",

hvor ay, . ..,a, € No, 0g 0 < a; < d forallei < n, og a, # 0.

Vi definerer forst en funktion Cyyp, som vi ikke skal bruge, men
vi skal bruge en mere avanceret version af den, kaldet Hy, sa for
forstaelsens skyld inkluderer jeg definitionen pi Cyy,. For d,b > 1,
definer funktionen

Cd,b(aodo —+ Elldl 4+ tadt = aobo + albl + - +aub".

E eks. er Co5(6) = Cp3(2! +22) = 3! +32 = 12. Dvs., Cy, udskif-
ter basetallet (dvs. d) med b. Vi kan kalde Cg, for d, b-basisudskifte
operatoren.

Definer nu ved ved rekursion den hereditere basisudskifte operator
ved Hy,(0) =0, Hy (1) =1, og

Hd,b(aodo 4 aldl S and”) — aobHd,b(O) + aled,b(l) R aand'h(”).
E eks. er

Hy3(6) = Hys(2! +22) = 3t2a(D) 4 3H2a(2) — 31 1 33" _ 31 4 30" — 2743 = 30.

Lad nu a veere givet. Fplgen ni(a), ny(a), . . . defineres ved rekursion
som fplger: n1(a) = a, og hvis n;(a) > 1, da lader vi

nit1(a) = Hip1ir2(ni(a) —1).

Hvis nj(a) = 1da lader vin; 1 (a) = 1.

F. eks. er

n1(5) =5

ny(5) = Hy3(20 +22) =1 =32 43M30) _1 =143 _-1=9
n3(5) = H34(3°) — 1 = 44 —-1=15

n4(5) = Hy5(15) — 1 = Hy5(15-4°) —1=15-5"-1=14
n5(5) = Hs6(14) —1=14-5°-1=14-6" -1 =13

Det ses let herfra at n17(5) = 1.

Bevis at for at for alle a € N geelder; at fplgen (n;(a))icn efter
endeligt mange trin tager veerdien 1. Sagt pa en anden made: Bevis at

(Va € N)(Im € N)(Vi > m) n;j(a) = 1.
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5

Regning med rester og modulcer aritmetik

I dette kapitel introducerer vi fgrst regning med rester, og derefter
opbygger vi en matematisk struktur der formaliserer resternes aritmetik.
Denne strukturdannelse kaldes “moduler aritmetik”, eller “regning
med restklasser”.

For den studerende i DIS er moduler aritmetik et fgrste kig pa nye
aritmetiske strukturer, der ligger udover de velkendte tal som Z, Q, R
og C.

5.1 Regning med rester

Regning med rester er en form for matematik der var kendt af stort
alle de tidlige civilisationer (i Kina, Babylon, Egypten, Grekenland),
idet det er den aritmetik der er brug for til tidsregning, f.eks. til at lave
kalendere, osv. Vi starter med et motiverende eksempel.

EKSEMPEL. I dette eksempel betragter vi rester ved division med 7.
Resten af 100 modulo 7 er 2, idet 100 = 14 - 7 4 2, og resten af 1000
er 6, idet 1000 = 142 - 7 4 6. Betragt nu 100 + 1000 = 1100. Resten
af 1100 med 7 er 1, som fglgende udregning viser:

1100 = 100 + 1000 = (14 -7 +2) + (142 -7+ 6)
=156-7+8=157-7+1.

Bemeark, at fgr det sidste lighedstegn ovenfor optreder summen af
resterne af 100 og 1000 ved division med 7, som er 8, og at resten af
8 ved division med 7 er 1, hvilket ogsa er resten af 1100 ved division
med 7.

Det, der sker i foregdende eksempel, nemlig at resten af summen
af resterne er lig med resten af summen, er ikke nogen tilfeldighed,
hvilket folgende s@tning viser. Faktisk viser setningen ogsa at samme
“trick” virker for multiplikation.

Seetning 5.1.1 Lad n € N vere givet. Lad a,b € Z, og lad at 0 <
ro < nog 0 < ry < nvaere resterne af a, hhv. b, ved division med n.
Da geelder
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1) Resten af a + b ved division med n er lig med resten af ro + rq
ved division med n.

2) Resten af a - b ved division med n er lig med resten af ry - r1 ved
division med n.

Bevis. 1) Lad qo,q1 € Z vare sadan at a = qon + 19 og b =
gin+r.Lad 0 < r’ < n vere resten af o + 1 ved division med n,
og find ¢’ sadan at rg + 1 = q'n +r’. Da geelder:

a+b=(qon+ro)+ (qn+r1) = (qo+qi)n+ (ro+r1)
=(qgo+q)n+@n+r)=(Qo+q +q)m+r.

Fra entydigheden af division med rest fglger fra foregdende udregning
at 7’ er resten af a + b ved division med 7, som gnsket.

2) Beviset fglger samme ide som 1), og overlades til leeseren (se
n&ste gvelse). U

Ovelse 23 Bevis 2) i foregdende scetning.

Foregaende satning viser at resterne ved division med (et fastsat) n
har en fornuftig aritmetisk struktur, i den forstand at man kan “regne”
direkte med resterne, og komme frem til det korrekte resultat. I de
fglgende afsnit opbygger vi pa mere formel vis denne aritmetiske
struktur. Inden da tager vi dog lige et eksempel mere.

EKSEMPEL. Det oplyses at 1. januar 2018 var en mandag. Hvilken
ugedag var 1. januar 20007?

Losning: Der er 18 ar mellem 2000 og 2018. Blandt disse 18 ar er
der 5 skudar med 366 dage. Altsa er der gaet

13365 + 5 - 366

dage siden 1. januar 2000. Hvis vi forestiller os at vi dividerer (med
rest) foregdende med 7, da vil vi f3'

—(13-365+5-366) =q-7+7,

hvor 0 < r < 7. Bemark at i det foregdende er g antallet af hele uger
vi skal tilbage i tiden for at finde mandagen fgr 1. januar 2000. Derfor
er r antallet af dage udover den mandag, der skal tillegges for at na 1.
januar 2000.

Man kunne nu give sig til at dividere 7 op i —(13 - 365+ 5 - 366)
og finde r. Det ggr vi ikke. Vi bruger i stedet foregaende satning, og
“regner med resterne”.

Resten af 13, 365, 5 og 366 ved division med 7 er hhv. 6, 1, 5 og
2, sa resten af —(13 - 365 + 5 - 366) ved division med 7 er det samme
som resten af —(6-1+5-2) = —16 ved division med 7. Resten af
-16 ved division med 7 er 5. Derfor er r = 5 ovenfor, og derfor var
1. januar 2000 netop 5 dage efter den sidste mandag f@ér denne dato.
Derfor var 1. januar 2000 en lgrdag.

(Bemerk at det aldrig var ngdvendigt at finde g ovenfor. Det er netop
fordelen ved regning med rester.)

! Minus fordi vi regner tilbage i tiden!



5.2 Restklasser modulo n

Definition 5.2.1 Lad n € IN vere givet, og lad a € Z.. Mengden
al,={a+nqg:qeZ}y={beZ:(3g€Z)b=a+nq}
kaldes a’s restklasse modulo 7.
Bemeark at a € [a],, idet a = a + n0. Specielt er [a], # @.

Lemma 5.2.2 Ladn € IN vere givet, og lad a,b € Z. Da er fplgende
udsagn ekvivalente:

i)b € [a],.

ii) a og b har samme rest ved division med n.

iii) [b], = [a]n

Bevis: i) = ii): Antag b € [a],, og lad r veere resten af a ved division
med n. Dafindes q,q' € Z sadanatb = a+gn oga = q'n +r. Derfor
erb=g'n+r+gn=(q+ g )n+ r, hvilket viser at b har rest r ved
division med 7.

iil) = 1i): Antag a og b begge har rest r ved division med n. Sa
findes q,q' € Z sidan ata = gqn+r og b = q'n + r. Derfor er
b=g'n+(a—gn)=a+ (q —g)n, hvilket viser at b € [a],. O.

ii) = iii): Antag a og b har samme rest ved division med 7. Det
folger fra &kvivalensen af i) og ii) at hvis x € [a], da har x og a har
samme rest ved division med n. Derfor har x og b samme rest ved
division med 7. Da fglger af eekvivalensen af i) og ii) at x € [b],,. Dette
viser at [a], C [b],. Den modsatte inklusion, dvs. [b],, C [a],, bevises
pa samme made, mutatis mutandis.

iii) = 1): Da b € [b], folger, at hvis [a], = [b], daerb € [a],.0

Ovelse 24 Med n, a og b som i foregdende lemma, vis at
iv)a € [b],
er eekvivalent med 1), ii) og iii).

Bemaerkning. Man kalder ofte et element i en restklasse for en
repreesentant for restklassen. Dette skyldes @®kvivalensen af i) og iii) i
foregdende lemma, som fortaller os at hvis C er en restklasse modulo #
og b € C eret vilkarligt element i C, da gelder C = [b],,. Et vilkarligt
b € Cirestklassen C representerer altsd C som [b],.

Ovelse 25 Ladn € N og a € Z. Lad r veere resten af a ved division
med n. Vis at [r], = [a],. Med andre ord, resten af a ved division med
n er en repreesentant for restklassen [al,,.

Korollar 5.2.3 Ladn € Noga,b € Z.

(1) Hvis [a], N [b], # D sd er [a]l, = [b]n. Med andre ord: Re-
stklasserne modulo (et fast) n er enten disjunkte, eller ogsa er de
identiske.
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(2) Der findes preecis n restklasser modulo n, svarende til de n
mulige rester ved division med n, og de er preecis

01, (1], -, 0g [n —1]u.
(3) Der geelder at
Z=[0,U[1],U---Uln—1],
dvs. Z. er foreningen af de n disjunkte restklasser modulo n.

Bemcerkning. Pa grund af (1) og (3) i foregéende siger vi at rest-
klasserne udggr en klassedeling af Z. Vi vender tilbage til begrebet
klassedeling i fuld generalitet nar vi senere i kurset kigger pa begrebet
ekvivalensrelationer.

Bevis for korollaret. (1) Antag at [a], N [b], # @, oglad ¢ €
[a]y N [b],,. Fra foregdende lemma fglger s at

som gnsket.

(2) Fra foregéende gvelse folger at [r], = [a], nar r er resten af a
ved division med 1. Da0,1,...,n — 1 er de mulige rester ved division
med 7 fglger at de mulige restklasser modulo n pracis er

[0, [y - [ = U,

som gnsket.

(3) DeterKlart at [0], U[1],U---U[n—1], C Z,idet [a], C Z
for alle a € Z. For den omvendte inklusion, lad x € Z oglad 0 <
r < n veere resten af x ved division med n. Sa er [x], = [r], (pga.
foregdende gvelse!), specielt er x € [r],. Derfor galder

x €0, U[1],U---U[n—1],

hvilket viser inklusionen Z C [0}, U [1],U---U[n —1],. O

5.3  Kongruens modulo n

Definition 5.3.1 Ladn € N og a,b € Z. Vi siger a og b er kongru-
ente modulo n hvis n|(a — b). Hvis a og b er kongruente modulo n da
skriver? via =, b.

Proposition 5.3.2 Lad n € IN vere et givet naturlig tal, og lad a,b €
Z. Da er fplgende udsagn ekvivalente:

l)a=,0b.

2) a og b har samme rest modulo n.

3)a € [b],.

4)b € [a],.

5) [a]n = [b]n

2 En mere gammeldags notation for a =, b
era = b (mod n). Jeg er personligt ikke fan
af den gammeldags notation!



Bevis Vi har allerede i Lemma 5.2.2 (og den efterfglgende gvelse)
set at 2), 3), 4) og 5) er a&kvivalente. Derfor er det nok at bevise at 1)
og 3) er &kvivalente.

3) = 1):Hvisa € [b],, dafindes g € Z sdata = qn + b. Derfor
era — b = gn, hvilket viser at n|(a — b).

1) = 3):Hvisn|(a —b),dafindes g € Zsdata —b = gqn. Det
folger at a = qn + b, og derfor er a € [b],,. O

Korollar 5.3.3 Ladn € N og a € Z. Da geelder at
[al, ={beZ:a=,0}.

Bevis. Fra foregaende proposition har vi at a =, b hvis og kun hvis
b € [a],. Altsd har mengden pa hgjresiden ovenfor samme elementer
som mangden pa venstresiden, og de to mengder er sé identiske. [J

Proposition 5.3.4 Relationen =, har fplgende egenskaber:
I)a=,a, (“=, errefleksiv”).
II) Hvisa =, bda er b =, a (“=,, er symmetrisk”).
II)Hvisa =, cogc =, b, daera=, b(“=, er transitiv”).

Bevis. I) Dan|(a — a).

II)Hvis n|(a—b) safindesq € Zsdata—b=qn.Sderb—a =
—qn, og derfor geelder at n|(b — a).

III) Antag at n|(a — c) og n|(c — b). Da findes q,q' € Z si at
a—c=qnogc—>b=g'n. Derfor gelder

a—b=(a—c)+(c—b)=gqntqgn=_(q+49)n

hvilket viser at n|(a — b), som gnsket 0.

Ovelse 26 . Giv et alternativt bevis for foregdende Proposition der
udnytter at 1) og 2) i Proposition 5.3.2 er cekvivalente.

Bemsaerkning. Relationen =, har egenskaberne refleksivitet, sym-
metri, og transitivitet til feelles med lighedsrelationen, =, som opfylder
de samme tre egenskaber (overvej). Det betyder dog absolut ikke at
=, er det samme som =, langt fra. Alligevel har =, og = en slags
abstrakt broderskab. Vi vender tilbage til egenskaberne refleksivitet,
symmetri, og transitivitet nar vi senere i kurset introducerer ekviva-
lensrelationer.

Fglgende lemma bgr opfattes som en generalisering af Satning
5.1.1.

Lemma 5.3.5 Lad n € IN veere givet, og lad a,a’,b,b’ € Z. Antag at
a=,a ogatb=, V. Da gelder

a+b=,a +V

0g
a-b=,d-v.
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Bevis. Daa =, a’ ogb =, V' kan vi finde q,4' € Z sédan at
a—a =qnogb—1b = g'n. Sa gelder at
(a+b) = (' +b) = (a—a) + (b =) = qn+q'n=(q+q)n
hvilket viser at n|((a +b) — (a’ +1')).

Tilsvarende har vi
ab—a't =alb-V)+V(a—a")=agn+Vgqn = (aqg +b'q)n,

hvilket viser at n|(ab — a’b’), som gnsket. O

Ovelse 27 Giv et bevis for foregdende Lemma som udnytter Seetning
5.1.1 og cekvivalensen af 1) og 2) i Proposition 5.3.2 i stedet.

Korollar 5.3.6 Lad n € N vere givet, og lad a,a’,b,b’ € Z.. Antag
at [a], = [a'], og at [b], = [V'],. Da geelder

[a+b], =[a + V],

0g
[a-b], = [a - V],

Bevis. Dette er blot en omformulering af foregdende lemma som
udnytter &kvivalensen af 1) og 5) i Proposition 5.3.2. ]

5.4 Regning med restklasser

Lad igen n € IN vere givet. I dette afsnit ser vi pd mengden af
restklasser modulo, som vi betegner Z /n. Med andre ord,

Z/n={al,:acZ}.

Det er vigtigt at forstd at Z /n er en mengde af mengder?, idet hvert
element i Z /n jo er en restklasse modulo 7, og derfor er delmengde
af Z.

Ovelse 28 Visar Z/n = {[a]; : 0 < a < n}, og at mengden Z./n
har preecis n elementer. Hint: Brug f. eks. Korollar 5.2.3.

Vi forsgger nu at definere de aritmetiske operationer + og - pa
Z./n. Vi nedskriver fgrst definitionen, og beviser bagefter at den giver
mening.

Definition 5.4.1 Ladn € N, lad C,D € Z/n. Lada € Cogb € D.

Vi definerer
def

C+D=[a+D],

og .
C-D ¥ [ap),.

3 Det kan tage lidt tid fgr man venner sig
til denne nye abstraktion. Vi skal se meget
mere pa mengder af maengder i kapitlet “Me-
re mangdelere”. Det er dog en god ide at
venne sig til idéen nu.



Denne definition er potentielt problematisk. Det er nemlig ikke klart
at C+ D og C - D er veldefinerede, da det der star pa hgjresiden
afhenger af de valgte repraesentanter a og b. Men hvad hvis man valgte
andre repraesentanter for C og D? Kunne man sa risikere at fa et andet
resultat nar man udregner C + D og C - D?

Hvis dette problem opstod, sé ville ovenstaende ikke vere en de-
finition af aritmetiske operationer pa restklasserne, men i stedet en
definition af operationer pa repraesentanterne, hvilket ville veere vaesent-
ligt mindre interessant. Heldigvis er dette ikke tilfeldet, som fglgende
s@tning viser.

Seetning 5.4.2 De aritmetiske operationer + og - pa Z./ n er veldefi-
nerede. Dvs., hvis C,D € Z/noga,a’ € Cogb,b' € D da geelder

[a+ b, = [a + V],
0g
[ab), = [a'V'],.

Med andre ord: Hgjresiderne i foregdaende definition er uafhengige af
valget af repreesentanter for C og D.

Bevis. Hvis a,a’ € C og b, b’ € D da fglger fra Proposition 5.3.2 at
[a], = C = [a'], og [b]y, = D = [V'],,. Fra Korollar 5.3.6 fglger sa at
[a+Db], = [a + V], og [ab],, = [a'V'],. O

Fglgende proposition er en indlysende, men vigtig, konsekvens af
definitionen af + og - pa Z/n.

Proposition 5.4.3 Ladn € N og a,b € Z. Da geelder
[a]n + [b]n = [a + Dn

0g
[a] - [b]n = [ab]y.

Bevis. Fglger direkte af definitionen daa € [a], og b € [b],. O
Vi kigger nu igen pa vores eksempel fra begyndelsen af kapitlet:

EKSEMPEL. Det oplyses at 1. januar 2018 var en mandag. Brug
regning med restklasser til at finde ud af hvilken ugedag 1. januar 2000
var.

Lgsning. Vi bruger restklasserne [0]7, [1]7, ..., [6]7 til at represen-
tere hhv. mandag, tirsdag,..., sgndag. Da 1. januar 2018 var en mandag
reprasenteres denne dag altsé af [0]7.

Som vi fandt ud af i eksemplet fra begyndelsen af kapitlet, sa er der
géet

13-365 +5 - 366

dage fra 1. januar 2000 til 1. januar 2018. Derfor reprasenterer

[—13 365 — 5 - 366];
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ugedagen, som 1. januar 2000 faldt pa. Ved at bruge Proposition 5.4.3
far vi

[—13 365 — 5-366]; = [—13]; - [365]7 + [—5]7 - [366]7

-

= []7- 17 + [2]7 - [2]7
=[1-17;+2-2]7

= [17 + [4]7

= [5]7.

Da [5]7 reprasenterer lgrdag folger det, at 1. januar 2000 var en lgrdag.

Ovelse 29 Fuldmdne indtreeder med (cirka) 29,5 dages mellemrum.
Fuldmdane i september 2018 sker tirsdag d. 25. september.
Pa hvilken ugedage vil der veere fuldmane i september 2019?

Hint: Argumentér for at 12 - 29,5 = 6 - 59 dage efter 25. september
2018 er en dag i september 2019. Brug derefter regning med restklasser

modulo 7 til at repreesentere ugedagene, som i foregdende eksempel.

Regneregler (love) for 4+ og - pa Z./n, og reglernes navne

Vi afslutter vores diskussion af moduler aritmetik med fglgende to set-
ning om regneregler for regning med restklasser vha. af operationerne
+ (addition) og - (multiplikation) pa Z./n.

Den fgrste satning viser at regning med restklasserne i Z /n opfyl-
der mange af de samme abstrakte regneregler som + og - pa Z. ger.
Den anden sa&tning viser, at hvis n yderligere er et primtal, sa opfylder
Z./n mange af de samme abstrakte regneregler som + og - pd R, Q
og C ggr.

Det er uhyre vigtigt at man leerer navnene pa regnereglerne. Af
historiske grunde kaldes nogle af regnereglerne for “love”.

Seetning 5.4.4 Lad n € N veere givet, lad x,y,z € Z/n vere arbi-
treere. Da geelder fplgende regneregler for + og - pd Z./n.:

1. Den associative lov for addition pa Z/n: Der gelder (x +y) +
z=x+(y+z).

2. [0], er neutralt element for +, dvs.
x+[0], = [0], +x = x.

3. Eksistens af additiv invers: Der findes et entydigt element i Z./n,
betegnet —x, sadan at

x4+ —x=—x+x=1[0],.
(Elementet —x afhceenger af x.)

4. Den associative lov for multiplikation pa Z /n: Der geelder

(x-y)-z=x-(y-2)



5. [1], er neutralt element for -, dvs. x - [1],, = [1], - x = x.

6. Den kommutativ lov for addition: Der geelder
x+y=y+x
7. De distributive love: Der geelder
x-(y+z)=x-y+x-z

og
(y+2)-x=y-x+z-x.

8. Den kommutativ lov for multiplikation: Der geelder
x . y g y . x_

Bemzerkning 5.4.5 Det er let at tro at Scetning 5.4.4 er fuldkommen
triviel og ikke kreever bevis, fordi de nedskrevne regler og love jo er
sande for almindelig addition og multiplikation af almindelige fal. At
tro dette er en stor fejl. Restklasser er ikke tal, og derfor er der a
priori (pd forhand) ikke nogen grund til at tro at de opfylder samme
lovmeessigheder som addition og multiplikation af tal. Foregdende
seetning siger at de i vidt omfang ggr, men det kreever altsa bevis!

Bevis for seetning 5.4.4. Vi giver bevis for 1 og 3 ovenfor, og overla-
der resten som en gvelse.

1)Lad a,b,c € Z vere sadan at x = [a],, y = [b], 0g z = [c]s.
Da gelder

(x+y) +z = ([aln + [b]n) + [c]n
= [a+b]n+ [c]n
=[(a+b)+cln
=la+(b+0)
= [a]n + [+ cln
= [a]n + ([b]n + [c]n)
=x+(y+2z).

Bemrk at ovenfor bruges Proposition 5.4.3 til at opna det 2., 3., 5. og
6. lighedstegn, mens det 4. lighedstegn fglger fordi addition pa Z i sig
selv opfylder den associative lov. (Overve;j!)

3)Lad a € Z vere sadan at x = [a],. Lad —x = [—a],. Da gzlder
X+ —x = [aly + [—a]n = [a — a]y = [0]n.
Pa lignende vis ses at —x + x = [0],,. O

Ovelse 30 Bevis resten af Scetning 5.4.4.
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Saetning 5.4.6 Lad n € NN vere et primtal. Da geelder fplgende
yderligere lovmessighed: Hvis z € Z./n, og z # [0],, da findes et
entydigt bestemt element z~' € Z./n sddan at

z-z '=z"1.z=1],.

Med andre ord: Hvis n er et primtal, da har ethvert z € Z.\ {[0],,} en
multiplikativ invers.

Bevis. Lad a € Z sadan at x = [a],,. Da x # [0], gelder at n ikke
gér op i a. (Overvej ngje. Hvis n|a, hvad er [a], sa?). Da n er primtal
folger at sfd(a, n) = 1.1 felge Bezouts Lemma findes derfor x, y € Z
sddan at 1 = xn +ya. Lad 2~ = [y],,. Da geelder

zhz= Wlnlaln = [yaln = [1 = xn], = [1]n + [—xn],

= mn + [O]n = [1]71/

som gnsket. (Undervejs har vi omskrevet 1 = xn +yatilya =1 — xn,
og vi har brugt at [—xn],, = [0],, hvilket fglger f. eks. fra Lemma
5.2.2.) Til slut bemerkes at z - z~1 = [1], falger fra en fuldstendig
lignende udregning. U

Ovelse 31 [ foregdende bevis skulle vi arbejde ganske hdrdt for at
finde en kandidat til hvad z~' skulle veere. Hvorfor kan man ikke bare
tage [1],?

Ovelse 32 Vis at forudscetningen i Scetning 5.4.6 om at n skal veere et
primtal ikke uden videre kan fjernes.
Hint: Kig f. eks. pd Z./ 4, og betragt elementet [2].

Ovelse 33 Bevis fplgende “optimale” version af Seetning 5.4.6.: Lad
n € N oga € Z. Da har [a], en multiplikativ invers i Z./n hvis og
kun hvis std(a,n) = 1 (mao. a og n er indbyrdes primiske).

Afsluttende bemeerkning: Ringe og legemer

De to foregaende setninger viser, at Z /n, nar denne udstyres med
regneoperationerne + og - som blev defineret ovenfor i begyndelsen af
afsnit 5.4, har en algebraisk struktur der i hgj grad ligner talsystemerne
Z,Q, R eller C. Hvis n er et primtal sa ligner Z /n faktisk mere Q, R
eller C end Z, i folge foregaende s&tning.

Senere i kurset skal vi kort se pa abstrakte algebraiske strukturer
som opfylder 1) — 7) i Seetning 5.4.4. En sadan algebraiske struktur
kaldes en ring. En algebraisk struktur der opfylder 1) — 8) i S@tning
5.4.4 kaldes en kommutativ ring. Hvis en algebraisk struktur opfylder
1)- 8) i Seetning 5.4.4 og desuden opfylder Satning 5.4.6, sa kalder
man den for et legeme (Tysk: Korber. Engelsk: Field.)

Med henvisning til hvad der kommer senere kan vi altsa omformule-
re de foregdende to s@tninger som fglger:
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Seetning 5.4.7 Lad n € IN. Da er Z./n en kommutativ ring ndr den
udstyres med regneoperationerne + og - som defineret i begyndelsen
af afsnit 5.4 ovenfor. Hvis n er et primtal, sd er Z./n et legeme (og
omvendt: Hvis Z./n er et legeme da er n et primtal.)






6

Mere meengdelcere

Thales fra Milet (ca. 635-546 f.v.t.) sagde: Alt er vand. Vores tids
matematikere siger: Alt er mengder. Eller rettere: Alle matematiske
objekter er ma&ngder. Mangdelaren anses nemlig af de fleste for at
vere matematikkens grundlag, dvs. en universel teori for matematik,
en teori som omgiver al anden matematik.

I dette kapitel bygger vi videre pa de elementeere mangdebegreber
som vi allerede har indfgrt i kapitel 1.

Vi tager synspunktet “alt er mangder” helt alvorligt. Hvis x er en

mengde og ¥ € x, sd er y ogsd en mangde, for alt er meengder.

Dette foles nok lidt maerkeligt i starten, for hvis nu vi tager maengden
naturlige tal IN, og y € IN, sa vil vi jo nok mene at y er et tal, og ikke
en mangde. Dette er dog en misforstaelse: I moderne matematik er
alt mangder, og derfor er ethvert y € IN en ma®ngde som naturligt
o0gsd fortolkes som et tal. Tallet 2 er f. eks. mengden {@, {@} }; dette
vender vi tilbage til senere.

Inden vi for alvor gar igang minder vi l&seren om at der for maengder
A og B gelder:

1. A = Berensbetydende med (Vx)x € A <= x € B;

2. A C Berensbetydende med (Vx)x € A = x € B;

3. fralog?2fasderforr A=B <— ACBABCA

Punkt 3 giver anledning til en almindelig made at bevise at to m@ngder
er lig med hinanden: Man viser de to inklusioner.

! Mengdeleren, og idéen om at mangdele-
ren er matematikkens grundlag, er ret ny. Det
er Cantor der fra ca. 1870 og frem indfgrer
meangdel@ren, og fra ca. 1900 er mange af
tidens store matematikere blevet overbevist
om at mengdeleren er den rigtige grund-
lagsteori. Det er dog fgrst fra omkring 1930
at mangdelerens grundprincipper, aksiomer-
ne, er helt pa plads.
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6.1 Mcengdealgebra med de endelige meengdeoperationer

Leaseren husker fra kapitel 1 definitionerne af N, U, \, A og x. Med
de logiske tegn kan disse udtrykkes som

AUB={x:xe€ AVxeB},
ANB={x:xe€ AAx € B},
A\B={x:x€ AAx ¢ B},
AAB=(A\B)U(B\A),
AxB={(ab):ae ANDb <€ B}.

Vi vil nu kigge lidt nrmere pa nogle algebraiske identiteter der er
tilknyttet disse. Man bgr lere de vigtigste af dem, dvs. de distributive
love og de Morgans love, udenad. Andre regneregler kan man som
regel selv bevise nar behovet opstar, eller sla op.

Saetning 6.1.1 (“De distributive love’) Der geelder for alle meengder
A, BogC:

Vi beviser kun den f@rste identitet og overlader den anden til leeseren
som en gvelse.

Bevis. Vi viser de to inklusioner.

“C”:Antagatx € AU(BNC).Sderx € Aellerx € BNC.

Hvisx € A,sderx € AUBogx € AUC,sax € (AUB)N
(AN C), som gnsket. Antag derfor at x ¢ A. Sder x € BN C, dvs.
x € Bogx € C.Derforerx € AUB ogx € AUC, og derfor geelder
x € (AUB)N(ANC), som gnsket.

“D”:Antagx € (AUB)N(AUC).Sderx € AUBogx € AUC.

Hvis x € A fglger naturligvis x € AU (BN C), sd vi kan antage
x ¢ A.Dax € ANBogx ¢ A gelder sa x € B. Ligeledes ses
at x € C gelder. Vi har nu vist at x € BN C, og derfor ogsa at
x € AU (BNC), som gnsket. O

Saetning 6.1.2 (“De Morgans love”) Lad A, B, og C veere maengder.
Da geelder

A\ (BNC) = (A\B)U(A\C)
A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)

Ovelse 34 Bevis den foregdende scetning. Det kan f. eks. gores ved at
vise “to inklusioner” som vi gjorde med de distributive love.



6.2 Funktioner (abstrakt, meengdeteoretisk defineret)

Vi indfgrer nu, som tidligere lovet, det abstrakte, mangdeteoretiske
funktionsbegreb. I naste kapitel gar vi i dybden med funktionsbegrebet,
her giver vi blot definitionen og et par eksempler.

Tidligere sagde vi blot at en funktion f : A — B er en “en regel,
der til ethvert x € A knytter et og kun et element f(x) € B”, men nu
indfgrer vi funktioner rigtigt og stringent.’

Definition 6.2.1 En funktion® fra en meengde A til en meengde B er
en mengde f C A X B sddan at fplgende er opfyldt:

1. Forethvert x € A findesy € B sd at (x,y) € f;

2. Hvis (x,y) € fog (x,y) € fdaery=1y'.
Med andre ord: For ethvert x € A er der ét og kun éty € B sdadan
(x,y) € f*

Hvis f C A X B er en funktion fra A til B, da skrivervi f : A — B,
og hvis x € A da skriver vi f(x) for det entydige y € B sadan at
(x,y) € f. Vikalder A domenet for f, og B kaldes codomzenet for
f.

Intuitionen bag foregdende definition er at vi har valgt at bruge
grafen for f, som jo pa en naturlig made er en delmangde af A X B,
til at repraesentere f som en mangde. Det virker maske baglans. Det
endrer dog i praksis meget lidt pa hvordan vi tenker pa og bruger
funktioner i vores matematiske dagligdag.

Fordelen ved vores ma&ngdeteoretiske definition af begrebet “funk-
tion” er at den ggr det muligt at tale abstrakt om funktioner. Vores
“gamle” funktionsbegreb fra Kapitel 2 sagde at en funktion var noget,
der var givet en regel eller en foreskrift, men vores nye begreb kraver
intet at den art. Nu er en funktion simpelthen bare en mangde af par,
der opfylder det naturlige krav at der er en entydig funktionsverdi til
ethvert element i domanet.

EKSEMPLER. 1) Vi er vandt til at give en funktion ved en forskrift,
f. eks. f(x) = x? 4 ¢*. Det er ogsa fint, s lengde foreskriften for
ethvert x giver en entydig funktionsverdi.

I det nrvaerende eksempel er funktionen f(x) fra et mengdeteore-
tisk synspunkt faktisk mangden

{(x,x* +¢*) e RxR:x € R}.
2) M@ngden
T={(xy)  :2*+y* =1}
er ikke nogen funktion. (Hvorfor?)

Notation: Nar man skal angive en funktion, sa er det ret almindeligt
at skrive f : x — ... frem for f(x) = .... F. eks. kunne vi ovenfor
i det forste eksempel have skrevet f : x +— x% + ¢* i stedet for
f(x) = x*+ ¢~
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2 Husk at i moderne matematik er alt mang-
der, sa en funktion ma ogsa vere en mengde.
Det er det, vi tidligere har teenkt pa som gra-
fen for en funktion som vi nu bruger til at

definere begrebet funktion.
3 Nogle gange kaldes en funktion ogsé en

afbildning. Ordet funktion er i de sidste 20
ar igen blevet det mest brugte ord.

4 Denne del af definitionen siger, sagt i daglig
tale, at der for ethvert x € A er en entydigt
fastlagt funktionsvaerdi y € B knyttet til x.
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6.3 n-cert produkt

Definition 6.3.1 Ladn € IN. En n-tupel er en ordnet liste (x4, ..., Xy)

af n matematiske objekter.

Vi generaliserer nu det cartesiske produkt, idet vi indfgrer produktet af
flere end 2 mangder.

Definition 6.3.2 Lad A1, Ay, ..., A, vere n > 2 meengder. Da defi-
neres produktet af A1, Ay, ..., A, ved

> Bemeark at et ordnet par (x1, x) er det sam-
me som en 2-tupel.

Ay x Apgx o x Ay ={(x1,x2,...,Xn) 1 X1 E A1 AX2 € Ag N+ Axy € Ay},

dvs. A1 X Ay X -+ X Ay, bestar af alle n-tupler (x1,x2, . ..,X,) hvor
X1 € A1, X2 € Ay, osv.

Ndr man tager produktet af den samme mengde n gange skriver
man A", dvs.

A"=AXx---x A
(n faktorer)

EKSEMPLER. (a) Som navnt i Kapitel 1 er IR? det, vi normalt tzenker
pé som planen. Naturligvis er R® derfor det, vi normalt tenker pa som
det 3-dimensionelle Euklidiske rum, og R" er det n-dimensionelle
Euklidiske rum.

(b) Mzengden IN? = IN x IN kan man tznke pa som “gitterpunkter-
ne” i planens 1. kvadrant, dvs. de punkter i planen der har naturlige tal
som koordinater.

(c) Mengden Z x Q x C er mangden af alle tripler (a, g,z) hvor
a er et helt tal, g er et rationalt tal, og z er et komplekst tal.

6.4 Indicerede familier af meengder

Tet forbundet til konceptet relation er et andet koncept, nemlig de
indicerede familier af ma@ngder.

Definition 6.4.1 Lad I veere en (som regel ikke-tom) meengde, neden-
for kaldet “indexmeengden”. En familie af mangder indiceret af [ er
en funktion i — X;, hvis domeene er I, og hvis codomene er mengden
af meengder {X; : i € I}.

Man skriver almindeligvis siadan en familie som (X;);cj, hvormed
man mener at funktionen f er givet ved f : 1+ X;.

Eksempler 1) Lad Q, de rationale tal, veere vores indeksmaengde. Da
kan vi danne familien (X;),cq af delmangder af R, som er defineret
ved

X;={x€eR:x #gq}.

Bemerk at (for et givent g4 € Q) bestar maengden X, af de reelle tal,
som ikke er lig med g.



2) Lad n € IN. Husk, at for ethvert a € Z er [a], restklassen af a
modulo 1, og at restklassen [a], C Z. Dermed er ([a],)acz en familie
af delmangder af Z, som er parametriseret af Z.

(I en hvis forstand er ([a],),cz “overparametriseret”, dvs. den sam-
me mangde gentages mange gange med forskellige indeks, idet vi far
en familie med de samme mangder ved at kigge blot pa ([r],)o<r<n-
Men den slags “overparametrisering” er helt fint, og ofte endda prak-
tisk.)

3)Lad T = {(x,y) € R?: x2 +y* = 0}, dvs T er enhedscirklen
i planen. Definér for enhver vektor ¥ € T mangden

Ly = {(x,y) € R*: (x,y) - T =0}

(Her er - prikproduktet, ogsa kaldet skalarproduktet, som I kender
fra linear algebra eller plangeometri.) Da er (Lz)gct er familie af
delmangde af planen R?, bestaende af alle linjer gennem origo (0, 0).

Ovelse 35 Lad igen T vere enhedscirklen i R%. Definér for hvert
7 € T mengden

Hy = {@w cR*: 3 @ > 0}.

(Prikprodukt!) Beskriv geometrisk familien af mengde (Hz)zeT-

6.5 Algebra med indicerede familier af mengder

Vi har tidligere indfgrt forening og fellesmangde af to (og dermed
endeligt mange) mangder. For indicerede familier af mangder kan
disse to begreber generaliseres som fglger:

Definition 6.5.1 Lad (X;);c; veere en indiceret familie af mengder.
Da definerer vi

UXZ' ={x:(Fielxe X},
icl

som kaldes foreningen af familien (X;)ic1, 0g hvis [ # @ da defineres

(Xi={x:(Vie)xe X},

icl
som kaldes fellesmaengden af familien (X;)ic.

Vi tager eksemplerne fra foregaende afsnit, og ser hvad der sker nar
vi anvender forenings- og fallesmengdeoperationerne.
Eksempler. 1) Lad igen (X;),cq vare familien hvor

X;={xeR:x #q}.

DaerU,eq Xq = R (hvorfor?), og (,cq X4 er mengden af irrationale
tal dvs. mangden R \ Q (hvorfor?).
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2)Lad n € N og lad ([a],)sez vere familien af restklasser modulo

n.Daer Uyezla]n = Z og Nuezlaln = @.
3) Lad (Lj)geT veere defineret som i foregdende afsnit, dvs. Lz er
linjen gennem (0, 0) som er vinkelret pé vektoren 7. Da er Uz Ly =

R? og Nger Ly = {(0,0)}.

Ovelse 36 Velg et af foregdende eksempler, og nedskriv et detaljeret
argument der viser hvad foreningen og fellesmangden af familien er.

Ovelse 37 Definer for hvert v € T en mengde
Hy = {(x,y) € R*: (x,y) -7 < 1}.
(Prikprodukt!) Forklar geometrisk hvilken meengde i planen HZ% er. Find
UﬁeT HZI7 og mﬁeT H%
Fglgende s®tning giver en generalisering af de distributive love og

de Morgans love til indicerede familier af mangder.

Lemma 6.5.2 Lad (X;);c veere en indiceret familie af meengder, og
lad A veere en given meengde. Da geelder

An(JX) =UANX),

iel iel

0g hvis I # @ geelder

AU X) =(AUX)),

i€l icl
icl icl
08
A\ (X)) = J(A\ X))
i€l iel
Bevis. Se s@tning 175 og 176 i Liitzens bog (“DMM”). ([l

Ovelse 38 [ foregdende seining giver hgjresiderne kun mening hvis
man forstar hvilke familier af meengder operationerne (\;c; 08 Nicr
anvendes pd. Nedskriv disse familier af meengder.

6.6 Indicerede familier, hvor indeksmengden er en produkt-
meengde*

Dette er ikke en del af vort pensum, men det er uhyre vigtigt for
fremtidige kurser, seerligt kurser i malteori og sandsynlighedsteori. Vi
ngjes med at diskutere situationen hvor indexmangden [ = [; X I5.
Situationen hvor indexmangden er et n-@rt produkt diskuteres i en
gvelse.
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Lad (X;);e; veere en familie af mengder indiceret af [ = I; X .
Vi antager at [; # @ # I for at undga problemer med anvendelser af

N.

Bemeark at ethvert element i I har formen (i, j) hvori € I; ogj € L.
Velges ip € I far vi derfor en familie af mangder (X(io,j))j€127 og
valges jo € I fas en familie af maengder (X(; ) )icr, -

For ethvert i € I; kan vi derfor definere m@ngderne

Yi= U X og Zi = [ X
jelz feIZ
og for ethvert j € I, kan vi definere
Vi = X4j) og Wi =[] Xi)-
iel el
Vi definerer nu
N UZXep=MNYog UNXiy=U2%Z
iel jelz iel iel jelz iel

og

N UXiy=N Viee U N Xup=UW,

jEIZ iEI] jEIz jEIz ieh jEIz

Ovelse39 Ladl = Z x Z og lad
Xij={(x,y) eERxR: (x=iAy=jAj>i|)V(j<|i|] A\x=0)}.

Find (dvs. beskriv) mengderne
N UXep U N X MU Xap 0 U N X
i€Z jeZ i€Z jeZ JEZ il JEZ ieZ

(Bemeerk at meengderne X ; iy er delmeengder af R?; at narj > |i
sd har X ; ) preecis et element (hvilket?); og at nar j < |i] er X;; =
{0} xR.)

Seetning 6.6.1 Der geelder at

ﬂ U X(i,j) = {x : (Vl € Il)(aj € 12) X € Xi,]'},

i€l jelp

U ﬂ X(i,j) = {x : (31 € Il)(V] € 12) X € Xi,]'},

i€l jelp

m U X(i,j) = {x : (V] S 12)(31 S 11) X € Xl'/]‘},

jelz i€l

U ﬂ X(i,j) = {x : (El] € Iz)(VZ S 11) X € Xi,]'}.

j€ Lielh

Ovelse 40 Bevis foregdende setning. (Man kan f. eks. vise de to inklu-
sioner i hvert tilfeelde.)
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Ovelse 41 Lad I = I; x Ip, og lad (X;)ic| veere en familie af meengder
sadan at X; C A for alle i € 1. I det fplgende bruges ° til at indikere
komplement med hensyn til A som grundmeengde, f. eks. X{ = A\ X;.

Vis at
(N U Xep) =U N XG)-

icl jelp icl jelp

(Lignende identiteter geelder naturligvis for de 3 andre mdder at kom-
binere | J og .)

Ovelse 42 Denne gvelse henvender sig til dem, der har lyst til selv at
udvikle lidt teori.

Lav en general teori om familier af meengder indiceret af produkt-
meengder pd formen Iy X I X - - - Ii. Definér rekursivt (pd k) operatio-
ner af alternerende forening og fellesmeengde sa som f. eks. JU - - -.
Formulér og bevis en scetning d la Scetning 6.6.1, og generalisér fore-
gdende gvelse.

6.7 Potensmengde

Givet en mangde X, da kan man forme mangden®
P(X)={A: ACX},

dvs. mengden af delm@ngder af X. Dette kaldes potensmengden af
X.

Bemerk, at det betyder det samme at skrive A € P(X) som at
skrive A C X. Bemerk ogsa, at der altid gelder at @ € P(X) og
X € P(X).

Ovelse 43 Lad x4, ..., x, veere vilkdrlige meengder.

1) Nedskriv P({x1, x2}) pa listeform.

2) Bevis at meengden P({x1,...,x,}) har 2" elementer. (Hint:
Induktion efter n.)

3) Hvor mange elementer har P (D) ?

Bemcerkning. Begrebet potensmangde er nyttigt og vigtigt i moder-
ne matematik, men det er ogsa kontroversielt. For hvad er P(IN), f.
eks.? Definitionsmassigt er det bare maengden af delmengder af IN,
men dermed har vi indfg@rt et objekt, der “fanger” totaliteten af alle
delmangder af IN, uden at have sagt noget om hvilke delmangder af
IN der findes. Dette er, ved nermere eftertanke, en hgjest merkverdigt
made at lave matematik pa. Pa lengere sigt fgrer denne uforsigtighed
til Cantors kontinuumsproblem (ogsa kaldet kontinuumshypotesen).

6.8 Tal som meengder i meengdelceren (ikke del af pensum!)

Alt er mangder. Derfor er tal ogsd mangder. Men hvordan?

© Vores misbrug af mengdebyggeren retfzr-
diggres af det sékaldte potensmeengdeak-
siom.



Vi starter med at definere at O er reprasenteret af den tomme mang-
de, @. Dette giver god mening: Den tomme mangde er en maengde
med 0 elementer.

Definér generelt for en mengde x at S(x) = x U {x}. Bemerk at
elementerne i S(x) precis er elementerne i x, samt mangden x selv.

Vi definerer ved rekursion: 1 = §(0), og generelter n +1 = S(n).

Man ser hurtigt at

1= {0},

2 =1{0,{2}},
3 - {®/ {@}/ {®r {Q}}}/

oSsV.
Men hov, jeg sagde “ved rekursion”... Det giver vel ingen mening
uden at jeg allerede har defineret ma@ngden af naturlige tal? Derfor er
ovenstaende cirkulert.
Korrekt. Man indfgrer derfor i m@ngdel®ren fglgende aksiom:

Aksiom 6.8.1 (Uendelighedsaksiomet) Der findes en mengde T sa-
dan at@ € T og hvis x € T saer S(x) € T.

Mzangden Z indeholder alle de mangder, vi gerne vil definere som
naturlige tal, og muligvis mange flere m@&ngder. Ved hjalp af potens-
mangden af 7 og mengdebyggeren (ikke helt trivielt) kan man nu
isolere praecis delmengden af Z som bestar af de elementer, der opnas
ved at anvende S gentagende gange, startende med @. Med andre ord,
mangden N kan, vha. ma@ngdebyggeren, isoleres ud fra ma@ngden Z
i aksiomet.

Derfor findes mangden IN, og den bestar pracis af de elementer,
som vi ¢gnskede at definere 1 vores naive, rekursive definition ovenfor.

Det er nemt at definere Z ud fra IN:

Z={(@n)e{0,1} xNp:i=1 = n > 0}.

(Man skal tenke pé elementerne pa formen (1,7) som varende de
negative tal.)
Nu kan Q defineres som

{(a,b) € Z x N : sfd(a,b) = 1}.

Endeligt kan R defineres som mangden

{ACQ:A#DONQ\A#ON(Vx,yeQ)((xe ANy<x) = yeA)}.

Dette ser spgjst ud, men man skal intuitivt (!) teenke pa at hvert A i
mengden ovenfor reprasenterer tallet sup(A). Endelig er

C=R xR

Hermed er alle talm@®ngderne defineret i m@ngdelaren.
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7
Funktioner og afbildninger

Vi fglger i dette emne Liitzens bog Diskrete Matematiske Metoder.
Nedenfor findes kun nogle enkelte bemarkninger og gvelser. Det for-
ventes nedenfor at man har lest kapitlet om funktioner og afbildninger
i Liitzens bog.

Husk fra foreleesningen at en funktion f : A — B er en mangde
f € Ax Bsadanat 1) foralle x € A findesy € Bsaat (x,y) € f
og2) hvis (x,y) € fog(x,y) € fsdery =y’ Viskriver f(x) =y
hvis (x,y) € f.

Hvis f : A — B er en funktion da kaldes A domcnet (eller defi-
nitionsmeengden) og B kaldes codomeenet (eller sekundermengden).
Det er almindeligt at skrive dom( f) for domenet af f, og codom(f)
for codomeanet af f.

Hvis C C A, sa defineres

f(O)={yeB:(BxeC)f(x) =y} ={f(x) : x € C}.
Dette kaldes billedet' af C under f. Billedet af A under f, dvs. f(A),
benavnes ogsd im(f) eller ran( f), og kaldes veerdimengden® af f.

Bemerk atndr f : A — Bog C C A,séer f(C) C B.
Et begreb, jeg glemte at indfgre i foreleesningen er urbillede. Hvis
f:+A— B,og D C B, da defineres
f(D)={xe A:f(x) € D},

og denne mangde kaldes urbilledet’ af D. Bemark at f 1 (D) C A,

og er defineret selv nar f ikke har nogen invers®.

Fglgende begreb er uhyre nyttigt, men mangler i Liitzens bog:

Definition 7.0.1 Lad f : A — B vere en funktion, og lad C C A veere
en delmeengde af A. Da er f | C den funktion C — B som defineres
ved

(f1O)(x) = f(x)

for alle x € C. Funktionen f | C kaldes restriktionen’ af f til C.

Ovelse 44 Med notation som i foregdende definition, vis at f | C =
fNCxB.

! Engelsk: image.
2 Engelsk: range.

3 Engelsk: pre-image.

4 Det er méske forvirrende at f~! bruges i
notationen her, men i en lidt anden betydning
end invers funktion. Det ma man vanne sig
til. Nogle forfattere skriver i stedet f* (D)
for urbilledet af D, men denne notation er
ikke si udbredt som f~1(D).

> Andre almindelige notationer for restriktio-
nener f|C og fic.
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Med andre ord: Restriktionen af f til C “ggr det samme” som f,
men er kun defineret pa C.

EKSEMPEL. Lad f : R — R vere funktionen f(x) = e*. Sd er
dom(f) =R, codom(f) = R, ran(f) = (0,00). Hvis C = [—1,1]
daer (f[C)(x) = e* foralle x € [—1,1], men i modsztning til f er
f I C ikke defineret udenfor intervallet [—1, 1].

Ovelse 45 (a) Bevis fplgende scetning:

Scetning 7.0.2 Lad f : A — Bog g : B — C vere funktioner. Da
geelder

1. g o f ersurjektiv hvis og kun hvis ¢ | f(A) er surjektiv.

2. go f erinjektiv hvis og kun hvis f er injektiv og g | f(A) er injektiv.

3. go f erbijektiv hvis og kun hvis f er injektiv og g | f(A) er bijektiv.
(b) Brug Scetning 7.0.2 ovenfor til at bevise Seetning 290 og 291 fra

Liitzens bog (“DMM?”).

Bemaerkning: Stning 7.0.2 ovenfor skal man tenke pa som en bedre,
skarpere version af Satning 290 og 291, som kombinerer de to sat-
ninger i én. Den kan dog kun formuleres nar begrebet restriktion er
indfgrt.
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Relationer, specielt cekvivalensrelationer

Vi fglger i dette emne Liitzens bog Diskrete Matematiske Metoder.
Nedenfor repeterer vi dog definitionen pa en relation og en &kvivalens-
relation, og vi giver et eksempel og en stribe gvelser.

Definition 8.0.1 Lad X veere en meengde.

(A) En relation! pd X er en delmengde af X x X. Med andre ord,
en mangde R er en relation pa X hvis R C X X X. Specielt er en
relation en meengde af ordnede par.

Hvis (x,x') € R, da skriver vi xRx', og siger “x er R-relateret til

!
X

(B) En &kvivalensrelation pd X er en relation E pa X der opfylder
folgende tre betingelser:

1. E er refleksiv, dvs.
(Vx € X) xEx.

2. E er symmetrisk, dvs.

(Vx,x' € X) xEx' = x'Ex.

3. E er transitiv, dvs.

(Vx,z,w € X) (xEz ANzEw) = xEw.

Vi minder ogsa leeseren om at nar E er en &kvivalensrelation pa X,
og x € X, da kaldes mangden

[x]g ={y € X : xEy}
for x’s E-ekvivalensklasse. M@ngden af &kvivalensklasser,
X/E={[x]g:x € X},

kaldes for kvotientmengden af X under E.

EKSEMPEL: Lad n € IN. Vi har allerede set i Proposition 5.3.4 at
=, er refleksiv, symmetrisk og transitiv. Bemerk at

=,={(a,b)€eZxZ:n|(a—D)}.

! Det som vi kalder en relation kaldes ofte en
bineer relation i andre tekster.



64 ASGER TORNQUIST

Derfor er =, en &kvivalensrelation pa Z. (Relationen =, er en del-
meengde af Z. x Z., derfor er den en relation pa Z..)

Bemeark at =, -a&kvivalensklasserne det samme som restklasserne
modulo n. (Overvej!) Bemark desuden at Z./ =, = Z./n.

Ovelse 46 Definer en relation pd R ved
x~x < (Jae€Z)x—x" =2na.

0) Nedskriv en definition af ~ vha. mengdebyggernotation, dvs.,
find ud af hvad der skal sta i stedet for spgrgsmalstegnene inden for de
krollede paranteser sadan at

~={?]7?}.
1) Vis at ~ er en @kvivalensrelation pa R.

2) Find en naturlig bijektion mellem R/~ og T.
Hint til 2): Husk at T er enhedscirklen, dvs.

T={(xy) € R : x2+y2 =1} = {(cos(6),sin()) : 6 € [0,27)}.
Ovelse 47 Definer en relation pd R x R ved

(YEX,Y) <= y=v.

0) Nedskriv en definition af E vha. meengdebyggernotation. Dvs.,
find ud af hvad der skal sta i stedet for spgrgsmalstegnene inden for de
krgllede paranteser:

E={?]7}.

1) Vis at E er en @kvivalensrelation pa R X R.
2) Find en naturlig bijektion mellem R og R x IR/ E.

Ovelse 48 Lad E vere relationen pi Z. x N defineret ved
(n,m)E(n',m") <= nm' =n'm.

0) Nedskriv en definintion af E vha. mengdebyggernotation.
1) Vis at E er en wkvivalensrelation (pa Z x IN).
2) Find en naturlig bijektion mellem Z. x N/ E og Q.

Ovelse 49 Definer en relation pa R ved
xE,x' — x—x'€Q.

(Denne eekvivalensrelation kaldes Vitalis &kvivalensrelation. )

1) Vis at E, er en wkvivalensrelation pa R.

2) Find en naturlig surjektion p : R — R/ E,,.

3) Find en bijektion mellem R/ E;, og R. (Advarsel: Ikke helt let.
Du far nok brug for udvalgsaksiomet i en eller anden form, f.eks. til at
danne en hgjreinvers. Derefter kreeves stadig lidt kreativitet.)

4) Kan du finde en naturlig bijektion mellem R/ E, og R?



Hint til 4): I modscetning til de foregdende gvelser vil jeg geette pd
at du ikke kan, men det er sveert at bevise at der ikke findes noget der
er “naturligt”, for begrebet “naturligt” er upreecist. Vi kan som regel
genkende ndr noget er “naturligt”, men hvad betyder det at en funktion
ikke er naturlig?

Men, vi kan dog prgve at underspge om en bijektion f : R/E, — R
mdske ma have nogle meget meerkelige egenskaber, og derfor ikke kan
veere naturlig. Her er en idé: Hvis f : R/E, — R er en bijektion, sd
lad f = f o p, hvor p kommer fra del 2) ovenfor. S er f : R — R en
surjektion, som er konstant pd hver E, wkvivalensklasse. Start med at
vise at f ikke kan veere kontinuert. @Onsker man en stgrre udfordring,
sa kan man forsgge med: For ethvert interval [a, b] C R, hvora < b,
geelder at funktionen g1, 5 : R — R

1 hvis x € f~([a, b])
8lap) (¥) = {0 hvis x ¢ f~1([a,b]).

ikke er Riemann (eller Lebesgue) integrabel over noget lukket interval
[c,d], hvor ¢ < d.
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Permutations

This chapter is in English! The reason for this is very simple: These
are the first notes I wrote for DIS back in 2015, at a time when it was
still possible for foreign students to request that the whole course was
taught in English.

I never got around to translating this part, and as DIS is now run-
ning for the last time ever, it has now become pointless to translate it.
Besides, it is probably good for you in some way to get used to reading
English texts...

The chapter contains a proof of the Theorem 407 and Theorem 413
(Cykelsatningen, the “Cycle decomposition theorem™) in Liitzens book
(“DMM”), but matches the presentation given in the lecture. Recall
that a permutation on A (in the sense of DMM Chapter 10) simply
means a bijection 0 : A — A of the set A onto itself.

9.1 Orbits, cycles, and the decomposition theorem

Notation: (1) Given a set A, we let
Y(A)={c|0c:A — Aisapermutation of A}

be the set of all permutations on A.

(2) The identity permutation on A is denoted 1, (or sometimes
Id 4), and is defined by 14(x) = x forall x € A.

(3)Forn € N, we let 0 = 1,4, and

n
ot'=¢g---0
—

n times

n times

(4) Given 0 € X(A), we let
Fix(c) ={x € A:0(x) = x}
be the set of fixpoints, and
Move(c) = {x € A:o(x) # x}.

the set of moving points (da.: flyttepunkter).
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Exercise 50 Prove: If x € Move(o) then o(x) € Move(c). (Hint:
The contrapositive statement...)

Recall that two permutations 0, T € X(A) are disjoint if Move (o) N
Move(T) = @.

Proposition 9.1.1 (Seetning 397) If 0, T € %(A) are disjoint then
0T = 10 (i.e., 0 and T “commute”).

Proof. Let x € A. We must show that oT(x) = to(x). This is
clear if x is a fixpoint for both ¢ and 7, and so we may assume that
x € Move(c) or x € Move(T). Suppose first x € Move(c). Then
x € Fix(7) and so 07(x) = o(x). By Exercise 50 we also have
o(x) € Move(c), whence o(x) € Fix(7), and so to(x) = o(x).
Thus

ot(x) =o0(x) = t0(x).

This finishes the proof in the case when x € Move(¢). The proof
when x € Move(T) is, mutatis mutandis', the same. O

Warning: The converse to the previous proposition is false. For
instance, o always commutes with itself (because oo = 00), but ¢ is
never disjoint from itself unless o = 14.

Orbits. We shall now discuss the notion of orbits (da.: baner) of a
permutation. Our approach is at first quite abstract, as we first define
from a given 0 € ¥(A) an equivalence relation on A.

Let o € %(A). Define on A a (binary) relation E, by

xE;x' <= (Ine€Z)o"(x) =x.
Proposition 9.1.2 E; is an equivalence relation, called the orbit equi-
valence relation” of 0.

Proof. Since ¢°(x) = 14(x) = x we have xEyx for all x € A,
whence E, is reflexive.

If xE,x' then by definition there is some n € Z such that 0" (x) =
x". Then =" (x") = x, which shows that x'E,x. Thus E, is symmetric.

Finally, suppose xE,y and yE,z. Then there is n,m € Z such that
0"(x) =y and 0™ (y) = z. But now

z=0"(y) = 0"(¢"(x)) = 0" (x)

which shows that xE,z. Thus E, is transitive. O
Recall that the E,-equivalence class of x € A is the set

[x]g, = {y € A: xEsy}.

Definition 9.1.3 Let x € A and o € L(A). The equivalence class
[x|E, is called the orbit of x (under o). We write [x], or By for the
orbit of x, that is,

[x]g, = [x]e = Bx.

! Mutatis mutandis is Latin and means “with
the necessary [and obvious] changes”.

2 Da.: Banezkvivalensrelation



Proposition 9.1.4 The orbits form a partition (da.: klassedeling) of
A.

Proof. Since the orbits are by definition the E, equivalence classes, this
follows directly from DMM Sztning 244 applied to E,. ]

Exercise 51 Let 0 € X(A) and x € A. Prove that

[X]p ={c"(x):necZ}={...,073(x),c%(x),0 1 (x),x,0(x),0%(x),0%(x)..

(This is the definition of orbit that was given in lecture).

The next proposition shows that when A is a finite set then the
definition of orbit given in our textbook agrees with the definition of
orbit given in Definition 9.1.3 above.

Proposition 9.1.5 Ler 0 € X(A) and x € A, and suppose A is a
finite set. Then the orbit [x| is finite, and there is n € N such that

[x]o = {x,0(x),...,0" }(x)},
and if n is the least such n then 0" (x) = x.

Proof. First note that since A is finite, every orbit is finite, as clearly
[x]s C A.

Claim: There is 7 € N such that " (x) € {x,0(x),...,0" 1 (x)}.

Proof of Claim: If no such n existed, then the set

{x,0(x),0%(x),...}

would have to infinite, but since {x,c(x),0?(x),...} C A this is

impossible. Claim
Let 1 be least such that 0" (x) € {x,0(x),...,0"(x)}. Then
o"(x) = o*(x) for some 0 < k < n. We can’t have k > 0 since

n was least such that 0" (x) € {x,0(x),...,0" 1(x)}. So we must
have k = 0, which shows that 0" (x) = x.

Finally, notice that since x = ¢ (x) we have o~ (x) = ¢"1(x),
whence 0¥ (x) = ¢*("=1)(x), and from this we get that

{c'(x):iez} C{x,o(x),...,0" L(x)}.
Since the opposite inclusion is also true (trivially), it follows that
[x]s = {x,0(x),...,0" 1 (x)}, as required. a

The following corollary is important to note, despite its being com-
pletely obvious from the previous proposition.

Corollary 9.1.6 With notation as in the previous proposition, n is the
number elements in the orbit [x|, (that is, n = |[x]y|). It follows that
ool (x) = x for any x € A.

3.
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Cycles and the decomposition theorem. Given a set A and distinct
elements ay, ...,a, € A, the corresponding p-cycle is the permutation
v € £(A) defined by

X if x & {a1,...,ap},
Y(x) =1<a;y1 ifx=aand1 <i<p,

aq ifx = ay.

Note that if p > 1 then Move(y) = {ay,...,a,}. If p = 1 then
v = 14, so Fix(y) = A. The p-cycle 7 is denoted in cycle nota-
tion by (ay ap --- a,) (no commas). Notice that the ordering of the
elements a1, ..., a, is important; if we reorder the elements, then the
corresponding cycle may be different. For instance, (a1 a2 a3) is not
the same 3-cycle as (a1 a3 az) (why?). However, the 3-cycles (a1 a3 a3)
and (ap a3 a1) are the same permutation. The latter example is a special
case of the next exercise.

Exercise 52 Let ay,...,a, € A be distinct elements of A, and let
1 <i < p. Show that

(al ay - - - gp> = (gigi+1 ...apal a» ...ai_1>‘
The next exercise is important because it connects cycles and orbits.

Exercise 53 Let ay,...,a, € A be distinct elements of A, let y be
the corresponding p-cycle, and let 1 < i < p. Show that [a;], =
{ay,...,a,}, and that if x & {ay,...,a,} then [x], = {x}.

Definition 9.1.7 Let A be a finite set, 0 € L(A), x € A, and let
n = |[x]s|, so that [x]; = {x,0(x),...,0""1(x)}. By the n-cycle
corresponding to x (under o) we mean the cycle

(xo(x) - " (1)),
and we denote this by 5 (or just vy if 0 is understood from the context).

Proposition 9.1.8 With notation as in the previous definition, for every
y € [x]s we have

Yx(y) = o(y).

Moreover, [x]; = [x],,, and if y € [x], then vy = 7x.

Proof. That [x], = [x],, is clear from the definition of .. If y €

[x]¢ then y = o' (x) for some 0 < i < n.Ifi < n —1 then

o(y) = (e (x)) = 0" (x) = 7(0'(x)).

Ifi =n—1thenco(ci(x)) = x = y(c'(x)).
If y € [x],, then y = ¢’(x) for some 0 < i < 1, and s0 7y = 7
follows from Exercise 52. U



Lemma 9.1.9 Let A be a finite set, let 0 € %(A), and let k be the
number of o-orbits of size > 1, and let [x1]y, ..., [xk]s be those k
orbits. Then the cycles 7yy,, ..., Yx, are pairwise disjoint, and

U:,yX]...’Yxk.

Proof. It is clear that the cycles 7y, ...,y are disjoint, since
Move(7y,) = [xi]y, = [xi]o, where the last equality follows from
Proposition 9.1.8.

If x is a fixpoint of ¢, then |[x];| = 1, and so x € Fix(7,,) for all
Yx,;- Thus

o(x) =X =Yy ... Y ().
Suppose then x is not a fixpoint of ¢. Then x belongs to exactly one
[x;]s for some 1 < i < k. Note that the set [x;], consists of fixpoints
for all 7yx;, j # 1, since Move(7y,) = [xi],, = [xi]o. This together
with Proposition 9.1.8 gives

REEEE ’)/Xk(x) = ’YXI'(x) = O'(X),
as required. ([l

Lemma 9.1.10 Let A be a finite set and let ¢ € X.(A). Suppose 0 is
a product of k disjoint cycles 71, . ..,y of length > 1. Then ¢ has k
orbits of size > 1, and each such orbit x|, coincides with the orbit
[x], for exactly one i < k, and it holds for this i that y; = 5.

Proof. Let x € A, and suppose x is not a fixpoint for . Then for
some i, x is not a fixpoint for <y;. Since [x],, = Move(*y;), it follows
from the disjointness of the cycles 71, ..., vk that y;(y) = o(y) for
all y € [x],,. From this [x],, = [x], and 7; = 7] follow easily. ~ [J

Theorem 9.1.11 (Decomposition theorem, Szetning 407) Ler A be
a finite set, ¢ € X(A). Then there is a unique set {y1,...,vc} C
X(A) of disjoint cycles of length > 1 such that

=71 Yk
Proof. Lemma 9.1.9 proves the existence of such a set {y1,..., Yk };
and Lemma 9.1.10 in turn proves the uniqueness. (|
9.2 Opgaver

Opgave 9.2.1 Lad
A={1,2,3} x{1,2,3}.

(Husk er Definition 3.1.1 af det cartesiske produkt.)
Definer en permutation o € L(A) ved

(i,) (i+1,7) hvisie{1,2}
o(i,i) =
J (1,7) hvis i = 3.

DISTILLAT 71
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1) Tegn en tegning af mengden A som en delmeengde af planen R?.

2) Vis at 0 har tre baner, nemlig preecis mengderne {1} x {1,2,3},
{2} x {1,2,3} 0g {3} x {1,2,3}.

3) Nedskriv de til banerne tilhgrende cykler. Vis med pile pa din
tegning fra 1) hvordan disse cykler “virker” pd punkterne i mengden

A.

Opgave 9.2.2 Lad n veere givet.
1) Lav en skitse i planen der “viser” hvordan fplgende meengde ser
ud:

Azﬂﬁﬂ}x{Luqﬂ
i=1

2) Nedskriv definitionen pa en permutation af A, der opfylder kravet
at der for ethvert 1 < i < n er preecis én bane af lengde i. Findes der
mere end en permutation af A der opfylder dette krav?

3) Vis, ved at tegne pile pa din skitse fra 1) ovenfor, “hvordan” din
permutation fra 2) “virker” pa punkterne i mengden A.

Opgave 9.2.3 Lad n,k € IN, hvor 0 < k < n, og betragt mengden
A, = Z/n. Definer en funktion oy : A, — Ay ved oy([a],) =
(] + [K]n.

1) Vis at oy er en permutation af Ay, (dvs. er en bijektion af A, pd
sig selv). Det kan f. eks. gpres ved at finde en invers funktion til oy.
(Der er faktisk en ret oplagt kandidat til en invers funktion som man
nemt kan tjekke virker).

2) Lad nu n = 20 og k = 5. Nedskriv cyklerne og de tilhgrende
baner for permutationen oy i dette tilfeelde.
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Kombinatorik: To gvelser

Vi fglger Liitzens DMM i emnet kombinatorik (og dekker kun nogle
dele af Liitzens kapitel om disse ting). Nedenfor findes to gvelser, der
klarggr et par detaljer fra forel®sningen.

Ovelse 54 Lad A veere en meengde, v € N. Lad
P(n,r)={(a,...,a;) € A": (Vi,j <r)i#] = a; # a;},
og lad
P(n,r)={f:{1,...,r} — A: f erinjektiv}.

1) Visat (aq,...,a,) € P(n,r) hvis og kun hvis (a4, ...,a,) er en
r-permutation udtaget fra A, som defineret i Liitzens DMM.
2) Vis at funktionen F : P(n,r) — P(n,r) defineret ved

er en bijektion fra P (n,r) pa P (n,r).

3) Forklar hvorfor foregdende viser, at en lige sa god (men alternativ)
definition af begrebet “en r-permutation udtaget fra A’ er at sige, at
en r-permutation udtaget fra A er en injektion fra {1, ...,r} til A.

Ovelse 55 [ foreleesningen indfprte jeg som et eksperiment fplgende
definition: Lad A og B veere meengder. En B-permutation udtaget fra
A (eller mere udfgrligt, en B-indiceret permutation udtaget fra A) er
en injektion f : B — A.

1) Visaten {1,...,r}-permutation udiaget fra A er det samme som
en r-permutation udtaget fra A.

2) Vis at ndr A er endelig, da er en A-permutation udtaget fra A det
samme som en bijektion af A pa sig selv, dvs. det som i DMM kapitel
10 kaldes en permutation af A.

3) Giv et eksempel pa at nar A er en uendelig mengde, da er en
A-permutation udtaget fra A ikke ngdvendigvis en permutation af A.
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Logik og bevisforelse

Matematisk logik er det omrade af matematik hvori matematisk argu-
mentation og bevisfgrelse studeres. Logik er derfor “matematik om
matematik”. Udsagnslogikken, som praesenteres nedenfor, er en simpel
model for matematisk argumentation.

Det er vigtigt at forsta at vi her beskriver en matematisk model for
korrekt matematisk argumentation, ligesom R® er en simpel model
for det 3-dimensionelle rum vores dagligdag (tilsyneladende) foregér
i. Ligesom man i sig selv ikke lerer at bygge et hus eller en bro af at
studere geometri, sd lerer man heller ikke at lave matematiske beviser
af at studere logik. Med det hjelper utvivlsomt.

Vi diskuterer ikke pradikatlogik her'. @nsker man en indfgring i
predikatlogikken sa skal man tage kurset “Introduktion til matematisk
logik” pa 3. eller 4. studiear.

11.1 Udsagnslogik

Uformelt er et udsagn noget som “vi siger”, som kan tillegges en
sandhedsverdi: sand eller falsk. Et udsagn kaldes ogsé en pdstand.

Logik handler om forbindelsen mellem udsagn, og om korrekt argu-
mentation: Hvis vi ved, at visse pa forhand givne udsagn er sande eller
falske, hvad kan vi s& konkludere om andre udsagns sandhedsvaerdi?
I praksis skal logik sikre konsistens, dvs. at vores konklusioner ikke
strider mod hinanden?.

Eksempler pa konkrete udsagn er “5 = 2” eller “Wozniacki vandt
Wimbledon i 2016”, som nar de fortolkes pa den mest oplagte made
er falske. Men fortolker vi i stedet 2 og 5 kan som restklasser modulo
3, dvs. som [2]3 og [5]3, og her er ligningen 5 = 2 faktisk sand; og
man kan ogsa forestille sig at Wozniacki var navnet pa en fiktiv person
i en roman, og sa kunne det jo godt vere sandt inden for romanens
historie at denne person vandt Wimbledon i 2016. Et konkret udsagns
sandhedsverdi kan derfor (ofte!) vaere athengig af den kontekst det
fortolkes i.

I den teori vi presenterer nu findes konkrete udsagn ikke. I stedet
representeres konkrete udsagn abstrakt i vores teori med udsagnsva-

! Udsagnslogikkens store mangel er precis
at den ikke handterer kvantificering.

2 Mangel pa konsistens ser man ofte i darlige
film eller bgger, hvor de oplysninger vi gi-
ves fgrer til modstridende konklusioner, og
historien bliver dermed utroveaerdig.
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riable, Py, P>, Ps . .., osv. Disse udsagnsvariable kan gives en af to
vardier: Sand eller Falsk, som vi reprasenter med hhv. 1 og 0.

Det er som sagt forbindelsen mellem udsagn der interesserer os.
Disse forbindelser representeres ved konnektivsymbolerne

VA — <=

der henholdsvis kaldes negation, disjunktion, konjunktion, implikation
og biimplikation, og representerer “ikke”, “eller”, “og”, “medfgrer” og
“hvis og kun hvis”.

I vores teori findes konkrete udsagn som sagt ikke (de representeres
jo symbolsk af udsagnsvariable). Vores teori har kun sakaldt formelle

udsagn, som vi nu definerer.’

Definition 11.1.1

1. Alle udsagnsvariable er formelle udsagn.

2. Hvis « og B formelle udsagn, da er fplgende ogsa formelle udsagn:
—a, (e AB), (aV ), (a0 = P)og(x < B).

3. Intet er et formelt udsagn medmindre 1 og 2 ovenfor kreever det*,
og specielt bestar alle formelle udsagn endeligt mange symboler.

Uformelt siger definitionen: Formelle udsagn er det, der kan opbyg-
ges fra de udsagnsvariable ved at bruge konnektiverne endeligt mange
gange som 2 foreskriver. Definitionen er rekursiv, idet definitionen
forst erkleerer i betingelse 1. at alle udsagnsvariable er formelle udsagn,
og derefter i betingelse 2. erklerer hvordan nye formelle udsagn kan
dannes ud fra gamle. Betingelse 3 udsiger blot, at formelle udsagn ikke
kan dannes pa andre mader end ved at bruge 1. og 2. i definitionen.
Vi har medtaget parenteser i vort symbolsprog, for at sikre entydig
leeselighed af formelle udsagn.

Man bliver hurtigt traet af at sige ‘formelle”. Derfor vil vi i det
fglgende ofte blot skrive udsagn nar vi egentlig mener formelle udsagn.

Bemerk at parenteserne er vigtige for at udsagnene kan laeses enty-
digt: Feks. er P; V P, = D7 ikke et formelt udsagn, for der mangler
parenteser’. Derimod er (P V (P, = P;))og (P, V P) = Py)
formelle udsagn. (Uformelt droppes den yderste parentes i et sammen-
sat udsagn dog ofte, da de ikke er vigtige for leeseligheden.)

Udsagn (formelle!), som dannes ved hjelp af 2. i definitionen oven-
for kaldes sammensatte udsagn.

Definition 11.1.2 Sandhedsverdien af de sammensatte udsagn er fast-
lagt ved fplgende sandhedstabel® (1 er “sand”, 0 er “falsk”):

a|B|-a|@rp) | (@Vvp) | (@ = p)|(x < p)
1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
0|1 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1

3 Bt formelt udsagn kaldes ofte ogsa for en
“Udsagnsform”, hvilket er et godt ord, da det
(korrekt) antyder at det er den syntaktiske
form som er det vasentlige ved et formelt
udsagn.

4 Bemerk at betingelse 3 specielt medfgrer,
at et formelt udsagn « som ikke indeholder
nogen konnektiver er en udsagnsvariabel. For
hvis « ikke indeholder nogen konnektiver, sa
er det ikke betingelse 2 der kraver at « er et
formelt udsagn. S& ma det vere 1 der kraver
det. Ergo er « en udsagnsvariabel.

> Man kan dog indfgre en “prioritering” af
konnektiverne som kan spare os for at s@tte
sd mange paranteser, se DMM side ??

¢ En sandhedstabel kaldes ogsé en sandheds-
tavle. Vi bruger begge ord i fleng.



Bemark at implikationen « == B er sand medmindre forudset-
ningen (“antecedenten”) « er sand, men f (“konsekventen”) er falsk.
Dette reflekterer, at & = p udtrykker et betinget udsagn: Hvis a sd
B. Derfor giver det mening at nar « ikke er sand, sa givera — f
ingen information om .

Bemeark ogsa at sandhedstabellen faktisk er en rekursiv definition,
idet den kun fastlegger sandhedsvardien af udsagnene i de sidste 5
kolonner, hvis man allerede kender sandhedsvardien af udsagnene i de
to fgrste kolonner.

Seetning 11.1.3 Lad 7y veere et formelt udsagn. Antag at sandheds-
veerdien af samtlige i vy indgdende udsagnsvariable er fastlagt. Da er
sandhedsveerdien af 7y entydigt fastlagt ud fra sandhedstavlen ovenfor.

Bevis. Hvis 7y er en udsagnsvariabel er der intet at bevise (hvorfor?!).
Derfor kan vi antage at 7y er et sammensat udsagn.

Vi beviser s@tningen ved fuldstendig induktion efter n € IN i
folgende pradikat, P(n): Hvis 7y er et formelt sammensat udsagn
med n konnektiver og hvori sandhedsveerdien af alle de indgdende
udsagnsvariable er kendt, da er 7y’s sandhedsveerdi (entydigt) fastlagt
af sandhedstabellen.

(Bemerk at 3 i definitionen af formelt udsagn netop sikrer, at der
hgjest indgar endeligt mange konnektiver i et formelt udsagn.)

Induktionsstart: Hvis y er et sammensat udsagn med ét konnektiv,
da mé der findes der udsagnsvariable P; og P; sdledes at 7y er et af
fglgende udsagn:

-P;, (Pi N P]), (Pz' V P]), (Pz' — P]) eller (Pz' <~ P])

Da det er antaget at sandhedsverdien af de i 7y indgdende udsagnsva-
riable kendt, er sandhedsverdien af o nu (entydigt) fastlagt ud fra
sandhedstabelen. Derfor er P(1) sandt.

Induktionstrin: Antag nu at P(7) er sand for alle i < n. Lad 7y vare
et udsagn hvori der indgar n + 1 konnektiver, og hvor vi kender sand-
hedsverdien af alle indgédende udsagnsvariable. I felge definitionen af
formelt udsagn ma der findes formelle udsagn « og B saledes at <y er
pracis’ et af fglgende udsagn:

-, (a AB),(aVB), (e = B)eller (a <= B).

Da < har n 4 1 konnektiver ma « og f have hgjest n konnektiver
til sammen (overvej). Da P(i) er sand for alle i < n fglger det at
sandhedsvardien af & og f3 er fastlagt nar sandhedsverdien af alle de
iy, og derfor i « og B, indgdende udsagnsvariable er kendt. Men nar
sandhedsvardien af o og B er kendt, da fastligger sandhedstabelen
jo entydigt sandhedsveerdien af de sammensatte udsagn —a, (a A B),
(aVPB), (@« = B)og (v <= P),ogderfor af 7, som jo er precis
et af disse. U
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7 Hvis man er meget pedantisk bgr man fak-
tisk bevise dette (dvs. “preacis”).
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I praksis siger s@tningen at vi kan finde et formelt udsagns mulige
sandhedsveardier ved at lave en sandhedstabel. Fglgende illustrerer
dette samt andre pointer i den foregaende tekst.

EKSEMPEL. Lars Lgkke Rasmussen har engang sagt i TV Avisen:
“Hvis Venstre har vundet valget, jamen sa er det da klart, at hvis jeg
bliver statsminister, sa har Venstre vundet valget. Sddan er det.”

Er det, Lars Lgkke Rasmussen siger her, sandt?

Lgsning: Vi kan bruge P; til at representere “Venstre har vundet
valget” og P, til at repraesentere “Lars Lgkke Rasmussen bliver statsmi-
nister”. Hr. Rasmussens pastand er derfor: (P, = (P, = P})).
Vi bruger definitionen af sandhedsverdien af = ovenfor til at lave
en sandhedstabel:

P1 Pz (Pz — Pl) (P1 — (Pz — P1))
1 1

OO = =
SI= || =

1 1
0 1
1 1

(For at fa den sidste kolonne har vi brugt sandhedstavlen for « —-
B pé 1. og 3. kolonne.)

Vi ser heraf at (P} = (P, = P)) er sandt ligegyldig hvad
sandhedsverdien af P; og P, er.

Definition 11.1.4 1) Et udsagn som er sandt ligegyldig hvilken veerdi
som de indgdende udsagnsvariable gives kaldes en tautologi.

2) Et udsagn som er falskt ligegyldig hvilken veerdi som de indgdende
udsagnsvariable gives kaldes en modstrid (eller en absurditet).

3) Vi siger to udsagn a og p er logisk skvivalente, skrever® x = B,
hvis (v <= ) er en tautologi. Sagt pd en anden mdde: « og B er
logisk wkvivalente hvis deres sandhedsvceerdier er identiske, ligegyldig
hvilken sandhedsveerdi de indgdende udsagnsvariable gives.

Det foregdende eksempel viser at (P; = (P, = Pj))eren
tautologi.

Notation: 1 det fglgende dropper vi nogen gange at skrive den yder-
ste parentes i et formelt udsagn, medmindre dette ggr l@sningen af
udsagnet tvetydigt. Parenteser inde i et formelt udsagn kan dog meget
sjeldent droppes, da dette kan forstyrre l&sningen af udsagnet (e.g.,
x A B = « kan leses pa to tilsyneladende helt forskellige mader,
nemlig som (¢ A f) = aogsoma A (f = «)).

Ovelse 56 Lad «, B og y veere udsagn. Vis, enten ved at lave en sand-

¥ Advarsel: & = f er ikke et formelt udsagn!
Symbolet = bruges til at udtrykke en relation
mellem formelle udsagn.
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hedstabel eller ved at argumentere, at fplgende udsagn er tautologier:
(0 = (aVP))

i. (@N\Np) = «a

ii. (N (e = B)) = B

((aVB)A(maVy) = (BV7)

v(la <= B) = (« = B))

iil.

iv.
“Logisk huskeseddel”. Fglgende er en liste af nyttige logiske &kvi-

valenser og deres tilhgrende tautologier”. I listen star a, B og 7 for 9 Sammenlign med Sztning 50 i DMM

vilkérlige formelle udsagn; yderste parenteser droppes for overskuelig-
hedens skyld.

Logisk aekvivalens Tilhgrende tautologi
1. ——a=a T =
2. aANB=BAu (aNB) < (BAa)
3. avBp=pBVa (aVB) <= (BVa)
4. (aAB)Ay=aN(BAY) (e AB)AY) <= (aA(BA7Y))
5. (avB)Vry=aVv(pVy) (aVB)VYy) <= (aV(BV7Y))
6. aVv(BAY)=(aVP)A(xV) (V (BAY) < (@VB)AaVy))
7. aA(BVy)=(@AB)V(xAY) (@A (BVY) < (@AB)V (@A)
8. —(anB)=-aV-p (e AB) <= (—aV-p)
9. —(aVpB)=-aN-p —(aVp) <= (—aAN-p)
10. 0« = B=-aVp (0 = B) <= (—aVP)
1. « = = = - (0 = B) <= (- = —u)

12. a <= B=(0 = AP = a) (@ <= B) <= ((a = BN (B = «a))
Bemeerkning. Pa grund af ekvivalenserne 4 og 5 dropper man ofte
at szette parenteser (bortset maske fra de yderste) i lister af konjunktio-
ner og disjunktioner, f. eks. oy A ap A - - - A &y, Ekvivalenserne 6 og 7
kaldes nogen gange de distributive love for V og A, og &kvivalenserne
8 og 9 kaldes ofte De Morgans love. Alle ®kvivalenserne ovenfor kan
naturligvis eftervises ved at lave en sandhedstavle.

EKSEMPEL. Vis at
o = (B = («AB))

er en tautologi ved at omforme den til en kendt tautologi vha. de logiske
akvivalenser ovenfor.
Lgsning:

v = (B = (aNB))=-(p = (aNP)) = —a
2BV (aNAB)) = —w
(—mBA=(aAB)) = —a
BA(—aV—B)) = —w

BA(P = —a)) =

=
= (

Her har vi omformet ved at fgrst bruge ekvivalensen 11, sa 10, sa 9, sa
8 0g 1,sa3og10.
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Da den sidste linje er en tautologi i fglge @velse 56 iii. er det nu vist
at det udsagn vi startede er en tautologi.

Bemaerkning. Alle tautologier er selvfglgelig logisk ®kvivalente
(overvej!), men det kraever ofte lidt kreativitet at omforme en tautologi
til en anden (hvis det da overhovedet kan lade sig ggre).

Ovelse 57 Vis at
(aAB) = y=a = (B = 7)
EKSEMPEL. Vis at

(@ = (BV7) = ((@VBVy) = (BV7))

er en tautologi.
Lgsning. Fra den foregaende gvelse samt akvivalens 11 har vi

(@ = (BV7) = ((@VBVy) = (BV7))
= ((maVv (V) A(@V(BVY)) = (BV7)

Men den nederstelinje er bare tautologien iv i forkleedning, s& ovensta-
ende er en tautologi.

11.2  Beviser i udsagnslogikken

Definition 11.2.1 Ef udsagn « kaldes en (tautologisk) konsekvens'®
af {v1,.-.,Ym}, hvor m € Ny, hvis der geelder at w er altid er sand
nar yi, ..., vm er sande.

Ovelse 58 Bevis at hvis m > 1 da er « er en tautologisk konsekvens
af {v1,...,Ym} hvis og kun hvis

(MAAym) = «a

er en tautologi, og hvis m = 0 da er a er en tautologisk konsekvens af
{71, -+, Ym} = D hvis og kun hvis « er en tautologi.

Om (y1 A--+ Aym) = w eren tautologi kan naturligvis tjekkes
ved at lave en sandhedstavle, men nar matematikere vil vide om et
udsagn er en konsekvens af andre udsagn, sa laver de beviser, ikke
sandhedstavler. Man siger, at matematikere benytter den deduktive
metode.

Et bevis er, lgst sagt, en endelig liste af udsagn, der starter med vores
antagelser, og (forhabentlig) slutter med vores gnskede konklusion. Be-
viset bevager sig frem ad ved at vi undervejs udleder delkonklusioner
fra vores antagelser, og det vi allerede har bevist tidligere.

For at beviset skal bevage sig frem ad har vi altsa brug for en made
at drage konklusioner pa, en slutningsregel. 1 disse noter haefter vi

1© DMM bruger terminologien “gyldig slut-
ning af « fra 7y, ..., yy” for det vi har kaldt
en konsekvens. Det er samand fint nok, men
det er forkert ndar DMM sidestiller dette med
begrebet deduktion. En deduktion er nemlig
noget andet, og vi definerer begrebet deduk-
tion (korrekt) nedenfor.



os ved den i matematikken mest brugte slutningsregel, kaldet Modus
Ponens:

o
x = B
p

Dette leses som fglger: For vilkérlige « og B gelder, at man fra a og
x = f kan slutte (konkludere) B.

Definition 11.2.2 Lad « og ¥1,...,Ym vere m > 0 formelle ud-
sagn''. En deduktion'? af « fra v, ..., ym er en endelig liste

X1

(1%

Qn
af udsagn sadan at

1. det sidste udsagn w,, er udsagnet «, som skulle bevises;
2. hvert u; er enten

(a) en af antagelserne 1, ..., Ym, eller
(b) eni forvejen kendt tautologi; eller

(c) opndaet ved at bruge Modus Ponens pad foregdende linjer, dvs.
findes j, k < i sdledes ay er det formelle udsagn oj = w;.

Hvis der findes en deduktion for « fra 7y, . .., Ym, sa skriver vi

Y1, oo, Ym .

Bemerkning. Ovenfor kaldes a1, ..., a, linjerne i deduktionen.
Deduktionens lengde er antallet af linjer (ovenfor 7).

Vi giver nu to eksempler pa deduktioner. Det andet eksempel viser
sig ogsa at vaere nyttigt senere i kurset.

EKSEMPEL. Vis at

Y, 7271 A2

Lgsning: Vi har fra tidligere tautologien

11 = (12 = (MmA”)).

Derfor kan vi lave fglgende deduktion fra {71, 72 }:

"1

2

11 = (12 = (MmA”)
T2 = (mA”)

Y1 A 72
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"'Vi tillader at m = 0, hvilket svarer til at
der ikke er nogen 7y;’er.

12 Man kunne ogsa kalde en deduktion for et
bevis, men for at skelne formelle beviser i
udsagnslogikken fra beviser andetsteds fore-
traekker vi ordet deduktion.
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Forklaring: De to fgrste linjer i deduktionen er vores antagelser. Den
tredie linje er den ovenfor n@vnte tautologi. Den fjerde linje fremkom-
mer ved at bruge Modus Ponens pa linje 1 og linje 3. Den 5. linje
fremkommer ved at bruge Modus Ponens pa linje 2 og linje 4.

Ovelse 59 Generalisér foregdende eksempel ved at vise at

Yoo Yn EYIA A Yn.

EKSEMPEL. Vis at

(@ = (BV7)F((aVvpVvy) = (BV7))

Lgsning. Vi har tidligere set at

(0 = (BV7)) = ((@VpVy) = (BV7))
er en tautologi. Derfor har vi fglgende deduktion:

a = (BV7)
(0 = (BV7Y) = ((aVBVy) = (BV7))
(avBVy) = (BV7Y))

som viser det gnskede.

Ovelse 60 Vis at

(0 = (BVY)F(aVBVYy) < (BVY).

Hint: Man skal lave en deduktion der ender med det pnskede udsagn.
Kombinér det foregdende eksempel og tautologien i. fra Dvelse 56.

Vi vil ikke bevise fglgende (vigtige) satning i forelesningerne i
dette kursus, men den er rar at kende. Den siger, essentielt, at et udsagn
« er en konsekvens af andre udsagn 71, . .., ¥y, hvis og kun hvis der
findes en deduktion af « fra 1, ..., vm.

Saetning 11.2.3 (Udsagnslogikkens fuldsteendighed, endelig version)
Hvis o 0og v1,...,7m er formelle udsagn, og hvor m € Ny, da geelder
Y1, -+, Ym | & hvis og kun hvis a er en konsekvens af 1, ..., Ym-

Bevis.!3 Antag forst at « er en konsekvens af y1,..., v, ogm > 0. 13 Beviset indgér ikke i pensum! Dog skal det

° . . siges, at hvis man kan forsta dette bevis, sa
Saer (r)/l A A ’Ym) aeren tautologl. Lad har man ogsa forstaet alle grundbegreberne i

udsagnslogikken virkelig godt, sa det er nok
o1 verd at prgve krefter med.

&2

&n



vere en deduktion af 1 A - -+ A vy, fra v, ..., vm (som findes pga.
@velse 59). Derfor er

X1

X2

Ky
(MAAym) = «a

o

en deduktion af & fra 71, ..., ys. S& vi har vistat y1, ..., 7m - «.
Tilfeeldet m = 0 er trivielt (overvej!).

For den modsatte retning beviser vi ved fuldstendig induktion (efter
n) fglgende pastand, P(n): Hvis der er en deduktion med 7 linjer af «
fray1,...,Ym.sder (y1 A---Ayym) = a en tautologi.

Basistrin, n = 1: Hvis a har en deduktion med kun en linje fra
Y1, ---,Ym SOM Ma a vere en tautologi eller & ma vere en af udsag-
nene yq,...,Ym- Mensder (y3 A---Avyy) = « en tautologi
(overvej).

Induktionstrin: Antag pastanden holder for #n, og lad o vere et
udsagn der har en deduktion fra 1, ..., ¥, med n + 1 linjer,

o1

(1%

Kypt1-

Hvis « er en tautologi, eller « er et af udsagnene <y, ..., Y, sa folger
som i basistrinnet at (7 A -+ - Ay,,) = « er en tautologi.

Antag derfor at & opnas ved at bruge Modus Ponens pa tidligere
linjer, &; og ay, hvor i, k < n, og hvor a; er &; = «. Fra induktions-
antagelsener (Y1 A+ - AYp) = a; 02 (Y1 A ANym) = g
tautologier. Da . er udsagnet (v; — «) folger at

(MmA-ANym) = (0j = «a)
er en tautologi. Herfra ses at
(MmA-Aym) = «a

er en tautologi, idet der galder at hvis (1 A - - - A vy, ) er sand, da er
w; 0og &; = o sande, og dermed fglger at a er sand. (Lav eventuelt
en sandhedstavle hvis ikke den foregaende satning overbeviste dig.)[]

11.3  Bevistyper

Vi diskuterer nu forskellige bevistyper som man ofte mgder i matematik
ud fra deres baggrund i udsagnslogikken. Med henblik pa at give simple
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eksempler pa de forskellige bevistyper indfgrer vi fglgende definition
fra elementer talteori.

Definition 11.3.1 Lad n,q € IN. Vi siger at n er et multiplum af g
hvis der findes m € IN sadan at n = qm.

Et multiplum af 2 kaldes et lige tal.

Bevismetoden “direkte bevis”

Skematisk kan et direkte bevis beskrives som fglger:

Problem: Vi antager <1, ..., holder, og gnsker at bevise at
g = a.

Lgsning: Vi antager 1, ..., yn 0og B holder, og beviser «.

Baggrunden for at denne metode virker er fglgende Satning.

Satning 11.3.2 (Deduktionsteoremet) Lad «, 3 0g y1,...,Ym veere
formelle udsagn. Da geelder: Hvis

Y, Ym B

sa

Y, Ym B = a.

Bevis. Vi udnytter Fuldsteendighedssatningen: Hvis 1, ..., Y, B I
a, sder
(MA-ArmAB) = a

en tautologi. Fra @velse 57 er dette udsagn logisk @kvivalent med
(MA-ANm) = (B = ),

som derfor er en tautologi. Derfor er (B = «) en konsekvens af
Y1, - - -, Ym> 0g Fuldstendighedssatningen giver derfor at

Y, Ym BB = a.

som gnsket. O
EKSEMPEL PA ET DIREKTE BEVIS. Bevis at hvis # er et lige (natur-
ligt) tal si er n% ogsa lige.

Lgsning. Bemark at vi gnsker at vise en implikation. Deduktionste-
oremet siger at vi kan antage at n er lige, og arbejde derfra. Da kan n
skrives som n = 2m. Derfor er

n* = (2m)? = 2m2m = 2(m2m),

hvilket viser at 12 er lige, som gnsket.

Bemcerkning. Ovenstaende eksempel pa et direkte bevis ligger jo ret
langt fra at vaere et formelt bevis, men kan nok godt med nogen umage



gores ggres formelt. Antagelserne 7y, . .., ¥, ville da vaere regnereg-
lerne som vi ved er sande for de naturlige tal (og som jo bliver brugt
i udregningen ovenfor). I praksis laver matematikere stort set aldrig
formelle beviser, men i princippet skal ethvert matematisk bevis kunne
laves om til et formelt bevis. Med andre ord: Selvom i ikke nedskriver
formelle beviser i matematikken, sa skal detaljegraden i vores beviser
vare hgj nok til, at man routinemessigt kunne omformulere beviset til
et formelt bevis.

Ovelse 61 Vis at den modsatte retning i forrige setning ogsa geelder:
Hvis
Y, YmbEB =

Y, Y B

Hint: En mulighed er at bruge Scetning 11.2.3, men det er lidt snyd.
Det er bedre atindse aten p = afra{y1,...,Ym} kan “forlenges”
til en deduktion af « fra {y1,...,Ym, B}

Bevismetoden “Kontraposition”.
Skematisk kan et bevis ved kontraposition beskrives som fglger:

Problem: Vi antager <y1,...,7, holder, og @gnsker at bevise at
B = «a.
Lgsning: Vi antager 1, ...,y 0g — holder, og beviser —f.

Baggrunden for at denne metode virker er fglgende.

Lemma 11.3.3 (Kontraposition) Lad «, B og v1,...,Ym vere for-
melle udsagn. Da geelder: Hvis

Y1, s Ym, & 2B

Y, YmbE B = a.

Ovelse 62 Vis den foregdende scetning. Hint: Brug deduktionsteoremet
sammen med tautologien (~a = —f) = (B = ).

EKSEMPEL PA ET BEVIS VED KONTRAPOSITION. Lad n vere et
helt tal. Vis at hvis n ikke er lige, sa er n + 2 ikke lige.

Lgsning:'* Antag at 2 + 2 er lige, dvs. der findes m sd n + 2 = 2m.

Sa fglger at
n=2m-—2=2(m-—1).

Derfor fglger at n er lige. U
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Bevismetoden “Bevis ved modstrid”

Skematisk kan et bevis ved modstrid beskrives som fglger:

Problem: Vi antager 74, . . ., 7 holder, og gnsker at bevise at «.
Lgsning: Vi antager 71, ..., ym 0g —« holder, og beviser B A =8
for et eller andet udsagn f.

Baggrunden for at denne metode virker er fglgende.

Lemma 11.3.4 (Bevis ved modstrid, ‘“Reductio ad absurdum’) Lad

«,BogY1,...,Ym vere formelle udsagn. Da geelder: Hvis

'}/1/"-/'}/711/_'“'_[3/\_'[3

Y1y, Ym .

Bevis. Fra setningen om kontraposition fglger at

Y1, YmE (2(BAB) = a).

Da —(B A —p) er en tautologi kan en deduktion fra y1,...,y; af
(=(BA—B) = w) forleenges med linjerne

~(BA—B)

o

og derfor findes en deduktion af « fra 7y, ..., vm, som gnsket. (Den
sidste linje, som er «, opnas ved Modus Ponens; overvej!)

EKSEMPEL PA ET BEVIS VED MODSTRID. Lad n vare et naturligt
tal. Vis at 2n + 1 ikke er lige.

Lgsning: Antag at 21 + 1 er lige. Sa findesm € Nsaat2n+1 =
2m. Derfor fglger at

1=2m—2n=2(m—n).

Derforer m —n > 0 (idet 1 > 0), og da m — n er et helt tal gelder sa
atm —n > 1. Men sa far vi

2<2(m—n)=1,

hvilket er en modstrid.!? O

Metoden “Modeksempel”

Denne metode skiller sig lidt ud fra de andre, for her gnsker vi at vise
at noget ikke kan bevises ud fra givne antagelser. Strukturen er som
folger:

Problem: Vi gnsker at vise at man ikke kan bevise a fra 1, ..., Ym,
dvs.

Y, Ym Voo

15 Vi har anstrengt os for at give et bevis, der
kun bygger pa nogen meget enkle regnereg-
ler. De fleste vil nok synes det er oplagt at 1
ikke er et multiplum af 2, og derfor at allere-
de linje 3 i beviset er en modstrid.



Lgsning: Vi finder en tildeling af sandhedsvardier til de udsagnsva-
riable som ggr y1, ..., vm sande, men samtidig ggr « falsk.

Ovelse 63 Brug Fuldstendighedssetningen til at begrunde metoden
“Modeksempel”.

Bevismetoderne “Opdeling i tilfeelde” og “Keedebevis”

Der er to yderligere metoder, der bruges ofte i beviser: Opdeling i
tilfeelde, og Kadebevis (ogsé kaldet “kadeslutning” eller “hypotetisk
syllogisme”). Vi fremhaver disse, ikke blot fordi de er nyttige, men
ogsa fordi de hver iser indeholder en felde, som er nem at falde i, og
som ofte er arsag til fejl i beviser, ogsa blandt matematikere pa hgjeste
niveau.

Opdeling i tilfeelde. Metoden er sa naturlig at laeseren helt sikkert har
anvendt den mange gange tidligere. Skematisk kan metoden beskrives
som fglger:

Problem: Vi antager <y, ..., Y, og ¢nsker at bevise .

Lgsning: Vi finder et udsagn J som giver en naturlig opdeling af
beviset: Hvis vi antager 1, ..., yn 0g 6 sa kan vi bevise 3, og hvis vi
antager 1, ..., Ym 0g 0 sd kan vi bevise B.

Metodens gyldighed er baseret pa felgende:

Seetning 11.3.5 (Opdeling i to tilfaelde) Lad vy1,..., v, B, 08 d vee-
re udsagn. Hvis

Y, Ym0 F B

o8
Yoo Ym, 20 = B

da geelder
Y, Ym B

Vi overlader beviset til leeseren. Man kan naturligvis ogsa formulere
en setning med opdeling i flere end to tilfelde.

EKSEMPEL PA ET BEVIS VED OPDELING I TILFELDE. Lad m,n
INg. Vis at hvis mn = 0sdaerm = Qellern = 0.

Lgsning. Tilfelde 1: m = 0. Sa er der intet at bevise.

Tilfelde 2: m # 0. Saerm > 1. Dan > 0 fglger at mn > n.
Da mn = 0 fglger at 0 > n, og derfor at n = 0, idet n € INg er
forudsat.'6 O

Advarsel: Her er en typisk made, som opdeling i tilfaelde bringer
folk pa afveje: Fgrst finder man et §, som er en god kandidat til at
opdele beviset efter: Nar man antager &, sa fglger B, som gnsket. Nu
antager man sa —, men det viser sig at man har brug for et udsagn, 7,
som er lidt steerkere end =4, for at bevise f i dette tilfelde. Men da 7
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er sterkere end —J, sd er -y svagere end J. Desvarre glemmer folk,
eller sjusker med, at gd tilbage og bevise at 8 fglger fra —7. Sagt pd en
anden made: De har glemt at redeggre for tilfeeldet (=5 A —77).

Keedebevis. Kedebevis, som ogsa kaldes hypotetisk syllogisme, kan
uformelt symboliseres som fglger:

T = a
x = B
Ly = B
Skematisk kan metoden beskrives som fglger:

Problem: Vi antager <y, ..., Y, og ¢nsker at bevise .
Lgsning: Vi finder et udsagn « og beviser « fra 7y, . .., ym, og derefter
beviser vi B fra 7y1,...,ym 0g &.

Fglgende s@tning viser at metoden virker.

Seetning 11.3.6 (Kadebevis) Lad 71,...,vm, B, 0g a veere udsagn.

Hvis
Yi,--, Ym F
24
Y, Yk E B
da geelder

Y, Ym B

Vi overlader til leeseren at bevise denne s@tning.

Metoden er uhyre vigtig, serligt i lange beviser og i matematisk
forskning, da den ggr det muligt at ligge en plan for et bevis: Trin
1: Bevis a. Trin 2: Antag a og bevis . Man kan naturligvis ogsa
formulere en mere generel setning med opdeling i flere end to trin.

EKSEMPEL PA ET KEDEBEVIS. Bevis, at hvis n er et multiplum af
bade 2 og 3, da er n et multiplum af 6.

Lgsning: Vi bryder beviset ned i to trin, hvor Trin 2 giver den
gnskede konklusion. Trin 1 opnar et mellemresultat, der bruges i beviset
for trin 2.

Trin 1: Hvis 34 er lige da er g lige.

Bevis for Trin 1. Da 3q er lige kan vi finde m sa at 3g = 2m. Da
1=3—2harvi

q=1q=(3-2)q =39 —2q9=2m—2q=2(m—q).

Dette viser at g er et multiplum af 2, sa derfor er g lige.
Trin 2: Hvis 7 er et multiplum af bade 2 og 3 da er n et multiplum
af 6.



Bevis for Trin 2. Da n er et multiplum af 3 kan det skrives som
n = 3q. Da n er et multiplum af 2 er n lige, sa det fglger fra Trin 1 at
q er lige, dvs. g = 2p for et p € IN. Derfor har vi

n=3g=3-2p=6p,

hvilket viser at 7 er et multiplum af 6. al7

Advarsel: Ligesom opdeling i tilfzelde, sa bringer ogsa kadeslut-
ning undertiden folk pa afveje. Typisk sker der det, at man finder et «
sadan at man fra o kan bevise . Det er en god start, men nu viser det
sig at man fra 1, . .., Y, kun kan bevise &/, som er et svagere udsagn
end «. Uden videre omhu overbeviser man sig selv om at ““stort set
det samme bevis for B ud fra a stadig virker hvis a erstattes med a'”.
Desvarre er det pracis her man far lavet en fejl, idet beviset for B fra
ikke kan modificeres til at bevise B fra a’, men det ville man kun have
opdaget ved at vere meget omhyggelig.

Som sagt: selv store matematikere i den internationale forsknings
hgjeste luftlag falder fra tid til anden i disse feelder. Det giver meget
rgde grer hos synderen hvis beviset er ndet ud til offentligheden fgr
fejlen findes. Ved at veere opmeerksom pd farerne kan man dog udvise
den ngdvendige omhu, og undga selv at falde i.

Bemerkning. Ovenstaende bevismetoder er langt de mest alminde-
lige, men det er ikke alle. I opgaverne i slutningen af kapitlet kan man
finde eksempler pa andre bevismetoder.

Ovelse 64 Der er endnu en bevismetode som vi bruger hele tiden, men
som folk aldrig neevner. Det er bevis ved ekvivalens. Den kan skematisk
beskrives som fplger:

Problem: Vi antager 1, ..., ym, 0g ¢nsker at bevise p.
Lgsning: Vi finder et udsagn o og beviser fra 1, . .., ym udsagnene
x < Pogu.

Nedskriv en scetning der retfeerdigggr denne metode.
Bemeerkning: Et meget ofte brugt sertilfelde af foregdende gvelses

bevismetode er ndr ¢ <= p er en tautologi. Det har vi faktisk gjort
allerede flere gange ovenfor!
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